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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ ÉËÒÁÔÎÙÈ Ò£ÂÅÒ. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ V (G), Á ÉÈËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï { ÞÅÒÅÚ v(G). äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ GÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ E(G) É e(G) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.óÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ x × ÇÒÁÆÅ G ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ dG(x), ÁÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁG ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ �(G).ïËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ x × ÇÒÁÆÅ G (ÔÏ ÅÓÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ, ÓÍÅÖÎÙÈ Ó x) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ NG(x).þÅÒÅÚ Km;n ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÏÌÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÄÏÌÉËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔ m É n ×ÅÒÛÉÎ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ { × ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÜÔÏ ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï×ËÌÀÞÅÎÉÀ Ó×ÑÚÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ R ⊂ V (G) ∪ E(G).1) þÅÒÅÚ G−R ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ G × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅÕÄÁÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ É Ò£ÂÅÒ ÉÚ R, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÉÚ R.2) îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G−R ÎÅÓ×ÑÚÅÎ.3) ðÕÓÔØ X;Y ⊂ V (G), X 6⊂ R, Y 6⊂ R. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ RÏÔÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y , ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉ-ÎÙ vx ∈ X É vy ∈ Y ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁG−R.4) âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ R ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ V (G), ÅÓÌÉX 6⊂ R É ÎÅ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X\R ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G−R.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: Ó×ÑÚÎÏÓÔØ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ.éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé No. 14-01-00545 É ÇÒÁÎ-ÔÁ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ îû-3856.2014.1. 41



42 ä. ÷. ëáòðï÷5) äÌÑ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (R) ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × R ×ÅÒÛÉÎ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. 1) çÒÁÆ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ v(G) > kÉ G ÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ k − 1 ×ÅÒÛÉÎÙ.2) k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÒÅÂÒÁ e ∈ E(G) ÇÒÁÆ G− e ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-Ó×ÑÚÎÙÍ.éÔÁË, �ÕÓÔØ G { k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙk-Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k.þÅÒÅÚ Vk(G) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G, ÉÍÅ-ÀÝÉÈ ÓÔÅ�ÅÎØ k, �ÕÓÔØ Vk+1(G) = V (G) \ Vk(G). âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ vk(G) = |Vk(G)| É vk+1(G) = |Vk+1(G)|.äÉÒÁË [1℄ × 1967 ÇÏÄÕ É ðÌÁÍÍÅÒ [2℄ × 1968 ÇÏÄÕ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÅ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔ ÍÏÖÎÏ ×Ù×Å-ÓÔÉ, ÞÔÏ v2(G) >
v(G)+43 ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G.÷ 1979 ÇÏÄÕ ÷. íÁÄÅÒ [5,6℄ ÄÏËÁÚÁÌ ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÏÂÏÂ-ÝÁÀÝÉÊ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ:vk(G) >

(k − 1)v(G) + 2k2k − 1 (1)ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ k-Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G. üÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÔÏÞÎÁÑ: ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ k > 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÅÒÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ k-Ó×ÑÚÎÙÈÇÒÁÆÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. äÁÌÅÅÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÉÅ ÇÒÁÆÙ É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ k-Ó×ÑÚÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ k > 2, Á T { ÄÅÒÅ×Ï Ó �(T ) 6 k + 1. çÒÁÆGk;T ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÉÚ k ËÏ�ÉÊ T1; : : : ; Tk ÄÅÒÅ×Á T Ó ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ a ∈ V (T ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ ai ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ËÏ�ÉÉ Ti. åÓÌÉ dG(a) = j, ÔÏ ÍÙÄÏÂÁ×ÉÍ k + 1− j ÎÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k, ÓÍÅÖÎÙÈ Ó {a1; : : : ; ak}.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ v(T ) = n, ÔÏ v(Gk;T ) = (2k − 1)n + 2. îÅÓÌÏÖÎÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Gk;T { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÏÎ { ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ.÷ 1982 ïËÓÌÉ [7℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÈ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÈ É ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×. âÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ
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òÉÓ. 1. äÅÒÅ×Ï T É ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ Ä×Õ-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ G2;T .ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ �ÏÌÎÏÇÏ Ä×Õ-ÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ K2;3 ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÚÁÍÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÅ�Å-ÎÉ 2 ÎÁ ÇÒÁÆ K2;2, �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ Ë Ä×ÕÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÉÚ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÚÁÍÅÎÑÅÍÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 2a). ìÀÂÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÒ£ÈÓ×ÑÚ-ÎÙÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ �ÏÌÎÏÇÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ K3;4 ÎÅ-ÓËÏÌØËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÚÁÍÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3 ÎÁ ÇÒÁÆ K3;3 (ÓÍ.ÒÉÓÕÎÏË 2b).

òÉÓ. 2. ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÚÁÍÅÎÙ.÷ [10℄ Á×ÔÏÒ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ Ä×Õ-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ { ÜÔÏ ÇÒÁÆ G2;T ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á T Ó �(T ) 6 3. ÷ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ-ÇÏ k.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ìÀÂÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ {ÜÔÏ ÇÒÁÆ Gk;T ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á T Ó �(T ) 6 k + 1.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ k = 1. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅÓ×ÑÚÎÙÅ ÇÒÁÆÙ { ÜÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÅÒÅ×ØÑ. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÅ ÇÒÁÆÙ { ÄÅÒÅ×ØÑ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ×ÉÓÑÞÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ,�ÒÏÓÔÙÅ �ÕÔÉ. ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÇÒÁÆÙ ×ÉÄÁ G1;T , ÇÄÅ T{ ÄÅÒÅ×Ï Ó �(T ) = 2.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈk-Ó×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÍÕ ïËÓÌÉ [7℄.



44 ä. ÷. ëáòðï÷óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ G { ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ k-Ó×ÑÚÎÙÊÇÒÁÆ. �ÏÇÄÁ G ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ Kk;k+1 ÓÅÒÉÅÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÚÁ-ÍÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÎÁ �ÏÌÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Kk;k (× ÈÏÄÅÏ�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÅ k ×ÅÒÛÉÎ ÏÄÎÏÊÄÏÌÉ Kk;k 
 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ×ÈÏÄÑÝÉÍÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÚÁÍÅÎÑÅÍÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ k).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ Kk;k+1 { ÜÔÏ ÇÒÁÆ Gk;T ÄÌÑÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á T .ðÕÓÔØGk;T { ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, v(T )>1,a { ×ÉÓÑÞÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á T , Á a1; : : : ; ak { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ a ×ÅÒ-ÛÉÎÙ × ËÏ�ÉÑÈ ÄÅÒÅ×Á T , ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÔÒÏÅÎ ÇÒÁÆ Gk;T . �ÏÇÄÁ �Ï�ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Kk;k,ÏÄÎÁ ÄÏÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ { ÜÔÏ {a1; : : : ; ak}, Á ÄÒÕÇÁÑ { ÜÔÏ k �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈË ÎÉÍ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k.ðÕÓÔØ a′i { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á Ti, ÓÍÅÖÎÁÑ Ó ai. ðÒÏÉÚ×Å-ÄÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ, ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ: ÚÁÍÅ-ÎÉÍ ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ Kk;k ÎÁ ÎÏ×ÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ b ÓÔÅ�ÅÎÉ k, ÓÍÅÖÎÕÀÓ a′1; : : : ; a′k. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÇÒÁÆ Gk;T ′ ÇÄÅ T ′ = T −a,ÔÏ ÅÓÔØ, ÉÚ ÄÅÒÅ×Á T ÍÙ ÕÄÁÌÉÌÉ ×ÉÓÑÞÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÄÅÒÅ×Ï ÓÔÁÎÅÔ ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÙÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ,ÎÁÛ k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × Kk;k+1. �

§2. òÁÚÒÅÚÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. 1) âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÒÅÚÏÍ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÒÁÚÄÅ-ÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ É Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÚÒÅÚÏ× ÇÒÁÆÁ G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T(G).2) äÌÑ ÒÁÚÒÅÚÁ T ∈ T(G) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (T ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ×ÈÏÄÑÝÉÈ × T ×ÅÒÛÉÎ, Á ÞÅÒÅÚ W (T ) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ, ×ÈÏ-ÄÑÝÉÈ × ÒÁÚÒÅÚ T ÉÌÉ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ Ò£ÂÒÁÍ ÒÁÚÒÅÚÁ T .÷ ÒÁÂÏÔÅ [8℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉÓØ ÒÁÚÒÅÚÙ ÔÒ£ÈÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. îÁÛÁ ÔÅÒ-ÍÉÎÏÌÏÇÉÑ ÂÕÄÅÔ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÏÊ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. 1) îÉËÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÒÁÚÒÅÚÁ T ∈ T(G) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÁ ÎÉËÁËÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÉÚ T .2) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ T ∈ T(G) ÇÒÁÆ G−T ÉÍÅÅÔ Ä×Å ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ, �ÕÓÔØ ÜÔÏ U1 É U2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ e ∈ T ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙU1 É U2 ÓÏÄÅÒÖÁÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ËÏÎ�Õ e.



íéîéíáìøîùå k-ó÷ñúîùå çòáæù 45�Å�ÅÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ ÒÁÚÒÅÚÏÍ É ÇÒÁÎÉ�Ù ÒÁÚ-ÒÅÚÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. 1) ðÕÓÔØ T ∈ T(G), Á U1 É U2 { ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚ-ÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G−T . îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ Ai = Ui∪V (T ) ÞÁÓÔÑÍÉÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G ÒÁÚÒÅÚÏÍ T . íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅPart(G;T ) = {A1; A2}. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ËÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ,ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ �ÒÏÓÔÏ Part(T ).2) íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ui ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ ÞÁÓÔÉ Ai ÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Int(Ai) = Ui.3) çÒÁÎÉ�ÁÍÉ ÒÁÚÒÅÚÁ T ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎA1 ∩W (T ) É A2 ∩W (T ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ T ∈ T(G), Part(T ) = {A1; A2}. �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1) A1 ∪A2 = V (G), A1 ∩ A2 = V (T ).2) çÒÁÎÉ�Ù ÒÁÚÒÅÚÁ T ÓÏÄÅÒÖÁÔ �Ï k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÁÎÉ�ÒÁÚÒÅÚÁ T ÓÏÄÅÒÖÉÔ V (T ) É �Ï ÏÄÎÏÍÕ ËÏÎ�Õ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × T ÒÅÂÅÒ.3) åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A′ = A1 \W (T ) ÎÅ�ÕÓÔÏ, ÔÏ A1∩W (T ) { ÇÒÁÎÉ�ÁÒÁÚÒÅÚÁ T { ÏÔÄÅÌÑÅÔ A′ ÏÔ V (G)\A1, Á ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ A1∩W (T )ÓÍÅÖÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÚ A′. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÇÒÁÎÉ�Á ÒÁÚÒÅÚÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-×ÅÒÛÉÎÎÙÍ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×k-Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ G.
§3. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ k-Ó×ÑÚÎÙÅ ÇÒÁÆÙ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÒÁÚÇÏ×ÏÒ Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ k-Ó×ÑÚÎÏÍÇÒÁÆÅ G É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ Vk ×ÍÅÓÔÏ Vk(G) É Vk+1×ÍÅÓÔÏ Vk+1(G). ðÕÓÔØGk = G(Vk); Gk+1 = G(Vk+1);Ek = E(Gk); ek = |Ek|; Ek+1 = E(Gk+1):äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ e ∈ Ek+1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÒÅÚ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ e É k − 1×ÅÒÛÉÎÕ. ðÕÓÔØ R { ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÒÅÚÏ×.íÙ ÉÚÕÞÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÚÒÅÚÏ× ÉÚ R.3.1. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÒÁÚÒÅÚÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. òÁÚÒÅÚÙ S; T ∈ T(G) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ,ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÔÁËÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑPart(S) = {A1; A2}; Part(T ) = {B1; B2};



46 ä. ÷. ëáòðï÷ÞÔÏ A1 ⊃ B2 É B1 ⊃ A2. éÎÁÞÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÒÅÚÙ S É TÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÙ S;R; T ∈ T(G) ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ S É R ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙ, Á ÔÁËÖÅ T É R ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÕÓÔØPart(S) = {A1; A2}; Part(T ) = {B1; B2}; Part(R) = {D1; D2};�ÒÉÞÅÍ D1 ⊃ A1 É D2 ⊃ B2. �ÏÇÄÁ ÒÁÚÒÅÚÙ S É T ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÏ× S É R ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏA2 ⊃ D2 ⊃ B2: éÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÏ× T É R ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B1 ⊃D1 ⊃ A1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, S É T ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. �ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÙ S; T ∈ R ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Part(S) = {A1; A2},Part(T ) = {B1; B2}, �ÒÉÞÅÍ A1 ⊃ B2 É B1 ⊃ A2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÒÁÚÒÅÚÙ S É T ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÂÒÁ. �ÏÇÄÁ A1 ⊃W (T ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ b1b2 ∈ T , �ÒÉÞÅÍ bi ∈ Int(Bi). éÚA1 ⊃ B2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÇÒÁÎÉ� ÒÁÚÒÅÚÁ T , Á ÉÍÅÎÎÏ,A1 ⊃ V (T ) ∪ {b2}.åÓÌÉ b2 ∈ S, ÔÏ b2 ∈ A2 ⊂ B1, ÞÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ. úÎÁÞÉÔ, b2 =∈ S. ðÏÓËÏÌØ-ËÕ b1b2 =∈ S, ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ b1 É b2 ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÒÁÚÒÅÚÏÍ S, ÔÏ ÅÓÔØ,b1 ∈ A1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, A1 ⊃W (T ). �3.2. ðÁÒÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏ×. ðÕÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÙ S; T ∈ R ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙ, �ÒÉÞÅÍ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÉÈ Ò£ÂÒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑPart(S) = {F1; F2}; Part(T ) = {H1; H2};Gi;j = Fi ∩Hj ; P = T ∩ S;Ti = Int(Fi) ∩ T; Sj = Int(Hj) ∩ S ÉInt(Gi;j) = Gi;j \ (P ∪ Ti ∪ Sj): (2)ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ri;j ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ P∪Ti∪Sj É Ò£ÂÅÒ ÒÁÚÒÅÚÏ× T É S, ÉÎ-�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÉÚ Int(Gi;j), a Gi;j { ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÒ£È ÏÔÌÉÞÎÙÈÏÔ Gi;j ÞÁÓÔÅÊ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ× �ÁÒ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏ× ÍÙ ÂÕÄÅÍÕ�ÏÔÒÅÂÌÑÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. 1) íÎÏÖÅÓÔ×Ï P × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ.2) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
|Ri;j |+ |R3−i;3−j | 6 |S|+ |T | = 2k: (3)



íéîéíáìøîùå k-ó÷ñúîùå çòáæù 47äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ P × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ, ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ É Ò£ÂÒÁ ÉÚ S É T × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, Á × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ { ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ Int(Gi;j) 6= ∅. �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ-×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1) Ri;j ÏÔÄÅÌÑÅÔ Gi;j ÏÔ Gi;j .2) åÓÌÉ Ri;j ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ É |Ri;j | = k, ÔÏ Ri;j {ÒÁÚÒÅÚ Ó Part(Ri;j) = {Gi;j ; Gi;j}, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ É Ó S, É Ó T .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏGi;j ∩Gi;j = P ∪ Ti ∪ Sj ; Gi;j ∪Gi;j = V (G):ìÀÂÏÅ ÒÅÂÒÏ e ∈ E(G), ×ÙÈÏÄÑÝÅÅ ÉÚ Int(Gi;j) × Gi;j \Ri;j , ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÄ×Å ×ÅÒÛÉÎÙ, ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÒÁÚÒÅÚÏ× S É T , Á ÚÎÁÞÉÔ,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÒÅÚÏ×. îÏ ÔÏÇÄÁ e ∈ Ri;j .2) éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ É �ÕÎËÔÁ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ri;j { ÒÁÚÒÅÚ. úÎÁÞÉÔ,
|Part(Ri;j)| = 2. ÷ ÓÉÌÕ �ÕÎËÔÁ 1 ÔÏÇÄÁ Part(Ri;j) = {Gi;j ; Gi;j}. �ÁËËÁË Gi;j ⊂ Fi É F3−i ⊂ Gi;j , ÒÁÚÒÅÚÙ Ri;j É S ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,Ri;j É T ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. �3.3. ìÅÍÍÙ íÁÄÅÒÁ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÌÅÍÍÁ É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ�ÏÌÎÏÓÔØÀ �Ï×ÔÏÒÑÀÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙíÁÄÅÒÁ [4℄. íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ ÒÁÂÏÔÙ.ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ ab; a
 ∈ Ek+1, Tab ∋ ab É Ta
 ∋ a
 { ÒÁÚÒÅÚÙ ÉÚ R,�ÒÉÞÅÍ a ∈ Fa ∈ Part(Tab) É 
 ∈ H
 ∈ Part(Ta
). �ÏÇÄÁ

|Int(Fa)| > |Int(H
)|:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË
|Fa| − |Int(Fa)| = k − 1 = |H
| − |Int(H
)|;ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |Fa| > |H
|.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 
 ∈ Fa. åÓÌÉ ÒÁÚÒÅÚÙ Tab É Ta
 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÌÅÇËÏ�ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ Fa ⊃ H
 É a ∈ Fa \H
, Á ÚÎÁÞÉÔ, |Fa| > |H
|.åÓÌÉ ÜÔÉ ÒÁÚÒÅÚÙ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ S = Tab, T = Ta
 É �ÒÉÍÅ-ÎÉÍ ××ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÁÒÙ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (2).ðÕÓÔØ F1 = Fa, H2 = H
. �ÏÇÄÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏa ∈ Int(G1;1); b ∈ Int(G2;1); 
 ∈ Int(G1;2):
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òÉÓ. 3. íÎÏÖÅÓÔ×Á S, T É ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |H2| < |F1|. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 3.÷ÅÒÛÉÎÁ a ∈ Int(G1;1) ÓÍÅÖÎÁ Ó b, 
 É ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ G1;1. úÎÁÞÉÔ,ÅÓÌÉ Int(G1;1) = {a}, ÔÏ ÉÚ dG(a) > k + 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ R1;1 ÓÏÄÅÒÖÉÔÈÏÔÑ ÂÙ k− 1 ×ÅÒÛÉÎÕ. åÓÌÉ ÖÅ A = Int(G1;1) \ {a} 6= ∅, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅÒÛÉÎ V (R1;1) ∪ {a} ÏÔÄÅÌÑÅÔ A ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ É, ÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ k ×ÅÒÛÉÎ. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ

|V (R1;1)| > k − 1 É |R1;1| > k + 1.éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3) ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ |R1;1| + |R2;2| 6 2k. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, |R2;2| 6 k − 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, Int(G2;2) = ∅. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏF1 \H2 = Int(G1;1) ∪ S1 É H2 \ F1 = Int(G2;2) ∪ T2 = T2:ðÏÓËÏÌØËÕ
|S1|+ |P |+ |S2| = |V (S)| = k − 1 > |R2;2| > |T2|+ |P |+ |S2|;ÔÏ |S1| > |T2|. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ |Int(G1;1)| > 1, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

|F1| > |H2|. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. çÒÁÆ Gk+1 { ÌÅÓ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÁÞÅ ÅÓÔØ �ÉËÌ Ó ÒÅÂÒÁÍÉ ÉÚ Ek+1, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-ÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÌÅÍÍÅ 4. �ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ 
 { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ Gk+1.�ÏÇÄÁ vk(G) >
(k − 1)v(G) + 2(
+ ek)2k − 1 :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Vk+1 ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k + 1 ÒÅÂÒÏ, ÓÕÍÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎ ÌÅÓÁ Gk+1 ÒÁ×ÎÁ



íéîéíáìøîùå k-ó÷ñúîùå çòáæù 492vk+1 − 2
, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ (k − 1)vk+1 + 2
 ÒÅÂÅÒ ×Ù-ÈÏÄÉÔ ÉÚ Vk+1 × Vk . éÚ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Vk ×ÙÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ kvk− 2ekÒ£ÂÅÒ Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Vk+1. ðÏÜÔÏÍÕ(k − 1)vk+1 + 2
 6 kvk − 2ek;ÏÔËÕÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. �îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ É ÌÅÍÍÙ 5ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×Ù×ÏÄ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÕÓÔØ G { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏvk + 
 > k. �ÏÇÄÁ ÇÒÁÆ G { ÎÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï íÁÄÅÒÁ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ek + 
 > k. íÙ ÄÏ-ËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ É ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 5 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ek+ 
 = kÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (1) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �(G) 6 k + 1.3.4. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÒÅÚÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. îÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÚÒÅÚ S ∈ R ËÒÉ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÞÁÓÔØ A ∈ Part(S) Ó |Int(A)| < k2 É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ ÏÂÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÒÅÚÁ S; T ∈ R { ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ,a1a2 ∈ S É b1b2 ∈ T { ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ò£ÂÒÁ ÉÚ Ek+1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÉÚ Ò£ÂÅÒ a1a2 É b1b2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ i; j ∈ {1; 2}, ÞÔÏ Ri;j {ÒÁÚÒÅÚ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Int(G1;1) 6= ∅, Int(G2;2) 6= ∅. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á (3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |R1;1| = k = |R2;2| É R1;1 ∪R2;2 = S ∪T . �ÏÇÄÁR1;1 ∪R2;2 ⊃ {a1a2; b1b2}, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. óÌÕÞÁÊInt(G1;2) 6= ∅, Int(G2;1) 6= ∅ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.ðÕÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ. �ÏÇÄÁÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Int(G1;1) = Int(G1;2) = ∅,ÔÏ ÅÓÔØ, Int(F1) = T1 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 4Á). éÚ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÁ SÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |T1| > k2 .�ÁË ËÁË T = T1 ∪ T2 ∪ P ∪ {b1b2}, ÏÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ
|T2 ∪ P | 6

k2 − 1 É |R2;1|+ |R2;2| 6 |S|+2|T2 ∪ P ∪ {b1b2}| 6 2k: (4)åÓÌÉ Int(G2;1) = ∅ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 4b), ÔÏ ÉÚ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÁ TÍÙ ÉÍÅÅÍ Int(H1) = |S1| > k2 , Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, |S2∪P | 6 k2 −1, ÏÔËÕÄÁ



50 ä. ÷. ëáòðï÷
òÉÓ. 4. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ �ÁÒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏ×.ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

|R2;2| 6 |S2|+ |T2|+ |P |+ |{a1a2; b1b2}| 6 k:åÓÌÉ É Int(G2;2) = ∅, ÔÏ Int(F2) = S2, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉÒÁÚÒÅÚÁ T . úÎÁÞÉÔ, Int(G2;2) 6=∅, ÎÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ |R2;2|=k,ÞÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ R2;2 ⊃ {a1a2; b1b2}. �ÏÇÄÁ ÒÁÚÒÅÚ R2;2ÎÁÍ �ÏÄÈÏÄÉÔ.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Int(G2;1) 6= ∅ É Int(G2;2) 6= ∅. ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Õ (4) ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ |R2;1| = |R2;2| = k. �ÏÇÄÁ ÏÂÁ ÒÁÚÒÅÚÁ R2;1É R2;2 ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÅÂÒÏ b1b2 É R2;1 ∪ R2;2 ⊃ S ∋ a1a2: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÏÄÉÎ ÉÚ ÒÁÚÒÅÚÏ× R2;1 É R2;2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÁ ÒÅÂÒÁ b1b2 É a1a2, ÏÔËÕÄÁÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. �ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÙ S; T ∈ R ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, �ÒÉÞÅÍ a1a2 ∈ S Éb1b2 ∈ T { ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ò£ÂÒÁ ÉÚ Ek+1, Ri;j ∋ b1b2 É |Ri;j | = k. �ÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÒÅÚ R ∈ R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ:1◦ Part(R) = {Gi;j ; U}, �ÒÉÞ£Í ÌÉÂÏ U = Gi;j , ÌÉÂÏ U = Gi;j ∪ {a},ÇÄÅ a { ËÏÎÅ� ÒÅÂÒÁ a1a2, ÌÅÖÁÝÉÊ × Gi;j ;2◦ R ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ É Ó S, É Ó T .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ i = j = 1. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ R1;1, ÏÄÉÎ ÉÚËÏÎ�Ï× ÒÅÂÒÁ b1b2 ÌÅÖÉÔ × Int(G1;1), �ÕÓÔØ ÜÔÏ b1. úÎÁÞÉÔ, Int(G1;1) 6= ∅É �Ï ÌÅÍÍÅ 3 ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ R1;1 { ÒÁÚÒÅÚ, Part(R1;1) = {G1;1; G1;1}.åÓÌÉ a1a2 =∈ R1;1, ÔÏ R1;1 ∈ R É ÒÁÚÒÅÚ R = R1;1 ÎÁÍ �ÏÄÈÏÄÉÔ.ðÕÓÔØ a1a2 ∈ R1;1. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R1;1 Ò£ÂÒÏ a1a2 ÉÍÅÅÔËÏÎÅ� × Int(G1;1), �ÕÓÔØ ÜÔÏ a1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ



íéîéíáìøîùå k-ó÷ñúîùå çòáæù 51ÉÚ R1;1 ÚÁÍÅÎÏÊ a1a2 ÎÁ a1. åÓÌÉ Int(G1;1) 6= {a1}, ÔÏ R { ÒÁÚÒÅÚ,Part(R) = {G1;1; G1;1 ∪ {a1}}(ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 5a), ÏÔËÕÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÁÚÒÅÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÓ S É T , Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÎ ÎÁÍ �ÏÄÈÏÄÉÔ.ðÕÓÔØ Int(G1;1) = {a1}. �ÏÇÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, a1 = b1 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 5b).ëÒÏÍÅ a2 É b2 ÜÔÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÁ ÔÏÌØËÏ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚR1;1. �ÏÇÄÁ ÉÚ dG(a1) > k + 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |V (R1;1)| > k − 1, Á ÚÎÁÞÉÔ,
|R1;1| > k + 1, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �ìÅÍÍÁ 8. ðÕÓÔØ G { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏE ⊂ Ek+1 ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁÚÒÅÚÙ ÉÚ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÒÅÂÒÁ ÉÚ E {ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ. �ÏÇÄÁ 
ÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

S = {Se}e∈E ⊂ R; ÇÄÅ e ∈ Se;ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ f1; : : : ; fm ÒÅÂÒÁ ÉÚ E. ðÕÓÔØ
S

′ = {S1; : : : ; S`−1} ⊂ R{ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏ×, �ÒÉÞÅÍ fi ∈ Si.ðÕÓÔØ f` ∈ T ∈ R. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÒÁÚÒÅÚ T ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÓÔÁÌ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÒÁÚÒÅÚÁÍÉ ÉÚ S′. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÂÕÄÅÔ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï |S′|. âÁÚÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ |S′| = 0 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ. ðÕÓÔØ ÒÁÚÒÅÚ T ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ Ó ÒÁÚ-ÒÅÚÁÍÉ S1, . . . , Si−1, ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍ Ó Si. ðÕÓÔØPart(T ) = {H1; H2}; Part(Si) = {F1; F2}; Gx;y = Fx ∩Hy:�ÁË ËÁË ÒÁÚÒÅÚÙ Si É T ÎÏÒÍÁÌØÎÙ, �Ï ÌÅÍÍÁÍ 6 É 7 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊÒÁÚÒÅÚ R ∋ f`, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ Part(R) { ÜÔÏ G�;� , Á ÄÒÕÇÁÑ ÞÁÓÔØ
òÉÓ. 5. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ �ÁÒÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏ×.



52 ä. ÷. ëáòðï÷U { ÌÉÂÏ G�;�, ÌÉÂÏ G�;� ∪ {a}, ÇÄÅ a { ËÏÎÅ� ÒÅÂÒÁ f` = ab, ÌÅÖÁÝÉÊ× G�;� .íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍSj ∈ S′. ðÕÓÔØ Part(Sj) = {D1; D2}. �ÁË ËÁË ÒÁÚÒÅÚÙ Si É Sj ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÙ, ÒÁÚÒÅÚÙ T É Sj ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á ÒÁÚÒÅÚÙ T É Si ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, �ÏÌÅÍÍÅ 1 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏF1 ⊃ D2; F2 ⊂ D1; H1 ⊃ D2; H2 ⊂ D1: (5)òÁÚÂÅÒÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅ×.1. � = 2.�ÏÇÄÁ G2;� ⊂ F2 ⊂ D1 É U ⊃ F1 ⊃ D2 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 6a), ÔÏ ÅÓÔØ, R ÉSj ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
òÉÓ. 6. òÁÚÒÅÚÙ Si, Sj É T .2. � = 1. òÁÚÂÅÒÅÍ Ä×Á �ÏÄÓÌÕÞÁÑ.2.1. � = 2.�ÏÇÄÁ G�;� = G1;2 ⊂ H2 ⊂ D1 É U ⊃ H1 ⊃ D2 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 6b), ÞÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÏ× Sj É R.2.2. � = 1.÷ ÓÉÌÕ (5) ÍÙ ÉÍÅÅÍ D1 ⊃ H2 ∪ F2 = G1;1 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 6
). �ÁË ËÁËÒÁÚÒÅÚÙ T É Sj ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ Ò£ÂÅÒ, �Ï ÌÅÍÍÅ 2 ÍÙÉÍÅÅÍ D1 ⊃ W (T ) ∋ a. úÎÁÞÉÔ, D1 ⊃ G1;1 ∪ {a} ⊃ U . éÚ D2 ⊂ F1 ÉD2 ⊂ H1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ D2 ⊂ H1 \ Int(F2) = G1;1: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ�ÒÏ×ÅÒÉÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÏ× Sj É R. �ìÅÍÍÁ 9. ðÕÓÔØ G { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, Á P = a1 : : : an{ �ÒÏÓÔÏÊ �ÕÔØ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÕVk+1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÒÁÚÒÅÚÙ



íéîéíáìøîùå k-ó÷ñúîùå çòáæù 53S1; : : : ; Sn−1 ∈ R, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏaiai+1 ∈ Si; Part(Si) = {Ai; Bi+1};�ÒÉÞÅÍ ai ∈ Int(Ai) É ai+1 ∈ Int(Bi+1):�ÏÇÄÁ B2 ⊃ Bn ⊃ NG(an).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ n = 2 ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ n > 3. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Bi ⊃ Bi+1 �ÒÉ i ∈ {1; : : : ; n − 1}. �ÁËËÁË ÒÁÚÒÅÚÙ Si−1 É Si ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ai ∈ Int(Bi) É aiai+1 =∈ Si−1, ÍÙÉÍÅÅÍ ai+1 ∈ Bi. úÎÁÞÉÔ, ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ Part(Si) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔØ Bi ∋ ai; ai+1. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÏ× Si−1 É Si, ÔÏÇÄÁ BiÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ Part(Si) = {Ai; Bi+1}.
òÉÓ. 7. òÁÚÒÅÚÙ Si−1 É Si: ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Bi ⊃ Ai.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Bi ⊃ Ai (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 7). �ÏÇÄÁ ÉÚ ai−1 =∈ Bi ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ai−1 =∈ Ai. ïÄÎÁËÏ, ×ÅÒÛÉÎÁ ai−1 ÓÍÅÖÎÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊai ∈ Int(Ai), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Bi ⊃ Bi+1.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B2 ⊃ Bn. �ÁË ËÁË an ∈ Int(Bn), ÍÙÉÍÅÅÍ NG(an) ⊂ Bn ⊂ B2. �ìÅÍÍÁ 10. ðÕÓÔØ G { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, E ⊂ Ek+1, ÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

S = {Se}e∈E ⊂ R; ÇÄÅ e ∈ Se;ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏ×. ðÕÓÔØ R { ÇÒÁÎÉ�Á ÒÁÚ-ÒÅÚÁ Se ∈ S. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ �ÕÔØ Ó ËÏÎ�ÁÍÉ ÉÚ R ÓÏÄÅÒÖÉÔÒÅÂÒÏ ÎÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÁÔÞÁÊ-ÛÉÊ �ÕÔØ a1a2 : : : an �Ï Ò£ÂÒÁÍ ÉÚ E, ËÏÎ�Ù ËÏÔÏÒÏÇÏ a1; an ÌÅÖÁÔ ×R. åÓÌÉ �ÕÔØ P ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅÇÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ a1a2, ÔÏ a1a2 6= e, ÔÁËËÁË ÇÒÁÎÉ�Á R ÒÁÚÒÅÚÁ Se ∋ e ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÒÅÂÒÁ e.



54 ä. ÷. ëáòðï÷åÓÌÉ ÖÅ n > 3 É e = a1a2, ÔÏ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÕÔÉ P × ÏÂÒÁÔ-ÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÄÏÂØÅÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏe 6= a1a2. ðÕÓÔØSi=Saiai+1 ; Part(Si)={Ai; Bi+1}; ÇÄÅ ai ∈ Int(Ai) É ai+1 ∈ Int(Bi+1):
òÉÓ. 8. ðÕÔØ �Ï ÒÅÂÒÁÍ ÉÚ E É ÒÁÚÒÅÚÙ.�ÁË ËÁË ÒÁÚÒÅÚÙ Se É S1 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÂÒÁ,�Ï ÌÅÍÍÅ 2 ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ U ∈ Part(S1) ÓÏÄÅÒÖÉÔ W (Se). úÎÁÞÉÔ,U⊃ R ∋ a1, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ U = A1. ðÏ ÌÅÍÍÅ 9 ÍÙ ÉÍÅÅÍ NG(an) ⊂B2 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 8).ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 2 ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-×ÅÒÛÉÎÎÙÍ ÒÁÚÄÅÌÑ-ÀÝÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÇÒÁÆÁ G. éÚ R ⊂ A1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ R ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔB2 ∪W (S1). úÎÁÞÉÔ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÎÏÓÔÉ M ÇÒÁÆÁ G− R ÌÅ-ÖÉÔ × Int(A1). éÚ k-Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ an ∈ RÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÓÍÅÖÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ × M ⊂ Int(A1), ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ. �3.5. ëÒÉ×ÙÅ ÒÁÚÒÅÚÙ.ìÅÍÍÁ 11. ðÕÓÔØ G { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, �ÒÉÞÅÍ × ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å R ÅÓÔØ ËÒÉ×ÙÅ ÒÁÚÒÅÚÙ. �ÏÇÄÁ ek + 
 > k + 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÅÚÄÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÞÅÒÅÚ Se ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÒÁÚÒÅÚ ÉÚ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÒÅÂÒÏ e ∈ Ek+1.1. ðÕÓÔØ e = a1a2 ∈ Ek+1, Á ÒÁÚÒÅÚ Se { ËÒÉ×ÏÊ, �ÒÉÞÅÍa1 ∈ A1 ∈ Part(Se) É |Int(A1)| < k2 :ðÕÓÔØ U ∋ a1; a2 { ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ Gk+1, Á T = Gk+1(U).�ÏÇÄÁ T { ÄÅÒÅ×Ï �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ dT (a1) > 1. �ÏÇÄÁ× ÄÅÒÅ×Å T ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÕÔØ ÏÔ a1 ÄÏ ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ a, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑ-ÝÉÊ �Ï a1a2. ðÕÓÔØ a′a { �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÅÂÒÏ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ, Saa′ ∈ R, �ÒÉÞÅÍ



íéîéíáìøîùå k-ó÷ñúîùå çòáæù 55a ∈ A ∈ Part(Saa′). �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 4 ÍÙ ÉÍÅÅÍ Int(A) < Int(A1) < k2 .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÒÅÚ Saa′ { ÔÁËÖÅ ËÒÉ×ÏÊ.2. ðÕÓÔØ a1 { ×ÉÓÑÞÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á T ,
|Int(A1)| = p < k2 ; S = V (Sa1a2):ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |S| = k − 1. ðÕÓÔØM = Int(A1) ∩ Vk ; m = |M |(ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 9a). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÅÒÛÉÎÁ a1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÁ Ó ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ ÉÚ Vk+1 ∩A1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÒÛÉÎÁ a1 ÓÍÅÖÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÓ m ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ Int(A1). éÚ dG(a1) = k + 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ a1ÎÅÓÍÅÖÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ó m − 1 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ S. ÷ÓÅ ÓÍÅÖÎÙÅ Ó a1×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ S ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ k. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

|Int(A1) ∩ Vk+1| = p−m; |S ∩ Vk+1| 6 m− 1 É |A1 ∩ Vk+1| 6 p− 1:òÁÚÂÅÒÅÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.2.1. m > 2.ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÁ ÔÏÌØËÏ Ó ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ ÉÚ A1. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÓÍÅÖÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Óp− 1 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ Vk+1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÈÏÔÑ ÂÙ 
 k − p+ 1 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚVk. ðÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×Á× Ò£ÂÒÁ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ M Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÚ Vk, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÈÏÔÑ ÂÙ m(k − p + 1). ïÄÎÁËÏ, Ò£ÂÒÁ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M (ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ m(m−1)2 ) × ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ�ÏÓÞÉÔÁÎÙ Ä×ÁÖÄÙ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ, ÞÔÏek > m(k−p+1)−m(m− 1)2 > k+3+(m−2)(k−p+1)−m(m − 1)2 > k+2;(6)ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. (ðÒÉ m = 2 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á�ÒÉm > 3 ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ k−p+1 > p > m Ém−2 > m−12 ,Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (6) ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k + 3.)2.2. m = 1.ðÕÓÔØ M = {x}. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ a1 ÓÍÅÖÎÁ ÒÏ×ÎÏ Ó ÏÄÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÚ Int(A1) (
 ×ÅÒÛÉÎÏÊ x), Á ÚÎÁÞÉÔ, a1 ÓÍÅÖÎÁ ÓÏ ×ÓÅÍÉ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ S. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, S ⊂ Vk.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Y = (Int(A1) \ {a1})∩Vk+1 6= ∅. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ×ÙÛÅ, ÔÏÇÄÁ Y { ÏÄÎÁ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ Gk+1.ðÕÓÔØ T ′ = Gk+1(Y ). ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 4 ÇÒÁÆ T ′ { ÌÅÓ.
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òÉÓ. 9. ëÒÉ×ÏÊ ÒÁÚÒÅÚ Sa1a2 É ÞÁÓÔØ A1.ðÕÓÔØ a ∈ Y , dT ′(a) 6 1. �ÏÇÄÁ dT ′(a) = 1, �ÒÉÞÅÍ a ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØÓÍÅÖÎÁ Ó x É ÓÏ ×ÓÅÍÉ k − 1 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ S. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÅÓ T ′ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ.ðÕÓÔØ a { ×ÉÓÑÞÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ T ′, ÓÍÅÖÎÁÑ × T ′ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ b ÓÔÅ�ÅÎÉdT ′(b) = ` (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 9b). �ÏÇÄÁ × T ′ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ `− 1 ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÅÓÑ �Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ �ÕÔÉ P1, . . . , P`−1 ÏÔ b ÄÏ ÏÔÌÉÞÎÙÈÏÔ a ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ b1,. . . , b`−1 ÌÅÓÁ T ′.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÒÅÚ Sab ∈ R. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ b ÓÍÅÖÎÁ ÈÏÔÑÂÙ Ó k−`+1 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S∪{x}, É ×ÓÅ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÏÌÖÎÙÂÙÔØ × Sab. òÁÚÒÅÚ Sab ÓÏÄÅÒÖÉÔ k−1 ×ÅÒÛÉÎÕ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÎÅËÏÔÏÒÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ z ∈ S ∪ {x}.ëÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ×ÅÒÛÉÎÁ a É ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ b1,. . . ,b`−1 ÓÍÅÖÎÁ Ó z, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÊ a É b ÒÁÚÒÅÚ Sab ÄÏÌÖÅÎ ÓÏ-ÄÅÒÖÁÔØ �Ï ×ÅÒÛÉÎÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÕÔÅÊ P1, . . . , P`−1. îÏ ÔÏÇÄÁ SabÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ k ×ÅÒÛÉÎ, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.úÎÁÞÉÔ, Int(A1) = {a1; x} (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 9
). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍek > k−1 (ÓÔÏÌØËÏ Ò£ÂÅÒ ×ÅÄÅÔ ÏÔ x ÄÏ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ S). åÓÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÌÅÍÍÙ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÄÒÕÇÉÈ Ò£ÂÅÒ × Ek ÎÅÔ, Á ÇÒÁÆ Gk+1 ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ, Gk+1 { ÄÅÒÅ×Ï.ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅÒ£ÂÒÁ ÉÚ Ek ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ×ÅÒÛÉÎÕ x ∈ Int(A1) Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × NG(x) ÎÅÔ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ a1 ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ Vk+1.3. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÇÒÁÆÁ Gk+1, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ËÒÉ×ÙÅ ÒÁÚÒÅ-ÚÙ { ÜÔÏ Ò£ÂÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÕÔÉ Q = a1a2 : : : an, �ÒÉÞÅÍn 6 k−12 , Á ×ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 2 ×ÇÒÁÆÅ Gk+1.
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1
2 ∈ E(Gk+1), S
1
2 ∈ R { ËÒÉ×ÏÊ ÒÁÚÒÅÚ,
1 ∈ C1 ∈ Part(S
1
2) É |Int(C1)| < k2 :òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÏÊ �ÕÔØ × ÇÒÁÆÅ Gk+1 ÏÔ 
1 ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÉÓÑÞÅÊ×ÅÒÛÉÎÙ a′1, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ 
2 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 10a). ðÕÓÔØ a′2a′1 {�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÅÂÒÏ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ,Sa′1a′2 ∈ R; a′1 ∈ Int(A′1) ∈ Part(Sa′1a′2):�ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 4 ÍÙ ÉÍÅÅÍ |Int(A′1)| < |Int(C1)| < k2 .ðÕÓÔØ a′1 6= a1. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×�ÕÎËÔÁÈ 1 É 2, ÄÌÑ ÞÁÓÔÉ A′1. íÙ ÎÁÊÄÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k − 1 ÒÅÂÅÒ ÉÚEk × ÞÁÓÔÉ A′1. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ek = k−1. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÞÁÓÔÉ A′1 ÒÏ×ÎÏ k−1 ÒÅÂÒÏ ÉÚ Ek−1, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÜÔÉ Ò£ÂÒÁ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÓÍÅÖÎÏÊ Ó a′1 ×ÅÒÛÉÎÅ x′. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, x′ 6= x. �ÏÇÄÁ Ek ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑÂÙ k Ò£ÂÅÒ: ÜÔÏ k − 1 ÒÅÂÅÒ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÅ x É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÉÈ ÒÅÂÒÏ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÅ x′. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÌÅÍÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ.óËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÇÒÁÆÁ Gk+1, ×ÈÏÄÑÝÉÅ ×ËÒÉ×ÙÅ ÒÁÚÒÅÚÙ { ÜÔÏ Ò£ÂÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÕÔÉQ = a1a2 : : : an;�ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 2 × ÇÒÁÆÅGk+1. ðÕÓÔØ aiai+1 ∈ Si ∈ R; ai ∈ Ai ∈ Part(Si):ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÔÏÇÄÁ2 = Int(A1) < Int(A2) < · · · < Int(An−1) 6
k − 12 :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, n 6 k−12 .

òÉÓ. 10. ðÕÔØ a1 : : : an É ËÒÉ×ÙÅ ÒÁÚÒÅÚÙ.



58 ä. ÷. ëáòðï÷4. ðÕÓÔØ E { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ Gk+1, ËÒÏÍÅ Ò£ÂÅÒ �Õ-ÔÉ Q.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.4.1 E 6= ∅.ðÏ ÌÅÍÍÅ 8 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÒÁÚÒÅÚÙ Se ∈ R ÄÌÑ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ e ∈ E. ðÕÓÔØ d1d2 ∈ E(Gk+1), �ÒÉÞÅÍ d1 { ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ a1×ÉÓÑÞÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÄÅÒÅ×Á Gk+1, a d1 ∈ D1 ∈ Part(Sd1d2).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ v ∈ Sd1d2 ∩ Vk+1 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 10b). ðÏ ÌÅÍÍÅ 10,�ÕÔØ ÏÔ v ÄÏ d2 �Ï ÄÅÒÅ×Õ Gk+1 ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ�ÕÔÉ Q. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ v ∈ {a1; : : : ; an} É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎa1,. . . , an ÌÅÖÉÔ × Int(D2).ðÕÓÔØ u ∈ Int(D1)∩Vk+1. �ÏÇÄÁ �ÕÔØ ÏÔ u ÄÏ d2 �Ï ÄÅÒÅ×Õ Gk+1 ÄÏÌ-ÖÅÎ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ ÒÁÚÒÅÚÁ Sd1d2 , Á ÔÏÇÄÁ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ×Ù-ÛÅ, ÜÔÏÔ �ÕÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ò£ÂÒÏ �ÕÔÉ Q. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, u ∈ {a1; : : : ; an}É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ a1,. . . , an ÌÅÖÉÔ × Int(D2).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ D1 ∩ Vk+1, ËÒÏÍÅ d1, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔÍÎÏÖÅÓÔ×Õ {a1; : : : ; an}, ÎÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ �ÕÔÉ Q ÎÅ ÌÅÖÉÔ× D1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
|Vk+1 ∩D1| 6 n 6

k − 12 : (7)4.2. E = ∅.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Gk+1 = Q, Á an { ×ÉÓÑÞÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ Gk+1. ðÕÓÔØd1 = an, ÁD1 ∈ Part(Sn−1) { ÞÁÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ an. �ÁË ËÁË an−1 =∈ D1,É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7).ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÅ×. ÷ÅÒÛÉÎÁ d1 ∈ Int(D1){ ×ÉÓÑÞÁÑ × ÄÅÒÅ×Å Gk+1, É �ÏÔÏÍÕ ÓÍÅÖÎÁ Ó k ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ Vk ∩D1,ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ w ∈ Int(D1) (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 10
). ðÏÓËÏÌØËÕd1 6= a1, ÔÏ x 6= w. ÷ÅÒÛÉÎÁ w ÓÍÅÖÎÁ Ó k ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ D1. éÚÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × NG(w) ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙk − |Vk+1 ∩D1| > k − n >
k + 12 > 1×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÅÒÛÉÎÕ w′ 6= x (ÓÍ.ÒÉÓÕÎÏË 10Ó). �ÏÇÄÁ ÒÅÂÒÏ ww′ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ek > k É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. �3.6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ k > 1, ÉÎÁÞÅÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅ×.



íéîéíáìøîùå k-ó÷ñúîùå çòáæù 591. Ek+1 = ∅.�ÏÇÄÁ vk+1 = 
 6 k. åÓÌÉ vk+1 = k, ÔÏ ek = 0 É ÎÁÛ ÇÒÁÆ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ k �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÍÅÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k+1, Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÓÍÅÖÎÙ k+1 �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÍÅÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k. üÔÏ ÇÒÁÆ Kk;k+1,ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁ×ÅÎ Gk;T ÄÌÑ ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á T .ðÕÓÔØ vk+1 < k. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ Vk ÓÍÅÖÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ Ók − vk+1 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ k, ÏÔËÕÄÁ ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏek >
vk(k − vk+1)2 > k − vk+1;Á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 3. (íÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏvk > k + 1 > 2.)2. äÁÌÅÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ Ek+1 6= ∅. éÚ ÌÅÍÍÙ 11 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3�ÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Ò£ÂÒÁ ÉÚ Ek+1ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ × ËÒÉ×ÙÅ ÒÁÚÒÅÚÙ. �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 8 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁe ∈ Ek+1 ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÒÁÚÒÅÚ Se ∋ e ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÒÁÚÒÅÚÙ ÂÙÌÉ�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÕÓÔØ S { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏ×.÷×ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ
A = ⋃S∈S

Part(S);Á A1; : : : ; An { ×ÓÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÞÁÓÔÉ ÉÚ A. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,n > 2. ðÕÓÔØ Si ∈ S { ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ ÞÁÓÔØ Ai ÒÁÚÒÅÚ ÉÚ S,Ri = Ai ∩W (Si); pi = |Ri ∩ Vk|; Bi = Ai \Ri:ðÕÓÔØ ai ∈ Int(Ai) { ËÏÎÅ� ÒÅÂÒÁ ÉÚ Ek+1, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÒÁÚÒÅÚ Si (ÓÍ.ÒÉÓÕÎÏË 11a). �ÏÇÄÁ {ai} = Int(Ai) ∩Ri.éÚÕÞÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÞÁÓÔÅÊ Ai.
òÉÓ. 11. þÁÓÔØ Ai.



60 ä. ÷. ëáòðï÷ìÅÍÍÁ 12. ÷Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1) Bi 6= ∅, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ri ÏÔÄÅÌÑÅÔ Bi ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁ-ÆÁ. ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÚ Ri ÓÍÅÖÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÚ Bi.2) åÓÌÉ x ∈ Bi∩Vk+1, ÔÏ {x} { ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ Gk+1.3) ðÕÓÔØ 
i | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÅÖÁÝÉÈ × Bi ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÙÈ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ Gk+1, Á ek;i | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÉÚ Bi Ò£ÂÅÒ ÉÚ Ek. �ÏÇÄÁ 
i + ek;i > pi.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1) �ÁË ËÁË ÒÁÚÒÅÚ Si ÎÏÒÍÁÌÅÎ, |Int(Ai)| > 1, Á ÚÎÁ-ÞÉÔ, Bi = Int(Ai) \ {ai} 6= ∅. �ÏÇÄÁ Ri ÏÔÄÅÌÑÅÔ Bi ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G. éÚ |Ri| = k É k-Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ri ÓÍÅÖÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÚ Bi.2) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ y ∈ Vk+1 É xy ∈ E(G). �ÏÇÄÁ y ∈ Ai,xy ∈ Ek+1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÒÅÚ Sxy ∈ S (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 11b). éÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÏ× Si É Sxy É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉ Ai ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÁÉÚ ÞÁÓÔÅÊ Part(Sxy) ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ Ai, ÞÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ: ×ÅÒÛÉÎÙ x; y ∈ Ai ÌÅÖÁÔ × ÒÁÚÎÙÈ ÞÁÓÔÑÈ Part(Sxy). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.3) ðÕÓÔØ P { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × Ri ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k, Á Q {ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÍÅÖÎÙÈ Ó P ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ Bi. ðÕÓÔØ Vk+1 ∩Q = Q′, Á P ′{ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ P , ÓÍÅÖÎÙÈ × Int(Ai) ÔÏÌØËÏ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÉÚ Q′. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ |P | = pi.�ÏÇÄÁ 
i > |Q′| �Ï �ÕÎËÔÕ 2. ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÚ P \ P ′ ÓÍÅÖÎÁ Ó×ÅÒÛÉÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q, ÏÔËÕÄÁ ek;i > |P | − |P ′|. åÓÌÉ
|P ′| 6 |Q′|, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ek;i + 
i > pi, ÞÔÏ ÎÁÍ É ÎÕÖÎÏ.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ |P ′| > |Q′|. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Bi 6= Q′. �Ï-ÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R′ = (R \ P ′) ∪ Q′ ÓÏÓÔÏÉÔ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÉÚ k ×ÅÒÛÉÎ ÉÏÔÄÅÌÑÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Bi \ Q′ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G(ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 11
). ÷ k-Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÔÁËÏÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, Q′ = Bi 6= ∅. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ �ÕÎËÔÁ 2, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÚ Q′ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÁ ÔÏÌØËÏ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ Ai ∩ Vk, Á ÜÔÏ × ÎÁÛÅÍÓÌÕÞÁÅ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P . îÏ |P | < k, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ p1 = min(p1; : : : pn). �Ï-ÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 10 ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ Vk+1 ∩ (∪ni=1Ri) ×ÈÏÄÑÔ ÈÏÔÑ ÂÙ × k − p1ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ Gk+1. åÓÌÉ p1 > 0, ÔÏ × ÓÉÌÕÌÅÍÍÙ 12 ÍÙ ÉÍÅÅÍ
+ ek > (k − p1) + n∑j=1 pj > k − p1 + 2p1 > k + 1;



íéîéíáìøîùå k-ó÷ñúîùå çòáæù 61ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 3.ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÓÁÍÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ p1 = 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ �Ï ÌÅÍÍÅ 10 ×ÓÅ k ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ R1 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ Gk+1, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 
 = k. ðÕÓÔØ U1; : : : ; Uk {ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ Gk+1, ÔÏÇÄÁ Ti = G(Ui) { ÄÅÒÅ×ØÑ. ðÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 3 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ek = 0, ÔÏ ÅÓÔØ, ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÅ�Å-ÎÉ k × ÇÒÁÆÅ G ÎÅ ÓÍÅÖÎÙ.íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÅÍ G ÜËÓÔÒÅ-ÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ k-Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏ-ËÁÚÁÎÏ.ðÏ ÌÅÍÍÅ 10 ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÄÅÒÅ×ØÅ× T1; : : : ; Tk ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R1. ðÕÓÔØ R1 = {b1; : : : ; bk}, �ÒÉÞÅÍ bi ∈ V (Ti).ïÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó a1 { ËÏÎ�ÏÍ ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÒÁÚÒÅÚ S1ÒÅÂÒÁ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ b1 = a1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ bi ÓÍÅÖÎÁ Ó×ÅÒÛÉÎÏÊ x ∈ B1 ∩ Vk+1. �ÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÒÅÚ Sxbi ∈ S. üÔÏÔÒÁÚÒÅÚ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍ Ó S1. ðÕÓÔØ A ∈ Part(Sxbi) { ÞÁÓÔØ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ x, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ bi (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 12a). �ÏÇÄÁ A ( A1{ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÞÁÓÔÉ A1.
òÉÓ. 12. þÁÓÔØ A1 É ÇÒÁÆ G′.ðÕÓÔØ b1b′1 ∈ S1 É N1 = NG(b1) \ {b′1}. �ÁË ËÁË b1 ∈ Int(A1), ÍÙÉÍÅÅÍ N1 ⊂ A1. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ N1 ⊂ Vk . ÷ÍÅÓÔÅ ÓR1 ⊂ Vk+1 ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ N1 ⊂ B1.�ÁË ËÁË ek = 0, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ N1 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÍÅÖÎÁ Ó k×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ Vk+1, É ×ÓÅ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÔ × ÞÁÓÔÉ A1. éÚ 
 = k ÉÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Vk+1 ∩ A1 = R1, Á ÚÎÁÞÉÔ,NG(x) = R1 = {b1; : : : ; bk}:



62 ä. ÷. ëáòðï÷�Å�ÅÒØ �ÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ B1 = N1 É ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ k ×ÅÒÛÉÎÓÔÅ�ÅÎÉ k, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÍÅÖÎÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ b1, . . . , bk (ÓÍ.ÒÉÓÕÎÏË 12b).ðÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 4 ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ b1; : : : ; bk ÉÍÅÀÔ × ÇÒÁÆÅ G ÓÔÅ�ÅÎØk+1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ {1; : : : ; k} ×ÅÒÛÉÎÁ bi { ×ÉÓÑÞÁÑ × ÄÅÒÅ×Å Ti.ðÕÓÔØ bib′i ∈ E(Ti) { ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÅ bi ÒÅÂÒÏ ÄÅÒÅ×Á Ti.�ÏÇÄÁ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ b′1,. . . , b′k ÒÁÚÌÉÞÎÙ.ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏ×ÙÊ ÇÒÁÆ G′, ÄÏÂÁ×É× Ë ÇÒÁÆÕ G − R1 − B1 ÎÏ×ÕÀ×ÅÒÛÉÎÕ b ÓÔÅ�ÅÎÉ k Ó NG′(b) = {b′1; : : : ; b′k} (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 12
). ðÕÓÔØT ′i = Ti − bi. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏvk(G′) = vk(G)− k + 1; v(G′) = v(G)− 2k + 1: (8)ìÅÍÍÁ 13. ðÕÓÔØ x ∈ Vk(G). �ÏÇÄÁ NG(x) ÓÏÄÅÒÖÉÔ �Ï ÏÄÎÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÄÅÒÅ×ØÅ× T1, . . . , Tk.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ x ÓÍÅÖÎÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ y1 É ym ÏÄÎÏÇÏ ÄÅ-ÒÅ×Á T`, Á y1y2 : : : ym { �ÕÔØ × T` ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ðÕÓÔØSy1y2 ∈ S; Part(Sy1y2) = {Y1; Y2}; Y1 ∋ y1 É Y2 ∋ y2:ðÏ ÌÅÍÍÅ 9 ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ NG(ym) ⊂ Y2. ðÏÓËÏÌØËÕ y1 ∈ Int(Y1), ÍÙÉÍÅÅÍ x ∈ Sy1y2 (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 13).
òÉÓ. 13. ÷ÅÒÛÉÎÁ x ÓÍÅÖÎÁ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á.òÁÚÒÅÚ Sy1y2 ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ Ai É Aj ,Á ÉÈ ÇÒÁÎÉ�Ù, ËÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÔ �Ï ×ÅÒÛÉÎÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÄÅÒÅ×ØÅ× T1, . . . , Tk. úÎÁÞÉÔ, É Sy1y2 ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ �Ï ×ÅÒÛÉÎÅËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÅÒÅ×ØÅ×, ËÒÏÍÅ T`, ÔÏ ÅÓÔØ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ×ÅÒÛÉÎÕ x, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �ìÅÍÍÁ 14. G′ { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ k Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G′ { k-Ó×ÑÚÎÙÊ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ G′ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k×ÅÒÛÉÎ. �ÏÇÄÁQ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÉÚ ÄÅÒÅ×ØÅ×



íéîéíáìøîùå k-ó÷ñúîùå çòáæù 63T ′1; : : : ; T ′k. ðÕÓÔØ Q ∩ V (T ′1) = ∅, Á U { ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁG′ −Q, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á T ′1.ðÕÓÔØ x ∈ Vk(G′)\Q, x 6= b. �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 13 ×ÅÒÛÉÎÁ x ÓÏÅÄÉÎÅÎÁÒÅÂÒÏÍ Ó ÄÅÒÅ×ÏÍ T ′1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x ∈ U . åÓÌÉ b =∈ Q, ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ bÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U (ÔÁË ËÁË ÓÍÅÖÎÁ Ó T1).ðÕÓÔØ x ∈ Vk+1(G′) \ Q, x =∈ U . íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ∈ V (T ′2).ðÕÓÔØ dT2(x) = m. �ÏÇÄÁ × ÄÅÒÅ×Å T ′2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔm ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ�ÕÔÅÊ ÏÔ x ÄÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ y1, . . . , ym. ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁyi ÓÍÅÖÎÁ × ÇÒÁÆÅ G′ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ zi ∈ Vk(G′). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÅÒÛÉÎÁ xÓÍÅÖÎÁ × G′ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ zm+1, . . . , zk+1 ∈ Vk(G′) (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 14a).ðÏ ÌÅÍÍÅ 13 ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ z1,. . . , zk+1 ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ×ÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ U . úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈
{1; : : : ; k+1} ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ zi ÉÌÉ ×ÅÒÛÉÎÕ,ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ �ÕÔÉ ÏÔ x ÄÏ zi. îÏ ÔÏÇÄÁ |Q| > k + 1, �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, U ⊃ V (G′ −Q), ÔÏ ÅÓÔØ, ÇÒÁÆ G′ −Q Ó×ÑÚÅÎ. ðÏÌÕ-ÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

òÉÓ. 14. òÁÚÒÅÚÙ Sx É S′.2. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G′ { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ.ðÕÓÔØ xy ∈ E(G′). åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÎ�Ï× ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÍÅ-ÅÔ × G′ ÓÔÅ�ÅÎØ k, ÔÏ ÇÒÁÆ G′ − xy ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-Ó×ÑÚÎÙÍ. ïÓÔÁÅÔÓÑÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ xy ∈ Ek+1(G′).îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ �ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ xy ∈ E(T ′1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÒÅÚSxy ∈ S ÇÒÁÆÁ G, ÏÎ ÄÅÌÉÔ G ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ Ux ∋ x É Uy ∋ y (ÓÍ.ÒÉÓÕÎÏË 14b). �ÁË ËÁË ÒÁÚÒÅÚÙ × S ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏA1 ⊂ Ux. åÓÌÉ Sxy ∩ R1 = ∅, ÔÏ Sxy { ÒÁÚÒÅÚ ÇÒÁÆÁ G′, ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊUy ÏÔ (Ux \A1) ∪ {b}.ðÕÓÔØ B = R1 ∩ Sxy; É B′ = {b′i : bi ∈ B}:



64 ä. ÷. ëáòðï÷ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ b1 =∈ B �Ï ÌÅÍÍÅ 10. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ bi ∈ B × ÞÁÓÔÉUy ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÓÍÅÖÎÁÑ Ó bi, ÎÏ ÔÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ { ÜÔÏ b′i. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, S′ = (Sxy \ B) ∪ B′ { ÒÁÚÒÅÚÇÒÁÆÁ G Ó Part(G;S′) = {Ux ∪B′; Uy \B}:�ÏÇÄÁ S′ { ÒÁÚÒÅÚ ÇÒÁÆÁ G′ ÓPart(G′;S′) = {(Ux ∪B′ ∪ {b}) \A1); Uy \B}:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÆ G′ { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ. �éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ k-Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ G′. éÚ vk(G) =(k−1)v(G)+2k2k−1 É ÒÁ×ÅÎÓÔ× (8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ vk(G′) = (k−1)v(G′)+2k2k−1 . ðÏÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ G′ = Gk;T ′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÒÅ×ÁT ′ 
 �(T ′) 6 k + 1. �ÏÇÄÁ T ′1; : : : ; T ′k { ÜÔÏ ËÏ�ÉÉ ÄÅÒÅ×Á T ′. �ÁË ËÁËNG′(b) = {b′1; : : : ; b′k}, �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ Gk;T ′ × ÄÅÒÅ×Å T ′ ÅÓÔØ ÔÁ-ËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ b′, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ËÏ�ÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍ b′1, . . . , b′k É dT ′(b′) 6 k. ðÕÓÔØ ÄÅÒÅ×Ï T �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ T ′ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅ-ÎÉÅÍ ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë b′. �Å�ÅÒØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ �(T ) 6 k+1É G = Gk;T . ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. G. A. Dira
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onne
ted graphs with minimal number ofverti
es of degree k.A graph is k-
onne
ted if it has at least k + 1 verti
es and remains
onne
ted after deleting any its k−1 verti
es. A k-
onne
ted graph is 
alledminimal, if it be
omes not k-
onne
ted after deleting any edge. W. Maderhas proved that any minimal k-
onne
ted graph on n verti
es has at least(k−1)n+2k2k−1 verti
es of degree k. We prove that any minimal k-
onne
tedgraph with minimal number of verti
es of degree k is a graphGk;T for sometree T with vertex degrees at most k + 1. The graph Gk;T is 
onstru
tedfrom k disjoint 
opies of the tree T . For any vertex a of the tree T we denoteby a1; : : : ; ak the 
orrespondent verti
es of 
opies of T . If the vertex a hasdegree j in the tree T then we add k+1− j new verti
es of degree k whi
hare adja
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