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1. Постановка задачи 
В работе [1] было получено многомерное распределение хи-квадрат, предельное для 
распределения набора статистик х2> которые строятся по частотам исходов поли­
номиальных выборок нарастающих объемов. Найденное распределение использова­
лось в [1] для расчета вероятностей ошибок r-кратного критерия хи-квадрат после­
довательного типа. 

Результаты работы [1] цитируются в [2], где указаны также другие подходы 
к определению многомерного распределения хи-квадрат. Различные обобщения и 
применения r-кратного критерия хи-квадрат можно найти в статьях [3, 4, 5]. 

В задачах обнаружения разладки для расчета характеристик используемых 
критериев нужно знать распределение соответствующих статистик в случае неод­
нородной полиномиальной схемы. В настоящей работе сформулированы условия, 
при которых в неоднородном случае существует предельное распределение набора 
статистик х2? и найдено его преобразование Лапласа. 

Рассмотрим последовательность независимых (неоднородных полиномиальных) 
испытаний с m исходами 1,2,... ,га. Пустьpi( t) , . . . ,pm(*) — вероятности этих ис­
ходов в испытании с номером t = 1,2,... Зададим г, г ^ 2, натуральных чисел 
1 ^ п\ < . . . < п г , относительно которых предположим, что при щ -> со выполня­
ются соотношения 

/ Щ 

Из (1) следует существование пределов 
Гп. 

Pi(l + о(1)), 0 < Pi < 1, t = 1 , . . . , г - 1. (1) 

э пределов 

= pij = pi... pj-i, l ^ i < j ^ r , (2) 
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так что Pi,i+i = р», г = 1 , . . . , г — 1. Положив ри = 1, г = 1 , . . . ,г, и р ^ = р ^ , 
1 ^ г <С j " ^ г, введем матрицу Л = ||pi?||i,j=i порядка г, которая потребуется нам в 
дальнейшем. 

Относительно вероятностей исходов pj(t) далее везде будем предполагать, что 
они изменяются так, что для каждого j = 1 , . . . , т 

P i ( * ) = P i ( l + ^ ) , К ( ' ) 1 ^ с ' * = !,••• ,"Г , (3) 

где с — положительная постоянная, 0 < pj < 1, ]CfLi Pi — 1? и ПРИ n i ~* °° 

У^ y/Pjwj(t) = a i j ( l + o(l)), г = 1 , . . . , г, n0 = 0. (4) 
t=m-i-\-i 

Обозначим i/j(rii) частоту исхода j в первых щ испытаниях, и рассмотрим слу­
чайные величины 

iij(ni) = ——i{vj(ni) -nipj), г = 1,. . . ,г, j = l , . . . , m . (5) 
\/niPj 

Положим 
m 

Х ? Ы = £ £ > г ) , * = !>••• >", X2(nr) = (Xi(ni) , . . . ,X2
r(n r)) . (6) 

i= i 

В данной работе, в предположении, что г и вектор (p i , . . . ,pm) фиксированы, 
п\ —>> оо, и выполняются условия (1), (3) и (4), будет получено преобразование 
Лапласа предельного распределения случайного вектора х2(пг)- Оно будет найдено 
в §3 с использованием вспомогательного материала, изложенного в §2. При дока­
зательстве утверждений нами в значительной мере повторяются соответствующие 
доказательства работы [1]. 

2. Предварительные рассмотрения 
Рассмотрим случайные величины 

£ч(щ) = —== ( ^ ( n O - £ p j ( * ) J > i = l , . . . ,г, j = l , . . . ,m, (7) 

которые связаны с величинами (5) равенствами 

г = 1,. . . ,г, j = l , . . . , m . (8) 

Если выполняются условия (1), (3), (4), то при п\ —»• оо существуют пределы 

(9) 

/ / 1 П* \ 
1у(п») = 6j(«t) + ^== 1 ~ Ef tW - P J I 

lim — = I — Y]pj(t) -Pj) = pir&ij, 
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где 
г 

*а; = ^TjPlii1- Pk-i)&kj, dlj=alj, г = 1,. . . ,г, j = l , . . . , r a , (10) 
k=l 

po = 0, и величины ры и d** определяются соотношениями (2) й (4) соответственно. 
Нетрудно проверить, используя, например, явные выражения для характеристи­

ческих функций, что случайные величины fij(ni),£i+ij (n»+i) —^(п»),г = 1 , . . . , г—1, 
j = 1 , . . . ,?7i, совместно асимптотически нормальны. Отсюда следует совместная 
асимптотическая нормальность как величин (7), так и величин (5), и вытекает схо­
димость по распределению при щ -> оо случайного вектора х2(п г) , определенного 
равенствами (6), к некоторому r-мерному случайному вектору х2 — (Xi? • • • »Хг)-

Обозначим 

si = VSil) • • • » Simjj si = isil 5 • • • 5 Sim)> fc — 1, . . . , Г, 

И 

S ~ (sll? • • • 5 Sim? • • • ? s r l j • • • 5 srmjj s ~ (sll? • • • J Sim? • • • ? Sri? • • • 5 srmj-

Распределения случайных векторов £ и £ совпадают с соответствующими предель­
ными нормальными распределениями величин (7) и (5). В частности, вектор £ име­
ет rm-мерное нормальное распределение с нулевым вектором средних значений и 
ковариационной матрицей, которая определяется формулами (2.4) из работы [1]. 

Из (8) и (9) следует, что 

iij = €ij + PirUij, i = 1, . . . , Г, J = 1, . . . , Ш, (11) 

где числа a^ определяются формулой (10). Равенства (11) аналогичны равенствам 
(3.3) из [1], в которых, однако, множители а -̂ при pir не зависят от г: a»j = dj, 
j = 1 , . . . , r . 

Как и в [1], предельный вектор х2 можно представить в виде суммы т — 1 слу­
чайных векторов (С2^,... , С2^), j = 1 , . . . , т - 1, где 

(ij = (ij + Piraij, г = 1,. . . ,г, j = l , . . . , r a - l . (12) 

Случайные векторы (£i?-,... , (rj), j = 1 , . . . , т — 1, независимы и имеют одно и то 
же г-мерное нормальное распределение с нулевым вектором средних значений и 
ковариационной матрицей R, определенной в §1. Векторы Q = (£г1, • • • Xim) и Q = 
(Cii? • • • 5 Cim) (dm = 0 с вероятностью 1) связаны с векторами £i и £i, определенными 
выше, равенствами 

6 = С& С< = С& i = l , . . . , r , 

где С — ортогональная матрица порядка г, вид которой указан в [1], штрих обо­
значает транспонирование, и векторы, отмеченные штрихом, рассматриваются как 
вектор-столбцы. Наконец, величины в (12) определяются равенствами 

Cii — ktt^, ai ~~ ( a i l ) • • • » aim)i ai ~ ( a i l 5 • • • > aimJ? 2 = 1, . . . , Г. 
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Положим также 

oti = Са\, щ - ( a i i , . . . ,OLim), a* = (a»i , . . . ,airn), i = l , . . . , r , 

где величины 6ц определены соотношениями (4). Учитывая (3), (4), и то, что ш-я 
строка матрицы С имеет вид (^/рГ,... ,у/Рт~), можно показать, что a^m = 0, г = 
1 , . . . ,г. Заметим, что, аналогично равенству (10), 

г 

dij = Y^pli(l- pl-i)<Xkj, a i j = a i j , t = l , . . . , r, j = l , . . . , m , (13) 
k=i 

и, кроме того, aim = 0, г = 1 , . . . , г. 
Согласно [1], для определителя матрицы Д, определенной в §1, выполняется 

равенство 

|Д| = П(1 -р | ) , (14) 
к=1 

где величины p i , . . . , p r - i задаются соотношениями (1). Запись \А\ обозначает опре­
делитель матрицы А. Из (1) и (14) находим, что |Д| > 0, и, следовательно, сущест­
вует матрица Д - 1 = 11^*^11^=1, обратная Д. Ее элементы, как указано в [1], имеют 
вид 

( l -p j . ja -^ ) ' 
i 

0*. — fi-in 7—2 г -Л г > Я 

Рп " wr 
Ргг 

1 
г г -1 2 ' 

* * -*• • -• -J 
Рг,г+1 — Pt+l, i — ~~Т72> г— 1 , . . . , Г — 1, 

Р « = 0 , K | J - » | . (15) 

Учитывая равенства (12) и сказанное выше о распределении случайных векто­
ров (£ i j , . . . , Crj)5 J = 1, • • • , т — 1, заключаем, что плотность prj(xi,... , жг) вектора 
(Cij> • • • » Crj) определяется формулой 

(2тг)-/2|Д| 

х exp < - g X ] ^ f c ^ ~ Piraij)(xk - pkrakj) > , j = 1 , . . . ,m - 1, (16) 

где элементы p*j матрицы Д" 1 находятся с помощью равенств (15). 
Если в правой части (16) величины а^ заменить на а^, то (16) сводится к фор­

муле (3.5) из работы [1]. 
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3. Преобразование Лапласа предельного 
случайного вектора 

Цель настоящего параграфа — найти преобразование Лапласа случайного вектора 
X2 = (xh • • • >Хг)> предельного для вектора (6). 

Введем следующие естественные обобщения многочленов Vr(si,... ,sr) и 
Wr-i(si,... , s r - i ) из работы [1]: при j 0 — О, к = 1 , . . . ,г, 

n = vb(ei>...)efc) = i + E 2 ' Е П ( 1 - ^ - 1 Л ) ^ ; (17) 
1=1 l^ ' i< . . .< i /^A; / i= l 

при jo = к - 1, А: = 1 , . . . ,г, 
г-АЧ-1 Z 

v*P = vfcr(ei>...>e*) = i + £ 2* Е П ^ - ^ - ы н ) ^ ; (18) 
1=1 k^.ji<...<ji^rh=l 

при j * = к + 1, А: = 1 , . . . , г - 1, 

иъ = иъ(в1,...>вк) = 1 + Е 2 ' Е Ш 1 - / ^ ) ^ . (19) 
/=1 l ^ i i < . . . < i ^ * / i = l 

где 5 i , . . . ,sr — переменные и poj = 0, если j > 0. Отметим, что V\r — Vr. При 
& = г и & = г — 1,14 и W*. совпадают, соответственно, с многочленами Vr и VFr-i 
из работы [1]. Многочлены TV* и Vk, как нетрудно доказать, связаны равенством 

Vk-Vk-l=2skWk-U к = 2 , . . . , г. (20) 

Рассмотрим матрицу ф = R"1 + 25, где 

/*i 0 \ 

\ 0 в г / 

и i2 _ 1 — матрица, обратная R, определенная в §2. Если s i , . . . , s r — неотрицатель­
ные числа, то существует матрица Q~l = \\Qij\\ij=i1 обратная Q. Действительно, 

\Q\ = j^\I + 2SR\, (21) 

где / — единичная матрица порядка г. Из формул (2.16) и (2.20) работы [1] выте­
кает, что 

Vr = | / + 25Д|. (22) 

Из (17) находим, что Vr > 0 для неотрицательных значений s i , . . . , s r , а из (14), (21), 
(22) следует, что тогда и \Q\ > 0, откуда следует существование Q~l. В дальнейшем 
будем предполагать, что значения величин S i , . . . , s r , определяющих матрицу Q, 
неотрицательны. 

Для нахождения преобразования Лапласа вектора х2 нам потребуются выраже­
ния для всех элементов q*j матрицы Q~l. В рассматриваемом в работе [1] однород­
ном случае для этого потребовался лишь один элемент q*r матрицы Q~l. Основные 
этапы вычисления элементов матрицы Q~1 отражены в следующих двух леммах. 
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Л е м м а 1. Элементы матрицы Q — \\q*j\\lj=1 могут быть представлены в виде 

<Uj = (-l)i+JTQ-Ai-iPli+i • • - P j - u ^ + L r , 

где До = 1, Dr+i,r = 1> 

Ak = Ak(si,... ,sk) = 
Рп + 2 s i Ph 0 

P21 P22 + 2 s2 Ph 

0 0 0 

i , j = 1 , . . . ,r, 

0 
0 

Pt,k-i Ptk + 2sfc 

(23) 

(24) 

Dkr = Dkr(Sk,-- • ,Sr) 

\ptk + 2sk Pt,k+i 0 
P*k+l,k Pk+l,k+l +2Sfc+ i Pife+i^+2 

0 
0 

0 0 0 Pr,r-1 Prr + 2Sr 

(25) 

A: = 1 , . . . , r, — верхние и нижние главные миноры матрицы Q. 

Утверждение леммы следует из известных свойств миноров якобиевых (трехди-
агональных) матриц (см. [6]). Лемма также может легко быть доказана непосредст­
венно, при использовании известного правила вычисления элементов обратной мат­
рицы. 

Л е м м а 2. Определители (24) и (25) могут быть вычислены про формулам 

-j Dkr = -, к — 1 , . . . , г, (26) 
nf=i(i-P?)' n£_i(i-P?) 

где многочлены Wk и Vkr определены формулами (19) и (18) соответственно. 

Доказательство равенств (26) аналогично доказательству пар формул (2.16), 
(2.17) и (3.9), (3.10) в [1]. 

Следствие 1. Для элементов q^, i,j = 1 , . . . ,г, матрицы Q~x справедливо ра­
венство 

1 
qy = TrWi-ipijVj+iir, i, j = 1 , . . . ,r, 

К 
(27) 

где pjj, г, j = 1 , . . . , г, — элементы матрицы R, многочлены Vj+\>r и Wi-\ опреде­
ляются формулами (18) и (19), a Vr задается равенством (17). 

Действительно, из формул (14), (21) и (22) следует, что 

\Q\ It'd-rf)' 
Используя это равенство и формулы (15), (16), убеждаемся в справедливости следст­
вия 1. 



58 Б. И. Селиванов, В. П. Чистяков 

Учитывая (20), в формуле (27) многочлены Wi-i можно заменить на многочле­
ны (17). 

Из равенств (26) получаем матричные представления для многочленов Vkr и 
Wk: 

r-l 

Vkr= П (l-P?)Abr, * = 1,...,Г, 
l=k-l 

к 
Wib=JJ(l-pf)A fc, fc = l , . . . , r - l , (28) 

i=i 

где миноры Dkr и Ak определяются формулами (25) и (24). Из представлений (28) 
находим, что для многочленов Vkr при к = г — 2 , . . . , 1 , г ^ З , выполняются рекур­
рентные соотношения 

Vkr = - L - ((1 - ^ ^ 2 + 2 ( 1 _ p 2 _ i ) ( 1 _ p 2 ) s / f c ) ^ + i r _ р2{1 _ р 2_ 1 ) У л + 2 г ) 

с начальными условиями 

Vrr = l + 2{l-p2
T_l)sr, 

Vr-l,r = 1 + 2(1 - р?_2)вР_1 + 2(1 - /9^_2^_1)s r + 4(1 - /9^_2)(1 - pl^Sr-iSr, 

и для многочленов W* при Ar = 3 , . . . , г - 1, г ^ 4, — соотношения 

1 - Pk-1 

с начальными условиями 

Wi = 1 + 2(1-р?)* ь 

W2 = 1 + 2(1 - p?p|)ei + 2(1 - p!)s2 + 4(1 - p\){l - p2
2)slS2, 

Заметим также, что, аналогично равенству (22), многочлен!^, А; = 1,. . . ,г — 1, 
равен верхнему главному минору матрицы I + 2SR. Для многочленов V* выполня­
ется рекуррентное соотношение 

Vk=(l + 2(l-pl_1)sk+pl_1^-)vk-i-p2
k_l—Vk-2, * = 3,...,r, г ^ З , 

с начальными условиями 

Vi = l + 2eb 

У2 = 1 + 251 + 252 + 4(1 - Pi)«i32. 

Теперь упростим две суммы, которые появятся в дальнейшем в выражении для 
искомого преобразования Лапласа случайного вектора х2(пг)- Речь идет о суммах 

т—1 г 
А2 = ] Г А | , А | = ^ PikPirPkrdijdkj, j = 1 , . . . , ш - 1, (29) 
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т—1 г 
Yik=Y2yijVkj, Vij = -^2piiPiraij, j = l , . . . , m - l , i,fc = l , . . . , r . (30) 

Числа aij в суммах А2 и Y^ определяются равенством (13). 

Лемма 3. Для сумм (29) и (30) выполняются равенства 

A> = Y,pia-pU)Y,&b (3D 

Yik^ PirPkrfiik, i,fc = 1 , . . . ,r, (32) 

где 

/3ife = dio4 + di+id4+ 1 - a ia i .+ 1 - &i+i&'k, (33) 

d^ = (an,... , d i m ) , и величины 6ц j задаются формулой (4). 

Доказательство. Используя формулы (13) и (15), нетрудно проверить, что 

Vij - ~Pir{otij - a»+i,j)> г = 1 , . . . , г, j = 1 , . . . , т - 1, a r+i, j = 0 (34) 

(величины а^ определены в §2). Отметим также, что, поскольку а; = Са\, г = 
1 , . . . , г, и С — ортогональная матрица, 

т—1 
] Р aijakj - aia'k = а{6ск. 
i = i 

Из этих утверждений следует справедливость равенства (32). 
Далее, учитывая формулы (30) для величин yij, из (29) получаем, что 

А) = - ^2Pir<*>ijyij, j - 1, • • • , т - 1, 
г=1 

откуда, используя равенства (13) и (34), находим, что 
771 — 1 Г 

^ = E ^ = E ^ r ( l - r f - i ) e i a J 
j = l /=1 

Г 

= Srfr( l -P?- i )a ia i . 
z=i 

что завершает доказательство леммы. 

Сформулируем и докажем основной результат настоящей работы. 
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Теорема 1. Если щ —> оо и выполнены условия (1), (3) и (4), то случайный век­
тор х2(пг) (см. (6)) сходится по распределению к вектору х2 = (х2> • • • >Хг)> пре­
образование Лапласа которого имеет вид 

Lr(Sl,...,sr)= )/2ехр 
Уг 

|4^r(l-P?-l)Olfi{} 

\ 2у~ ] С PirPjrpijPijWi-iVj+itr > , (35) х exp 

где s i , . . . ,sr — неотрицательные переменные, Vr, V}+i>r и Wi-\ — многочлены 
от этих переменных, определяемые формулами (17), (18) и (19), величины pij и 
/3ij находятся с помощью (2) и (33), и компоненты векторов сц — (ал, . . . . , а / т ) , 
I = 1 , . . . , г, задаются соотношениями (4). 

Доказательство. Факт сходимости по распределению при п\ -> оо случайного век­
тора (6) к вектору х2 был установлен в §2. Вспоминая, что вектор х2 — (xh • • •> X2) 
является суммой независимых векторов (Cij , . . . , ц?), 3 — 1 , . . . ,ш — 1, (см. §2), 
запишем преобразование Лапласа вектора х2 следующим образом: 

L r ( s b . . . , s r ) = Mexp{-(5iXi H-.-.-f «rXr)} 
771 — 1 

= ПМехр{^(51С2. + ... + 5 г С г
2 . ) } , 

i = i 

где 5 i , . . . ,Sk — неотрицательные числа. Используя формулу (16) для плотности 
случайного вектора (Cij,. • • , Crj), приведем L r ($ i , . . . , sr) к виду 

Lr(si,... ,sr) = — = = е~~А '2 

гК г) ((2тг)^лДЩ)т-1 

Д / ' ' • / е х Р \ - 2 ^ (р*к + 2SikSk)xiXk - Yl yiJXi \ dxi • • ' d X r ' (36) 
i=l ^ ^ [ i,fc=l г=1 J 

где интегрирование в каждом из интегралов ведется по всему r-мерному прост­
ранству, величины А2 и уц, г — 1 , . . . , г, j = 1 , . . . , m — 1, определены посредством 
(29) и (30), Sik — символ Кронекера. Все квадратичные формы в подынтегральных 
выражениях в правой части равенства (36) имеют одну и ту же матрицу Q, опреде­
ленную в начале §3. Для любых неотрицательных значений переменных s i , . . . , sr 
матрица Q положительно определена. Действительно, главные верхние миноры Q 
суть многочлены Vk(si,... , Sk), к = 1 , . . . , г, определенные формулой (17), и для не­
отрицательных значений s±,... , s^ выполняются неравенства Vk > 0, к = 1 , . . . , г. 
Следовательно, можно воспользоваться формулой (И. 12. lb) из [7]. В результате, 
преобразование Лапласа вектора х2 представляется в виде 

Lr(su... , sr) = ( m _ 1 ) / 2 e А2/2 exp I - Y, Qij ( Ё WW J \ > (37) 
i , j=l \ .7=1 

где #*• — элементы матрицы Q l.B заключение, используя формулу (27) и лемму 3, 
из (37) получаем (35); теорема тем самым доказана. 
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В рассматриваемом в работе [1] однородном случае, среди сумм Sj==i VijVkj B 

(37) отлична от нуля только сумма с г = к = г, и преобразование Л а п л а с а (35), 
полученное здесь, сводится к виду (3.8) из [1]. 
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