
Так как char k = 0, то [m^_ ^=тфО в kn поэтому из (7) вытекает, 

что в НфШ элемент е\®еш-х=у®ут~х является линейной комбинацией 
векторов es&es', где либо s, либо s' меньше t+m— 1. Но это невоз­
можно, ибо тензоры eq ®eq>y qy q' = 1, . . . , d, образуют базис в Я ® Я. 

Полученное противоречие показывает, что # (Л Г )=0 . Таким образом, в 
этом случае полагаем Л Г + 1 = Л Г = ... =Л° . • 

Отметим, что приведенные выше рассуждения близки к используе­
мым в {2, § 5.5, 5.6] и [8, гл. И, § 1]. Итак, справедлива 

Т е о р е м а 4. Пусть конечномерная точечная алгебра Хопфа Я 
действует в коммутативной аффинной области А. Тогда расширение 
AIAP конечно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

— построенная цепь подалгебр. По условию 1 расширение А/Ап ко­
нечное. По условию 2 Ап^Ан. • 

Отметим, что если char&=0, то А°' = Ан\ а если c h a r & = p > 0 , то 

{A°fmH

SAH. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ ОЦЕНОК ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ СУММ 
Г. ВЕЙЛЯ С МНОГОЧЛЕНОМ РАСТУЩЕЙ СТЕПЕНИ 

„ Первым среди многочисленных возможных приложений оценок 
сумм Г. Вейля [1, 2] с многочленом растущей степени в экспоненте 
явился результат Дж. Литтлвуда [3] в асимптотическом законе распре-
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деления простых чисел [4—6]. Наилучшие результаты в этой проблеме 
были получены методом И. М. Виноградова [7—14] Н. Д. Чудаковым 
115, 16], И. М. Виноградовым [17—19], Н. М. Коробовым [20]. 

Перейдем теперь к общей постановке проблемы. 
Аналитический смысл широкого круга задач теории чисел заклю­

чается в правильном учете вклада больших и малых значений функ­
ций в общую сумму. Техника рядов и интегралов Фурье позволяет 
свести подобные вопросы к учету осцилляции экспоненциальных функ­
ций мнимого аргумента. Таким образом, возникает аналитическая 
проблема оценок экспоненциальных сумм с аналитической функцией 
в экспоненте. Но поскольку аналитическая функция как угодно точно 
приближается многочленом растущей степени, то становится ясным, 
что сколько-нибудь полное решение проблемы оценок экспоненциаль­
ных сумм от многочлена растущей степени с чисто мнимыми коэффи­
циентами дает ключ к решению необозримого круга аналитических 
проблем. Данное направление исследований — одно из основных в тео­
рии чисел. Но в столь общей постановке задачи современные исследо­
вания представляются достаточно скромными. В то же время сам факт 
наличия подобного рода результатов является крупным достижением 
математики. Эту мысль подтверждает пример асимптотического зако­
на распределения простых чисел в натуральном ряде. 

Отметим, что чем быстрее растет аналитическая функция, тем ху­
же она приближается многочленом фиксированной степени. Другими 
словами, при одинаковой точности приближения для быстро растущей 
функции требуется, чтобы степень приближающего многочлена тоже 
росла быстро. Это обстоятельство определяет актуальность задачи оце­
нок тригонометрических сумм от быстро растущих функций в экспо­
ненте. 

Современные представления в данной проблематике и методы ее 
исследования разработаны А. А. Карацубой [8, 9, 21] (см. также [22, 
233). В частности, ему принадлежит пример быстро растущей функции 

/ < * ) = e t U * « \ l < Y < v > 
I 2 

для которой он получил [21] нетривиальную оценку тригонометричес­
кой суммы. 

Приведем теперь основные результаты настоящей работы. 
Т е о р е м а 1. Пусть Л, В, Р, Р1$ у—вещественные тела, причем 

Л > 1 , \ < у < - ^ , ^ < Р 1 ^ Р , 

~ (log Р + B)v < log I р | < (log P ) 3 ~ 2 V , 

Г = Т ( Р ; Р ) = £ e™f(*K 

Тогда справедлива оценка 

\Т\<Рх-р, где р = - 2 - 1 0 Л " 2 (log2P + B ) 2 - 2 v . 

Тещеыя 2. Пусть \А, В, Р, Ръ у-*тщестенные чист, Л > 1 » 



S(a)= £ e2ro'att<">', f(x)=e№°*x+W, 

и вещественное число a удовлетворяет неравенству , 

—Y (bg P + B)y < log I a | < — l o g 2. 

7огда справедлива оценка 

| S ( a ) | < | a | P 1 - p l o g « P , 

где p = 2 - 1 0 A - 2 ( l o g 2 P + B ) 2 - 2 v . 

Т е о р е м а 3. Пусть А, В, Р, Рь $, у—вещественные числа, А> 1, 

1 < Y < T ' T < P l < P ' 

— | - (log Р Ч- S,) v < log | р | ; < (log P ) 3 - 2 v , / ( х ^ р У 4 ^ , 

переменная p пробегает последовательные значения простых чисел, 

S6 = S0(P, Р) = £ егя"<">. 

Тогда справедлива оценка 
S0<Pl-e\adePo~2-nA~\\og2P?-2\ 

Т е о р е м а 4. Яушь Л, В, N, Я 1 э у—вещественные числа, Л > 1, 

S 0 (a) = £ е2"**МрП, f (х) = еЛ^ 

переменная суммирования р пробегает значения простых чисел и ве­
личина числа а удовлетворяет неравенству 

— ~ (log N + 5 ) v < log I a К — log 2. 

Тогда справедлива оценка 

IS 0(a)I < | a | Л^Чо^ЛГ, р 0 - 2 ^ 3 ^ 2 ( l o g 2 i V + B ) 2 ^ v . 

Рассмотрим задачу о представлении натурального числа N в виде 
N=p + f(n) (N = p + f(q)), (1) 

где неизвестные р, q к п принимают значения простых и натуральных 
чисел соответственно, функция f(x) определяется следующим образом: 

' f(x) = [g(x)]9g(x) = ev*<*x>\ 1 < 7 < у , 

v — постоянная, <р(х) — функция, обратная к g (x ) . 
Обозначим чер€з Е(х) (соответственно Е^(х)) количество нату­

ральных чисел N, не превосходящих х и непредставимых в виде (1). 
Т е о р е м а 5. Справедлива оценка 

£ ( x ) < x ( 9 ( 4 x ) r 2 p l o g x , 
где p=co(log<p(4#)) 2- 2 i r , с0>0 — некоторая постоянная. 
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Т е о р е м а 6. Справедлива оценка 

Е0 (х) < х ( Ф (4х))~29° log х, где р 0 = с (log Ф (4x)) 2 ~ 2 v , 

с > 0 — некоторая постоянная. 
Т е о р е м а 7. Яусгь 1=1 (N) -—число представлений натурального 

числа N в следующем виде: 

N^Pt + Pt + fin). 

Тогда для величины I справедлива асимптотическая формула при 
N-+oo 

I = log" 2 N J Ф ( / ) d t + O (Nq(N)e~~yiN)) + 

2 
+ 0 (N ( Ф ( t f ) ) ' - p w ) + 0 ( log - 3 N J Ф (О Л ) . 

где q>(t) —функция, обратная к функции g(j t) = g X ( I - 0 8 U ) V , 1 < V < — , 

Я > 0 , х > 2 , | # н / с ц ы я / ( « ) имеет вид /(*) = [*(«)], fr(iV) = ( l o f * V й , 

\ log log N J 
p(N)=(\ogtf(N))2"2v

1 а с>0—некоторая постоянная. 
Т е о р е м а 8. Пусть 1=1 (N)—число представлений натурального 

числа N в следующем виде: 
W = Pi + P 2 + / ( P 3 ) . 

Тогда для величины I справедлива асимптотическая формула при 
N-+oo h 

N с 
1 г - 4 - v ( i V ) 

/ = = i ^ y ^ d t + 0 ^ { N ) e )+ 
1 . '. 

N 

+ О (N (Ф (N))1 - р») + О ( j Ф (0 Я ) , 
1 

где функции q>(t), y{N) определены в теореме 7, ро=ро(ЛО — постоян­
ная из теоремы 4. 
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К ЗАДАЧЕ О ЛИНЕЙНОЙ НЕЗАВИСИМОСТИ ЗНАЧЕНИЙ Е-ФУНКЦИЙ 

Будем рассматривать совокупность f-функций 

М*), . . . , / т ( * ) , (1) 
составляющую решение системы линейных однородных дифференци­
альных уравнений 

т 

Й = £ <*ыУи * = 1, m, Qk,i s С (г). (2) 

Пусть J T ( 2 ) G C [ 2 ] И обозначает общий наименьший знаменатель всех 
функций Qk,i в системе (2 ) . 

Пусть ig — любое фиксированное алгебраическое число, такое, что 
1Т(1)Ф0у a K=Q(8) — алгебраическое поле над Q, содержащее все ко­
эффициенты степенных рядов по степеням z всех функций (1) и число 
| , A=[K:Qll. 

Будем также рассматривать значения функций (1) 

ш , ...,/,*©.;! (3) 
Обозначим через g линейное пространство, порожденное числами (3) 
над полем К. Установлено, что числа (3) однородно алгебраически не­
зависимы (алгебраически независимы) тогда и только тогда, когда 
функции (1) однородны алгебраически независимы (алгебраически не­
зависимы) над С(г). В ряде важных случаев доказана однородная ал­
гебраическая независимость (алгебраическая независимость) подсово­
купностей чисел (3 ) . С историей вопроса и основными результатами 
об алгебраической независимости чисел (3) можно ознакомиться в 
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