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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ АНИЗОТРОПНОГО ГОРНОГО МАССИВА 
В ОКРЕСТНОСТИ ДВУХ ГОРИЗОНТАЛЬНЫХ 
ПАРАЛЛЕЛЬНО ПРОЙДЕННЫХ ВЫРАБОТОК 

Вопрос о возможности функционирования подземных сооружений решался 
только определением и оценкой напряженно-деформированного состояния массива 
возле сооружения с точки зрения теории прочности. Данные исследования способ­
ствовали формированию термина "устойчивость выработки", хоти вопрос об устой­
чивости состояния равновесия не только не исследовался, но даже и не ставился. Осо­
бенно часто данная методика применялась при исследовании поведения целиков 
или их аналогов. Исследования по этим вопросам нашли отражение в многочислен­
ных монографиях [1, б, 7, 9] . 

Начало разрушения горного массива в окрестности' подземных сооружений 
может произойти за счет достижения напряженно-деформированным состоянием 
критических значений, соответствующих местной потере устойчивости сильно нап­
ряженных частей массива. 

На основе трехмерной линеаризированной теории упругой устойчивости, 
используя вариационные методы, удалось решить многочисленные задачи устой­
чивости состояния равновесия горного массива для односвязных областей [2, 3, 5]. 
В случае многосвязных бесконечных областей (горный массив с двумя и более 
параллельными горизонтальными выработками) применение вариационных мето­
дов для линейных задач механики горных пород сталкивается с дополнительными 
трудностями, связанными с выбором представления координатных функций и вы­
числением многомерных интегралов, которые входят в соответствующие уравнения. 
В работе [4] предложен подход и реализация вариационных методов для много­
связных бесконечных областей, основанный на выборе координатных функций в 
виде гармонических, бигармонических и полигармонических функций и возмож­
ности их представления- в виде абсолютно сходящихся рядов при переходе'от одной 
системы координат к другой. 

Рассмотрим устойчивость состояния равновесия анизотропного горного 
массива в окрестности двух горизонтальных параллельно пройденных выработок 
кругового поперечного сечения (Яг = R2 = R, 2/ — расстояние между центрами 
выработок). Как принято в механике горных пород, задача сводится к бифурка­
ционной задаче устойчивости для бесконечного пространства с двумя бесконеч­
ными цилиндрическими ' полостями, когда "на бесконечности" приложена нагруз­
ка, равная давлению на рассматриваемой глубине Р = уН. Исследования проводят­
ся в рамках плоской деформации. 

Линеаризированные уравнения устойчивости и граничные условия запишем в 
виде 
(1) V fr" = 0, NrtV\Lk = 0,. f" = u " e 0 V p i i e . 
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Рис. Î, Разбиение многосвязной области > 

Компоненты тензора j со} для линейно-упругого ортотропного тела в случае малых 
докритических деформаций, когда докритическое состояние определяется по геомет­
рически линейной теории [8], представим в виде 

(2) Löi,aß ~Eiiaß+gai- aiß\ Ei/aß=Eiiaß(Enmkt,r,&); •• • • 

здесь о0 — компоненты тензора докритического напряженного состояния, E^mkt _ 
компоненты тензора модулей упругости в прямоугольной системе координат, ga' — 
компоненты метрического тензора. 

Кроме того, поскольку потеря устойчивости носит локальный характер, 
вектор возмущений перемещения должен удовлетворять условию затухания "на бес­
конечности" 

(3) и | , - « - * 0 . 

Учитывая неоднородность докритического напряженно-деформированного 
состояния, получить аналитическое решение задачи (1) — (3) не представляется 
возможным. Поэтому будем использовать метод решения, основанный на приме­
нении вариационных принципов. 

Рассмотрим функционал [3] 

(4) I(u) = Q,5fJuiJaßViu!-4Buads. 
s. 

Из условия стационарности функционала (4) 81 (и) = 0 следуют уравнения равнове­
сия и граничные условия в виде естественных условий. Вариационное уравнение 
примет вид 

(5) / / IV, (ui,aß Vßua) Su,] dS - f Ntcoiiaß VßuabUjdL = О, 
S L ' 
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где S — двумерная бесконечная область с двумя круговыми вырезами; L — граница 
области, состоящая из двух несоприкасающихся окружностей. Связывая с центром 
каждой окружности ."локальную" систему координат (гк, &к), компоненты векто­
ра возмущений перемещения можно выбрать в виде [4] 

с - 1 N ' 
щ= 2 2 М(*> rj^'+KcotnU! + Д 2 > r2

n+2t+Kcomû2], 
j = 0 л = в , 

(6) 
с-1 N 

uô= 2 2 [Д<*> г Г ж + 2 * + к s i n / i d , + Я , ( ^ г 7 и + 2 < + к 8 1 п я д 2 ] . 

Здесь 2с - порядок исходной системы дифференциальных зфавнений, 7V - число 
координатных функций, к и « ) - постоянные, значения которых выбираются из 
соображений физического характера задачи. 

Для представления координатных функций в различных системах координат, 
воспользуемся абсолютно и равномерно сходящимися рядами [4] 

•гпе 
Ют, 

•гае 
Ю, ю 

*ря 'РЯ ?па @ РЯ ••Zn^Z 
РЯ' 

{ cosnû, 

sin и ûa 

û„ °° ( и + m - l ) ! ч _ v { л\п ^i L„m „—n—m y 2 (~1)" / " г 
m - О •{п-\)\р р* 

(7) X cosm ûp 
cos(m +n)êpcl 

± si sin m •&„ • 
sin'(m +ri)&pq 

cosnûn ^ (m - 1)! 

sin (ш + я )# р ч 

cos (m +n)ûpqJ 
, Tp V . ?"p(jP5 

sinni>„ 
± 2 

= » ( о т - и ) ! ( л - 1)! p . p<? 

cosmi?„ 
cos (m - rt)ûpq 

sin (/я - ri) û 
± sinwî#„ 

pg 

sin(m - и )& 
cos (из - « Ш 

p<? 
p<r 

ГР ->ГРЯ' 

Используя соотношения (7 ) , можно представить координатные функции в 
произвольной "локальной" системе координат, и поэтому второй интеграл в (5) 
(интеграл по границе области) вычисляется довольно легко. Основные сложности 
возникают при вычислении двойного интеграла для многосвязной области. Наряду 
с системами координат ( г ь о , ) и (г 2 , # г ) > которые связаны с центрами выработок, 
рассмотрим систему координат (г, û), полюс которой расположен посередине 
между центрами отверстий. При вычислении- двойного интеграла встречаются два 
принципиально различных типа интегралов : 
(8) N-, = ff Fi (П. öi)-F2iru $i)àS, N2 = Ц Afi(rb ê1)-M2(r2, û2)dS. 

s . . . . . s 
Используя (7 ) , первый интеграл можно представить так: 

2?г °° 27Г R 

(9) Ni = / I Ft -F2rx dn dûx - S S Fi- F2r2dr2dû2 

OR 0 0 
и вычислить весьма просто. 
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Рис. 2. Изменение относительной критической нагрузки от расстояния между центрами вырабо-

Для вычисления выражения Afj перейдем к координатам (г, &) : 

2тг »о 2п l~R /n—aR — e 
N2= S I Mi -M2rdrdê + S- I Mi -M2rdrdû + lim (. / / Mt • M2rdrdû + 

Ofi + l 0 0 e=*0\ pi I- R 

n-a R+l \ /2n-a R-e 
(10) + / / Mt-M2rdrdê)+ liml / / MfM2rdrdê + 

a R+e 7 e=»0'\ n-ot l-R 

2n-a R + t \ 
+ / / Mï-M2rdrdê)+ffM1-M2dS*, 

ir + a R+e / 

где S * — область, которая на рис. 1 заштрихована. В (10) все интегралы, за исклю-. 
чением последнего, вычисляются просто вследствие применения формул (7). Для 
вычисления последнего интеграла в (10) необходимо в S* ввести ряд "локальных" 
систем координат и, применяя формулы (7), перейти к данным "локальным" сис­
темам. Выделив в новых областях подобласти, в которых интегралы вычисляются 
просто в силу представлений (7), в остальной части вводятся: следующие "локаль­
ные" системы координат, и т.д. Существуют, по-видимому, и другие методы вычисле­
ния данного интеграла. 

Подставляя (6) в (5) и используя приведенную выше методику, получим 
однородную систему алгебраических уравнений 

2 2 2 2 [А{*>па(Г,ЕЛКк,0+В<£>Ьф,Е,1,Ък,№=0, 
U 1 ) •• jv 

п = п, m 

N 2 1 
2 2 2 [А<*) c(P,E,lfN,k,0+B£> d(P, E,l, N, к, t)\ = 0, 
= и, к = 1 f = 0 Т'п "•" 

453 



из условия существования нетривиальных решений которой следует характеристи­
ческое уравнение 
(12) A(P,E,l,N) = 0. 

Минимальный положительный корень уравнения (12) соответствует минимально­
му значению критической нагрузки при конкретном N, Р = P(N). Для получения 
численных результатов использовалась БЭСМ-6. На рис. 2 представлена зависимость 
критической нагрузки Р* = min {P(N)\ /Ei от относительного расстояния между 
центрами выработок 2I/R для горной породы хлоритовой сланец (Ei = 13 • 109 IIa; 
Е2 = 8,30 • Ю9 Па; G2 = 3,6 • 109 Па; vx = 0,163; v2 = 0,280). Прямая линия соот­
ветствует критической нагрузке для одиночной горизонтальной горной выработки. 
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