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Описаны классы эквивалентности ньютоновой классификации нерас­
падающихся кубик в виде семейств канонических уравнений. Дана аф­
финная классификация нераспадающихся кубик. 

§0. Введение 

В неопубликованной работе Geometric libri duo [1] Исаак Ньютон опи­
сал некоторую полную классификацию нераспадающихся кубик, состоя­
щую из 59 классов эквивалентности. Он начинает с пяти стандартных 
кубик (мы даем им современные названия): у2 = ж 3 — кубика с точкой 
возврата; у2 = х2(х + 1) — кубика с узлом; у2 = х2(х — 1) — кубика с 
изолированной точкой; у2 = х[(ж — а ) 2 + 1 ] , где а € R, — простая куби­
ка; у2 = ж(ж + 1)(ж + а), где а > 1, — кубика с овалом. Ньютон строит 
сечения пяти кубических конусов, направляющие которых суть эти стан­
дартные кубики, следующим образом. Для каждой из них он рассмат­
ривает ее объединения с различными прямыми линиями, которые Нью­
тон называет горизонталями. Далее для каждой выбранной горизонтали 
он рассматривает конус над стандартной коникой и определяет вспомо­
гательную плоскость, проходящую через горизонталь и вершину конуса. 
Наконец, параллельно вспомогательной плоскости он проводит произволь­
ную плоскость, которая пересекает конус вдоль искомого сечения конуса. 
При проектировании из вершины конуса горизонталь отображается на 
бесконечно удаленную прямую плоскости сечения. Э т о означает, что вы­
бор горизонтали эквивалентен выбору бесконечно удаленной прямой. 

Феликсу Клейну принадлежит следующее замечание о Ньютоне: он 
имел очень ясную концепцию проективной геометрии; в частности, он 
говорил, что все кривые третьего порядка могут быть получены посред­
ством центральной проекции пяти фундаментальных типов" [2]. 
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Кубика с точкой возврата и кубика с узлом имеют по одной веще­
ственной точке перегиба. Кубика с изолированной точкой, простая ку­
бика и кубика с овалом имеют три вещественные точки перегиба, лежа­
щие на нечетной ветви. Эти три точки перегиба лежат на одной прямой. 
Если какая-либо горизонталь пересекает нечетную ветвь в трех точках 
(и поэтому делит ее на три дуги), т о одна из дуг не имеет точек перегиба, 
вторая дуга имеет одну точку перегиба, а третья дуга имеет две точки 
перегиба. Ньютон выбирает горизонтали так, чтобы расположения точек 
перегиба в объединениях стандартной кубики с горизонталями получа­
лись различными. 

Для пяти стандартных кубик, перечисленных выше, Ньютон получа­
ет соответственно 9, 14, 12, 9 и 15 классов эквивалентности кубических 
сечений, которые в этой статье называются ньютоновыми классами по 
следующему определению. 

Пусть R 2 = MP2 \ L — аффинная карта проективной плоскости, L — 
бесконечно удаленная прямая, Со, С\ С M 2 — аффинные кубики. 

Аффинные кубики Со и С\ реализуют один и т о т же ньютонов класс, 
если существует такая изотопия Ft : (MP2, CQ U L, L) — (MP2, C\ U L, L), 
что 

1) для любого t € [0,1] образ сокращения Ft\CoUL является объединени­
ем нераспадающейся кубики С% и прямой L; 

2) если ж € Со является либо регулярной точкой кубики Со, либо ее 
точкой перегиба, либо ее особой точкой, т о каждая точка пути Ft\x со­
ответственно является такой же точкой кубики С\. 

В этой статье ньютоновы классы представлены в виде параметриче­
ских семейств канонических уравнений. Число параметров в уравнении 
называется модальностью семейства. Нумерация Ньютона сохранена: 
в пункте i.j рассматривается j-ik ньютонов класс г-ж стандартной кубики 
в соответствии со списком, приведенным выше. Взаимное расположение 
горизонталей и стандартных кубик, описанных в [1], показаны на рис. 0. 

Теорема. Существуют только 59 ньютоновых классов аффинных не­
распадающихся кубик, перечисленные в следующем списке параметри­
ческих семейств канонических уравнений. Существуют только следу­
ющие аффинные классы нераспадающихся кубик: 15 классов модально­
сти 0; 23 семейства (классов) модальности 1; 16 семейств модально­
сти 2; 5 семейств модальности 3, перечисленные в следующем списке 
параметрических семейств канонических уравнений. 

В каждом пункте этого списка указана размерность dim соответству­
ющей части 9-мерного пространства аффинных кубик. Представители 



классов показаны на рис. 1-5, где вещественные асимптоты кубик, от­
личные от осей координат, нарисованы пунктирными линиями. 

1.1. у2 = ж 3, dim = 5. 
1.2. у = ж 3, dim = 5. 
1.3. х2у = 1, dim = 6. 

Рис. 0. Стандартные кубики и горизонтали. 

1.4. х2у = 1 — ж, dim = 6. 
1.5. (ж — 1)у2 + ж 3 = 0, dim = 6. 
1.6. (ж + 1)у2 = ж 3, dim = 6. 

— — 
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указан выбор горизонтали Ньютоном и выбор аффинной системы коор­
динат (ж, у) так, что в проективных координатах (ж : у : z) бесконечно 
удаленная прямая имеет уравнение z = 0, и кубика проходит через точку 
( 0 : 1 : 0 ) . Обозначения коэффициентов при мономах, как в уравнении 

Ах3 + Вх2 + Сх + D + Еу + Fxy + Gx2y + Ну2 + Ixy1 0, 

сохранены до конца статьи. После того , как аффинная система координат 
выбрана, для написания уравнения кубики используется многоугольник 
Ньютона. Мономы, соответствующие вершинам многоугольника Ньюто-

— 
Так как кубика проходит через точку (0 : 1 : 0), т о уравнение кубики 

по переменной у является либо квадратным (если Н ф 0 или I ф 0), либо 
линейным (если Н = I = 0) . Если уравнение квадратное и если его дис­
криминант Т>2{х) обращается в нуль при ж = жо, т о прямая х = XQ либо 
пересекает кубику в особой точке, либо является касательной к кубике. 
Если бесконечно удаленная прямая пересекает кубику в трех различных 



вещественных точках или является касательной к кубике в точке, отлич­
ной от (0 : 1 : 0), или имеет комплексно сопряженные токи пересече¬ 

— — 
— 

Наконец, в каждом пункте i.j, чтобы получить каноническое уравнение 
кубики, аффинная плоскость подвергается подходящему невырожденному 
преобразованию вида (х,у) ^ (к±х, fey). 

Многие уравнения в этой статье широко известны. Их можно найти в 
обширной литературе, данной в [3]. В обзоре [4] приведено соответствие 
между 59 ньютоновыми классами и 78 типами кубик классификации ку­
бик, описанной Ньютоном в Enumeratio linearum tertij ordinis [5]. 

§1. Кубика с точкой возврата 

Кубика с точкой возврата показана на рис. 0.1, где Р — точка перегиба, 
а М — произвольная регулярная точка. Ньютон выбирает в качестве 
горизонталей следующие девять прямых, они обозначены номерами 1-9 
на рис. 0.1: 

прямая 1 — касательная в точке Р, 
прямая 2 — касательная в точке возврата, 
прямая 3 проходит через точку возврата и точку Р, 
прямая 4 проходит через точку возврата и точку М , 
прямая 5 приходит через точку Р без касания и не пересекает кубику 

в других вещественных точках, 
прямая 6 проходит через точку Р без касания и пересекает кубику еще 

в двух вещественных точках, 
прямая 7 проходит через точку М без касания и не пересекает кубику 

в других вещественных точках, 
прямая 8 - касательная в точке М , 
прямая 9 проходит через точку М и пересекает кубику еще в двух 

вещественных точках. 
Эти горизонтали доставляют девять разных ньютоновых классов ку­

бик. Можно проверить, что эти девять классов исчерпывают все ньюто­
новы классы, получающиеся из кубики с точкой возврата. 

В п. 1.1-1.9 аффинная система координат выбрана следующим образом: 
в п. 1.1, 1.5, 1.6 ось х — прямая 2, ось у — прямая 3; в п. 1.2 ось х — 
прямая 1, ось у — прямая 3; в п. 1.3 ось х — прямая 1, ось у — прямая 2; 
в п. 1.4 ось х — прямая 8, ось у — прямая 2; в п. 1.7-1.9 ось х — прямая 2, 
ось у — прямая 4. 

Ньютоновы и аффинные классы, доставляемые кубикои с точкой воз­
врата, показаны на рис. 1. 



1.1. В выбранной аффинной системе координат кубика имеет уравне­
ние 1 у 2 + Ах3 = 0. Преобразование (ж, у) i—>• ( — \[Ах, у) обращает его в 
каноническое уравнение 1.1 теоремы. 

1.2. у + Ах3 = 0. Преобразование (ж, у) •—>•( — л/Ах, у) обращает его в 
каноническое уравнение 1.2. 

Рис. 1. Классы, доставляемые кубикои с точкой возврата. 

1.3. х2у + D = 0. Преобразование (ж, у) i—>• (ж, — j^y) обращает его в 
каноническое уравнение 1.3. 

1.4. ж 2у + Сх + D = 0. Преобразование (ж, у) i—>• ( § ж , у) обращает 
его в каноническое уравнение 1.4. 

1.5. у 2 + А с 3 + Сж 2 у + /жу 2 = 0, где G2 — 4AI < 0. 

Лемма 1. Эта кубика имеет точку перегиба в (0 : 1 : 0) , согда G = 0. 

Доказательство. Уравнение кубики в аффинной карте M P 2 \ (у = 0 } 
есть г + А с 3 + Сж 2 + 1х = 0. Условие z"{§) = 0 эквивалентно G = 0. • 

По лемме 1 уравнение кубики принимает вид у 2 + Ах3 + /жу 2 = 0. 

Преобразование (ж,у) i—>• ( — /ж , —I^J^y) обращает его в каноническое 

уравнение 1.5. 

^Для краткости ниже во всех пунктах фраза ,,в выбранной аффинной системе коор­
динат кубика имеет уравнение" опущена. 



и аффинные классы и меняет только знак монома аж 2у, поэтому можно 
выбрать а > 0. Кубика имеет наклонные асимптоты у = а,\^х + /01,2, где 

_ а ± \ / а 2 + 4 _ а 2 + 2 а 

2 ' л/а2 + 4 2 

§2. Кубика с узлом 

Вещественная часть проективной кубики с узлом может быть разбита 
на три компоненты: узел, петлю и нечетную компоненту. Она имеет од­
ну точку перегиба на нечетной компоненте. Кубика с узлом показана на 
рис. 0.2, где Р — точка перегиба, а М — произвольная регулярная точка 
на нечетной компоненте. 

Ньютон выбирает в качестве горизонталей следующие 14 прямых, они 
обозначены номерами 1-14 на рис. 0.2: 

прямая 1 является касательной в точке перегиба Р, 
прямая 2 проходит через точку Р без касания и не пересекает кубику 

в других вещественных точках, 
прямая 3 проходит через точку Р и касается петли кубики, 
прямая 4 проходит через точку Р и пересекает петлю в двух точках, 

1.6. у2 + Ах3 + Gx2y + Ixy2 = 0, где G2 - \Л1 > 0. 

По лемме 1 G = 0, и уравнение кубики принимает вид у2 + Ах3 + 

Ixy2 = 0. Преобразование (ж, у) i—>• ( /ж, I\J—\у) обращает его в канони­

ческое уравнение 1.6. Кубика имеет наклонные асимптоты у = ± ( ж — | ) . 

1.7. у2 + Ах3 + Gx2y + Ixy2 = 0, где G2 - 1Л/ < 0. По лемме 1 G ф 0. 

Преобразование (ж, у) *—>• ( — / ж, —I\f\y) обращает его в каноническое 

уравнение 1.7, где а = —-£==. Условия G2 — 4А < 0 и G ф 0 переходят 
в а 2 — 4 < 0 и а ^ 0 соответственно. Симметрия (ж, у) (х, —у) сохра­
няет ньютоновы и аффинные классы и меняет только знак монома аж 2у, 
поэтому можно выбрать 0 < а < 2. 

1.8. у 2 + Ах3 + Gxy2 = 0. Преобразование (ж, у) i—>• ( — ^ - ж , —^2 у) 
обращает его в каноническое уравнение 1.8. Кубика имеет наклонную 

— 
1.9. у 2 + Ах3 + Gx2y + Ixy2 = 0. Асимптота ж = — j и компонента ку­

бики, имеющая точку возврата, расположены по разные стороны оси у, 
поэтому AI < 0, и условие G2—4AI > 0 выполнено. По лемме 1 G ф 0. Пре­
образование (ж,у) I—>• ( /ж, I\J—\у) обращает его в каноническое уравне­
ние 1.9, где а = — Г ^ у - Симметрия (ж, у) \—> (ж, —у) сохраняет ньютоновы 



прямая 5 проходит через точку Р и через узел, 
прямая 6 проходит через точку Р и пересекает нечетную компоненту 

еще в двух точках, 
прямая 7 проходит через точку М без касания и не пересекает кубику 

в других вещественных точках, 
прямая 8 проходит через точку М и касается петли в точке Q, 
прямая 9 касается одной из ветвей, проходящей через узел, 
прямая 10 является касательной к нечетной компоненте в точке М и 

пересекает ее в точке Д, 
прямая 11 проходит через точку М и пересекает петлю в двух точках, 
прямая 12 проходит через узел и пересекает петлю в произвольной точ­

ке 5, 
прямая 13 проходит через точку М и через узел, 
прямая 14 проходит через точку М и пересекает нечетную компоненту 

в двух регулярных точках, скажем, в Mi и М^-
Эти 14 горизонталей доставляют 14 разных ньютоновых классов ку­

бик. Можно проверить, что эти 14 классов исчерпывают все ньютоновы 
классы, получающиеся из кубики с узлом. 

Для выбора аффинных систем координат нам понадобятся следующие 
прямые: 

прямая 15 проходит через узел и через точку касания прямой 3 и петли, 
прямая 16 проходит через узел и точку Q, 
прямая 17 касается другой ветви, проходящей через узел, по сравнению 

с прямой 9, 
прямая 18 проходит через узел и точку R, 
прямая 19 — касательная к петле в точке S, 
прямая 20 проходит через узел и точку пересечения прямой 19 с нечет­

ной ветвью. 
В п. 2.1-2.14 выбраны следующие аффинные координаты: в п. 2.1-2.4, 

2.6, 2.7 ось х — прямая 15, ось у — прямая 5; в п. 2.5 ось х — прямая 1, 
ось у — прямая 15; в п. 2.8, 2.11, 2.14 ось х — прямая 16, ось у — прямая 13; 
в п. 2.9 ось х — прямая 1, ось у — прямая 17; в п. 2.10 ось х — прямая 13, 
ось у — прямая 18; в п. 2.12 ось х — прямая 19, ось у — прямая 20; в п. 2.13 
ось х — прямая 8, ось у — прямая 16. 

Если горизонталь не проходит через узел (п. 2.1-2.8, 2.10, 2.11, 2.13 и 
2.14), т о начало аффинных координат выбрано в узле, поэтому Е = С = 

— 



Ньютоновы и аффинные классы, доставляемые кубикои с узлом, пока­
заны на рис. 2. 

Рис. 2. Классы, доставляемые кубикои с узлом. 

2.1. у2 + Ах3 + Вх2 + Fxy = 0. 

Лемма 2. Прямая х = — ̂  является касательной к этой кубике в точке 
( - f , 0), согда F = 0. 

Доказательство. Прямая х = — ̂  касается кубики, согда дискрими­
нант Т>2(х) = F2x2 — Ах2(Ах + В) обращается в нуль при х = — ̂ , согда 
F = 0. • 



По лемме 2 уравнение принимает вид у 2 + Ах3 + Вх2 = 0, где В < 0. 
Преобразование (ж, у) *—>• (-^ж, BJ^y) обращает его в каноническое урав­
нение 2.1. 

2.2. Кубика имеет уравнение 

у2 + Ах3 + Вх2 + Fxy + Gx2y + Ixy2 = 0, (*) 

где F 2 ^ ^ ^ H G 2 - 1Л/ < 0. 

* 

Доказательство. В аффинной карте M P 2 \ {у = 0} кубика имеет урав­
нение z + Ах3 + Bx2z + Fxz + Gx2 + 1х = 0. Условие z"(0) = 0 эквивалентно 
G = FI. • 

Лемма 4. Прямая ж = —^ является касательной к кубике (*), где F ф (), 
в точке ( — ̂ , 0), согда AF = BG. 

Доказательство. Э т о уравнение является квадратным по у и имеет 
дискриминант Т>2(х) = x2[(Gx + F)2 — 4(1х + 1)(Ах + В)). Тождество 
Т>2( — ̂ ) = 0 эквивалентно AF = BG. • 

* 
FI и если AF = BG, mo F = G = 0. 

Доказательство. Предположим противное: нераспадающаяся кубика 
* 

* 
• 

* 
Ixy2 = 0, где В < 0 и AI > 0. 

Преобразование (ж, у) *—>• ( | |ж, BJ^y) обращает его в каноническое 

уравнение 2.2, где а = — -^j > 0. 
2.3. у 2 + .Вж2 + Fxy + Ixy2 = 0, где В < 0. 

Лемма 6. Кубика с таким уравнением имеет точку перегиба в (0 : 
1 : 0), согда F = 0. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 1. 
По лемме 6 уравнение кубики становится у2+Вх2+1ху2 = 0. Преобразо­

вание (ж, у) I—>• (— /ж, у = у) обращает его в каноническое уравнение 2.3. 

2.4. Кубика имеет уравнение (*), где F2 — 4В > 0 и G 2 — 1Л/ > 0. 
Асимптота ж = — j проходит между началом координат и касательной к 
кубике ж = —^, поэтому 0 < -gy < 1. 



* 
Ixy2 = 0, где В < 0 и AI < 0. Преобразование (ж, у) *—>• ( — j} ж, — в ^ г д У) 

обращает его в каноническое уравнение 2.4, где а = ^ и 0 < а < 1 . 

Кубика имеет наклонные асимптоты у = ± (ж — 
2.5. х2у + Fxy + Еу + D = 0. Так как у'(0) = DF = 0, т о F = 0, 

и уравнение становится ж 2у + Еу + D = 0. Асимптоты, параллельные 
оси у, находятся с противоположных сторон от этой оси, поэтому Е < 0. 
Преобразование (ж, у) *—>• (^/=g ж, — Ц у) обращает уравнение этой кубики 
в каноническое уравнение 2.5. 

* — — 
Касательная ж = — ̂  к петле расположена между началом координат и 
асимптотой ж = — у, поэтому -щ > 1. 

* 
Ixy2 = 0, где В < 0 и AI < 0. Преобразование (ж, у) i—>• (у| ж, в ^ в у) 

обращает его в каноническое уравнение 2.6, где а = jjy и а > 1. Кубика 
имеет наклонные асимптоты у = ± у а ( ж — ^ - ^ ) -

* — — 
координат находится между касательной ж = — ̂  к петле и асимптотой 
ж = — j , поэтому ^ < 0. 

* 
(/ж + 1)у 2 + ж(ж + ^ ) ( G y + Аж) = 0. Преобразование (ж, у) i—>• ( — /ж, ^ у) 

обращает его в каноническое уравнение 2.7, где а = — ̂  > 0 и 6 = ^ . 
— — 

выполнено при а > 0 и 0 < Ь < 4 . 
2.8. у2 + Вх2 + Fxy + Ixy2 = 0, где F 2 — 4В > 0. Преобразование (ж, у) 

( — /ж, —jfy) обращает это уравнение в каноническое уравнение 2.8, где 
а = ~ TP Условше F2 — 4В > 0 переходит в а2 + 4а > 0. При а < —4 кубика 
принадлежит ньютонову классу 2.10, поэтому а > 0. 

2.9. жу + А(х — жо) 3 = 0, где А ф 0 и XQ ф 0. Преобразование (ж, у) 
(здж> — Дж2"^) обращает это уравнение в каноническое уравнение 2.9. 

2.10. y2 + Bx2+Fxy+Ixy2 = 0, где F2—4B > 0. Преобразование (ж, у) 
( — /ж, —jfy) обращает это уравнение в каноническое уравнение 2.8, где 

а = ~ TP Условше F2 — 4В > 0 переходит в а2 + 4а > 0. При а > 0 кубика 
— 

* — — 
Асимптота ж = — j проходит между началом координат и касательной 
ж = — ̂  к кубике, поэтому Щ- > 1. 



По лемме 4 AF = BG, и уравнение (*) может быть записано в виде 
(Ix + 1 )у 2 +х(х + ^)(Gy + Ах) = 0. Преобразование (ж,у) *—>• ( — /ж , Щ;у) 
обращает его в каноническое уравнение 2.11, где а = и b = — ̂ fy. Усло-

— — 
ньютонову классу 2.11, но не удовлетворяет выбору аффинной системы 
координат относительно расположения точек перегиба на дугах нечетной 
ветви, поэтому Ь > 0. Кубика имеет наклонные асимптоты 

2.12. ж 2у + Сх + Еу + Fxy = 0. Асимптоты ж = | ( - F ± л/F2 - 4Е) 
расположены с противоположных сторон от оси у, поэтому Е < 0. Урав-

— — 
где х\ < 0 < xi- Преобразование (ж, у) i—>• ( — ̂ -ж, —%у) обращает его в 
каноническое уравнение 2.12, где а = — f2- > 0. 

2.13. ж 2у + .Вж2 + Еу + Fxy = 0. Асимптоты х = \( - F ± л/F2 - 4Е) 
расположены по разные стороны от оси у, поэтому Е < 0. 

Лемма 7. Кубика с таким уравнением имеет точку перегиба в (0 : 1 : 0) , 
согда F = 0. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 1. 
По лемме 7 F ф 0, и уравнение кубики может быть записано в ви­

де у(ж — х\)(х — Ж2) + Вх2 = 0, где х^х\ < 0. Преобразование (ж, у) ^ 
(—-?-ж, i у) обращает его в каноническое уравнение 2.13, где а = —f2- > 0. 
Условие F ф 0 переходит в а ф 1. 

* — — 
Касательная ж = — ̂  к петле расположена между асимптотой ж = — у и 
началом координат, поэтому 0 < Щ- < 1. 

* 

(/ж + 1)у 2 + ж(ж + ^ ) ( G y + Ах) = 0. Преобразование (ж,у) *—>• ( /ж, ^ - у ) 

обращает его в каноническое уравнение 2.14, где а = Ь = —^j- и 
— 

Если b < —4, т о условие F2 — 4В > 0 переходит в b < — | . Если b > 0, 
— 

Если Ь < — | , то кубика принадлежит ньютонову классу 2.14, но не удо­
влетворяет выбору аффинной системы координат относительно располо­
жения точек перегиба на дугах нечетной ветви. Кубика имеет наклонные 



асимптоты 

Ь ± л/Ь2 + 46 6 ( а - 1 ) / 6 + 2 
^ ж Н 1 ± 

л/Ъ2 + 46 

§3. Кубика с изолированной точкой 

Вещественная часть проективной кубики с изолированной точкой со­
стоит из изолированной точки и нечетной ветви с тремя точками переги­
ба. Она показана на рис. 0.3, где точка Р является одной из точек переги­
ба, а М — произвольная регулярная точка. Ньютон выбирает в качестве 
горизонталей 12 прямых, они обозначены номерами 1-12 на рис. 0.3. 

Пучок прямых с центром в точке Р содержит четыре особенные пря­
мые: 

прямая 1 является касательной в точке перегиба Р, 
прямая 3 проходит через изолированную точку кубики, 
прямая 5 касается нечетной ветви в точке отличной Р, 
прямая 7 проходит через три вещественные точки перегиба. 
Они делят э т о т пучок на четыре открытых непересекающихся отрезка 

(1, 3), (3, 5), (5, 7) и (7 ,1) . Горизонтали с номерами 2, 4, 6 и 8 являются со­
ответственно произвольными прямыми, принадлежащими этим отрезкам 
пучка. 

Ньютон выбирает еще 4 прямые в качестве горизонталей. Эти прямые 
проходят через точку М: 

прямая 9 проходит через изолированную точку, 
прямая 10 не пересекает кубику в других вещественных точках, 
прямая 11 касается нечетной ветви в точке отличной от точки М , 
прямая 12 пересекает кубику еще в двух вещественных регулярных точ­

ках. 
Эти 12 горизонталей доставляют 12 разных ньютоновых классов ку­

бик. Можно проверить, что эти 12 классов исчерпывают все ньютоновы 
классы, получающиеся из кубики с изолированной точкой. 

Для выбора аффинных систем координат нам понадобятся следующие 
прямые: 

прямая 13 проходит через изолированную точку и точку касания пря­
мой 5 с нечетной ветвью, 

прямая 14 является касательной в точке М , 
прямая 15 проходит через изолированную точку и точку трансверсаль-

ного пересечения прямой 14 с нечетной ветвью, 
прямая 16 проходит через изолированную точку и точку касания пря­

мой 11 с нечетной ветвью. 



В п. 3.1-3.12 выбраны следующие аффинные координаты: в п. 3.1, 3.2, 
3.4-3.8 ось х — прямая 13, ось у — прямая 3; в п. 3.3 ось х — прямая 5, 
ось у — прямая 13; в п. 3.9 ось х — прямая 14, ось у — прямая 15; в п. 3.10¬ 
3.12 ось х — прямая 16, ось у — прямая 9. 

Ньютоновы и аффинные классы, доставляемые кубикои с изолирован­
ной точкой, показаны на рис. 3. 

Рис. 3. Классы, доставляемые кубикои с изолированной точкой. 

3.1. у2 + Ах3 + Вх2 + Fxy = 0, где F2 - 4В < 0. 
По лемме 2 F = 0, и это уравнение становится у2 + Ах3 + Вх2 = 0, где 

В > 0. Преобразование (ж, у) > ( — ̂ ж, в ^ у ) обращает его в канониче­
ское уравнение 3.1. 

3.2. Кубика имеет уравнение (*), где F2 — АВ < 0 и G2 — AAI < 0. По 
леммам 3-5 F = G = 0, и уравнение (*) становится у2+Ах3+Вх2+1ху2=01 



где В > 0 и AI > 0. Касательная ж = — ̂  проходит между началом ко­

ординат и асимптотой ж = — у , поэтому yjy > 1. Преобразование (ж, у) i—>• 

(—у|ж, —~в~гв

=у) обращает уравнение кубики в каноническое уравнение 3.2, 

где а = yjy > 1. 

3.3. х2 + Еу + Fxy + Gx2y = 0, где F2 — AEG < 0. 

Лемма 8. Кубика с таким уравнением имеет точку перегиба в (1 : 0 : 0 ) , 
согда F = 0. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 1. 
По лемме 8 уравнение кубики становится ж 2 + Еу + Gx2y = 0, где 

EG > 0. Преобразование (ж,у) i—>• (\J~%x, — Gy) обращает его в кано­
ническое уравнение 3.3. 

3.4. Кубика имеет уравнение (*), где F2 — 4В < 0 и G2 — 4AI < 0. 
Асимптота ж = — у расположена между началом координат и касательной 
Ж = — ^ , ПОЭТОМУ 0 < yjy < 1. 

* 
Ixy2 = 0, где В > 0 ш AI > 0. Преобразование (ж, у) i-» (-§ 

обращает его в каноническое уравнение 3.4, где а = ууу. 
— 

уравнение становится у 2 + Вх2 + Ixy2 = 0, где В > 0. Преобразование 
(ж, у) I—>• (/ж, ^ = у) обращает его в каноническое уравнение 3.5. 

* — — 
Горизонталь пересекает нечетную ветвь в точке перегиба Р и еще в двух 
вещественных регулярных точках, скажем, в М\ и М^- Точки Р, Mi и М^ 
делят нечетную ветвь на три дуги так, что каждая из дуг РМ\ и PM<i 
имеют по одной точке перегиба, а М\М^ не имеет точек перегиба. 

Начало координат расположено между асимптотой ж = — \ и касатель­
ной Ж = — ^ , ПОЭТОМУ yjy < 0. 

* 
Ixy2 = 0, где В > 0 и AI < 0. Преобразование (ж, у) i—>• ( — ^ ж, ~ в^/у> у) 
обращает его в каноническое уравнение 3.6, где а = — ууу > 0. Кубика 
имеет наклонные асимптоты у = ± у а ( ж — ^тг 1)- Если а ф | , т о обе точ­
ки пересечения асимптот и кубики имеют абсциссу ж = а | ^ ^ . Точки 
перегиба находятся на дугах РМ\ и РМ->- согда наклонные асимптоты 
пересекают дуги РМ\ и РМ->- и согда 0 < а < | . 

* — — 
Дальнейшее изложение этого пункта аналогично п. 3.6 и доставляет ка­
ноническое уравнение 3.7 при а = \-



* — — 
Горизонталь проходит через точку перегиба Р и пересекает нечетную 
ветвь еще в двух разных точках, скажем, в Mi и Л-/-_>. так, что две другие 
точки перегиба находятся на дуге Л / ( Л-/-_>. Дальнейшее изложение этого 
пункта аналогично п. 3.6 и доставляет каноническое уравнение 3.8 при 
а > I 

3.9. x + Ey + Fxy + Gxy2 = 0, где F2 —4EG < 0. Преобразование (ж, у) i—>• 

ж, л/EG у) обращает это уравнение в каноническое уравнение 3.9, 

где а = — ^ Q - Условие F2 — 1 EG < 0 переходит в — 2 < а < 2. Симметрия 
(ж, у) — (—ж,—у) сохраняет ньютонов и аффинный классы и изменяет 
только знак монома ажу, поэтому последнее условие можно редуцировать 
до 0 ^ а < 2. 

* — — 
Касательная ж = — ̂  проходит между началом координат и асимптотой 
ж = —у, поэтому 0 < Щ- < 1. 

* 
(1 + /ж) у 2 + ж (ж + ^ ) ((?ж + Аж) = 0. Преобразование (ж, у) i—>• (—/ж, ^ - у ) 
обращает его в каноническое уравнение 3.10, где а = Щ- и Ь = ^у . Условие 

— — 

— — 

(/ж, - ^ у ) обращает его в каноническое уравнение 3.11, где а = ^в-. 

— 

— — 
Горизонталь проходит через точку М и пересекает нечетную ветвь еще 
в двух регулярных точках, скажем, в М\ и М>. и делит нечетную ветвь 
на три дуги. Пусть для определенности точки Л/( и М-> обозначены так, 
чтобы в выбранной аффинной системе координат дуга MM<i имела одну 
точку перегиба, а дуга M\M<i имела две точки перегиба. 

Начало координат находится между касательной ж = — ̂  и асимптотой 
ж = — у, поэтому Щ- < 0. 

По лемме 4 AF = BG, и уравнение может быть записано в виде (1 + 
/ж)у 2 + ж (ж + ^)(Gy + Ах) = 0. Преобразование (ж, у) *—>• (/ж, Щ;у) обра­
щает его в каноническое уравнение 3.12, где а = —Щ- > 0 и b = — ̂ у . 

— 
F2 — 4В < 0 переходит в b < | . Если b < —4, т о условие F2 — 4В < 0 
переходит в b > | , которое невозможно. 



Кубика имеет наклонные асимптоты у = а,\^х + /3^2, где 

Ь ± л/Ъ2 + 46 п 6(a + l ) ( a i 2 + l ) 
ttl'2 = 2 " ^ = 6 ^ 2 ^ ' 

Уравнение для нахождения абсциссы точек пересечения наклонных 
асимптот с кубикои есть 

(01,2 + 2«1, 2 + Об) X + /3i,2 = 0. 

Если /31,2 + 2«i,2 + ab = 0 и /3i,2 ^ 0, т о кубика имеет точки перегиба, 
лежащие на бесконечно удаленной прямой в точках с координатами (1 : 
6±Vfe2+4fe . соответственно. Если /3i,2 + 2«i,2 + ab ф 0, т о абсциссы суть 
со ответственно 

, , ч (а + 1)(6 + 2 ± V6 2 + 46) 
Ж1,2(а,о) _ 

(a + l ) ( - 6 - 2 ± V6 2 + 4&) + 2 ( 6 + 4) 

Точки перегиба находятся на дуге М1М2, согда обе наклонные асим­
птоты пересекают дугу М1М2. Э т о означает, что а < xiT2(a, Ь). С другой 
стороны одна точка перегиба находится во втором квадранте на дуге 
Л7Л7-2. точка перегиба с абсциссой х\(а, Ь) находится в первом квадранте 
на дуге М1М2, а точка перегиба с абсциссой Ж2(а, Ь) находится в четвер­
том квадранте на дуге М1М2, поэтому а < xi(a, b) < Х2(а, b), и последнее 
условие может быть упрощено до a < X2(a,b). 

§4. Простая кубика 

Простая кубика неособа, ее вещественная часть состоит из нечетной 
ветви с тремя точками перегиба. Она показана на рис. 0.4, где точка 
Р — одна из точек перегиба и М — произвольная регулярная точка на 
нечетной ветви. Ньютон выбирает в качестве горизонталей 9 прямых, они 
обозначены номерами 1-9 на рис. 0.4. 

Пучок прямых с центром в точке Р содержит три особенные прямые: 
прямая 1 является касательной к кубике в точке Р, 
прямая 3 является касательной к нечетной ветви в точке отличной Р, 
прямая 5 проходит через три вещественные точки перегиба кубики. 
Они делят э т о т пучок на три открытых непересекающихся отрезка 

(1, 3), (3, 5) и (5 ,1) . Горизонтали с номерами 2, 4 и 6 являются произволь­
ными прямыми, принадлежащими этим отрезкам пучка соответственно. 

Ньютон выбирает в качестве горизонталей еще три прямые, которые 
проходят через произвольную точку Л7: 

прямая 7 пересекает нечетную ветвь в точке М трансверсально и не 
пересекает кубику в других вещественных точках, 



прямая 8 является касательной к нечетной ветви в точке М, 
прямая 9 пересекает нечетную ветвь в точке М и еще в двух регуляр­

ных точках. 
Эти 9 горизонталей доставляют 9 разных ньютоновых классов кубик. 

Можно проверить, что эти 9 классов исчерпывают все ньютоновы классы, 
получающиеся из простой кубики. 

Рис. 4. Классы, доставляемые простой кубикои. 

Для выбора аффинных систем координат нам понадобятся следующие 
три прямые: 

прямая 10 проходит через две комплексно сопряженные точки касания 
двух комплексно сопряженных касательных к кубике, проходящих через 
точку перегиба Р, 

прямая 11 проходит через две комплексно сопряженные точки касания 
двух комплексно сопряженных касательных к кубике, проходящих через 
точку перегиба М, 

прямая 12 является касательной к кубике в точке М. 
В п. 4.1-4.9 выбраны следующие аффинные координаты: в п. 4.1 ось х — 

прямая 10, ось у — прямая 3; в п. 4.2-4.6 ось х — прямая 10, ось у — 
прямая 1; в п. 4.7-4.9 ось х — прямая 11, ось у — прямая 12. 

Ньютоновы и аффинные классы, доставляемые простой кубикои, пока­
заны на рис. 4. 



4.1. —у2 + Еу + Fxy + Ах3 + Вх2 + Сх + D = 0. 

Лемма 9. Если кубика имеет такое уравнение, если многочлен Ах3 + 
Bx2+Cx+D имеет три разных корня х\, x<i, жз и если две из трех прямых 
х = х\, х = Х 2 , х = жз являются касательными к кубике, то Е = F = 0, 
третья из этих прямых тоже является касательной к кубике, и D = 0. 

Доказательство. Без потери общности предположим, что ж = х\ и ж = 
Ж2 являются касательными. Дискриминант Т>2(х) = (Fx + Е)2 + 4(Ах3 + 
Bx2+Cx+D) обращается в нуль при ж = х\ и ж = Ж2, и поэтому Е = F = 0. 
Поэтому £>2(жз) = 0, и ж = жз является касательной. Согласно выбору 
аффинной системы координат одна из этих прямых есть координатная 
ось ж = 0, поэтому D = 0. • 

-
у2 = Ах [(ж — р)2 + q2], где р б М и д > 0 , и без потери общности можно 
выбрать А > 0. Прямые х = р ± qi являются комплексно сопряженными 
касательными. Преобразование (ж, у) Q ж, у) обращает уравнение 

кубики в каноническое уравнение 4.1, где а = | . 

4.2. —жу2 + Ржу + (7ж 2у + Ах3 + Рж 2 + Сх + Р = 0, где С,'2 + 1,1 < 0. 

Лемма 10. Если кубика имеет такое уравнение, если многочлен Ах3 + 
Рж 2 + Сх + Р имеет три разных корня х\, Х 2 , жз и если две из трех 
прямых х = х\, х = х,2, х = жз являются касательными к кубике, то 
F = С = 0, и третья из этих прямых тоже является касательной к 
кубике. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 9. 
— 

и так как многочлен Ах3 + Рж 2 + Сх + Р имеет только один вещественный 
— 

где А < 0, Ж1 > 0, р € R и q > 0. Преобразование (ж, у) i—>• ж, У) 

обращает его в каноническое уравнение 4.2, где а = у и Ь = | . 

— 

Лемма 11. Рели кубика имеет такое уравнение, если многочлен Вх2 + 
Сх + Р имеет два разных корня х\ и х,2 и если одна из прямых ж = х\ и 
х = х,2 является касательной к кубике, то F = 0 и вторая прямая тоже 
является касательной к кубике. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 9. 
— 

Рж 2 + Сх + D = 0 или жу 2 = В [(ж —р) 2 + q2], где р б R, q > 0, и без потери 



общности можно выбрать В < 0. Преобразование (ж, у) i—> Q ж, ~^=щ у) 
обращает его в каноническое уравнение 4.3, где а = | . 

— 
Горизонталь пересекает нечетную ветвь в точке перегиба Р и еще в двух 
регулярных вещественных точках, скажем, в М\ и М^. Точки Р, Mi и М^ 
делят нечетную ветвь на три дуги так, что дуги РМ\ и РМ^ имеют по 
одной точке перегиба. 

Лемма 12. Если кубика имеет такое уравнение, если многочлен Ах3 + 
Вх2 + Сх + D имеет один вещественный корень XQ и два комплексно 
сопряженных корня Ж2,з = р ± qi и если прямые ж = р ± qi являются 
касательными к кубике в точках (р ± qi,0), то F = G = 0 и прямая 
ж = жо является касательной к кубике. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 9. 
— 

жо)[(ж — р ) 2 + q2], где р б R q > 0 м А > 0. Преобразование (ж,у) 
(л ж> ~~7т У) обращает его в каноническое уравнение 4.4, где а = b = f. 

Кубика имеет наклонные асимптоты у = ± [ж — \(а + 26)]. Если 4а6 — 

а

2 + 4 ^ 0, т о они пересекают кубику в аффинной плоскости при ж = 
4ab-a?+4 < Каждая дуга РМ\ и PM<i имеет одну точку перегиба, это 
означает, что 6 < . 

— 
Дальнейшее изложение этого пункта аналогично п. 4.4 и доставляет ка­
ноническое уравнение 4.5 при 6 = а

4 ~ 4 . 
— 

Горизонталь пересекает нечетную ветвь в точке перегиба Р и еще в двух 
вещественных регулярных точках, скажем, в М\ и М^. Точки Р, Mi и М^ 
делят нечетную ветвь на три дуги так, что две другие точки перегиба 
находятся на дуге M\M<i- Дальнейшее изложение этого пункта аналогично 
п. 4.4 и доставляет каноническое уравнение 4.6 при 6 > а

4 ~ 4 . 
— 

Согласно выбору аффинной системы координат многочлен Ах3 + Вх2 + 
Сх + D имеет один вещественный корень, скажем, жо, и два комплекс­
но сопряженных корня, скажем, р ± qi, а прямые ж = р ± qi являются 
касательными к кубике в точках (р ± qi, 0) соответственно. 

Лемма 13. Если неособая кубика имеет такое уравнение и если прямые 
х = р ± qi являются касательными к кубике в точках (р ± qi, 0), то 

1) если G ф(), то p±qi являются корнями многочлена Gx2 + Fx + Е, 



2) если G = 0, то Е = F = 0, и кубика не принадлежит, ньютонову 
классу 4.7. 

Доказательство. 1) G ф 0. Если ж = р ± q являются касательными в 
точках (р ± qi, 0), т о дискриминант Т>2{х) = (Gx2 + Fx + Е)2 + 4х(Ах3 + 
Вх2 + Сх + D) обращается в нуль при х = p±qi. Поэтому Gx2 + Fx + Е = 

— 
2) Если G = 0, т о Е = F = 0, и кубика имеет точку перегиба в (0 : 1 : 0) 

с касательной х = 0, что невозможно. • 

— — 
жо)]. Преобразование (ж,у) i—>• ( | ж , Д у ) обращает его в каноническое 
уравнение 4.7, где « = | ; b = ^ и с = j . Условие G2 + 4А < 0 переходит 
в — < с < 0. Так к а к преобразование (ж, у) ^ (—ж, —у) не меняет ньюто­
нов и аффинный классы и действует на уравнение как (a,b) ^ (—а, —Ь), 
любая полуплоскость плоскости параметров (а, Ь) может быть выбрана 
в качестве области определения этих параметров, в частности, а б R и 
Ь^0. 

— 
Согласно выбору аффинной системы координат многочлен Ах3 + Вх2 + 
Сх + D имеет один вещественный корень, скажем, жо, и два комплекс­
но сопряженных корня, скажем, р ± qi, и прямые ж = р ± qi являются 
касательными к кубике в точках (р ± qi, 0) соответственно. 

— 

р)2 + q2][Gy + А(х — жо)]. Преобразование (ж, у) *—>• (^ж , ^ у) обращает 

его в каноническое уравнение 4.8, где а = | , Ь = ^ " ! с = ^ Т ! а € ^ и Ь ^ 0 
— 

бесконечно удаленная прямая является касательной к кубике в точке N = 
— 

бесконечно удаленную прямую во втором (соответственно в четвертом) 
квадранте. Если b = 2а, т о кубика деформируется в кубику с узлом в 
точке N. 

— 
Горизонталь пересекает кубику в точке М и еще в двух вещественных 
регулярных точках, скажем, в Mi и A7-j. и делит нечетную ветвь на три 
дуги. Пусть для определенности точки M i и A7-j обозначены так, что 
в выбранной аффинной системе координат дуга ММ\ не имеет точек 
перегиба, дуга М AI-j имеет одну точку перегиба, а дуга Л7 ( AI-j имеет две 
точки перегиба. 



Согласно выбору аффинной системы координат многочлен Ах3 + Вх2 + 
Сх + D имеет один вещественный корень, скажем, жо, И два комплексно 
сопряженных корня, скажем, р ± qi, и прямые х = p±qi являются каса­
тельными в точках (p±qi,0). 

— — 
жо)]- Преобразование (ж,у) i—>• ( | ж , Д у ) обращает его в каноническое 

уравнение 4.9, где а = | , Ь = ^ , с = ^ - , а € М и Ь > 0 (см. п. 4.7). При 
6 = 0 кубика имеет овал и не принадлежит ньютонову классу 4.9. Условие 

— 
двух точек перегиба, поэтому с > 0. 

Каноническое уравнение 4.9 является квадратным по у и имеет дис­
криминант 

V2{x) = с[{х — а)2 + 1][(с + 4)ж 2 — 2(ас + 26)ж + с ( а 2 + 1 ) ] . 

Кубика имеет четыре касательные параллельные оси у: комплексно сопря­
женные касательные ж = a±i, и если V\(c) = (ас — 26) 2 — с ( с + 4 ) ( а 2 + 1 ) > 0 
и ас — 26 > 0, т.е. если д/с(с + 4 ) ( а 2 + 1) < ас — 26, т о две вещественные 

касательные ж = x\2(ai 6, с) = ac+2b^^/v_l^L к дугам М2М3 и М1М3 соот­
ветственно. Если T>i(c) = 0, т о эти дуги сливаются в узле, поэтому 

0 < с < 2 [ ~ 2 

Кубика имеет наклонные асимптоты у = а,\^х + /3^2, где 

а(с + 2) + I 

ar - ah + 1 + ^ ( а 2 - ab + l ) 2 + б 2 

с ± V c 2 + 4с 
« 1 , 2 = 7, и Р 1 , 2 a ± 

Vc 2 + 4с 

Подстановка у = a i ^ + ^ i ^ в каноническое уравнение 4.9 дает абсцис­
сы точек пересечения этих асимптот с кубикои 

— 
Ж1 ) 2(а, 6, с) — — — 

соответственно. Точки перегиба находятся на дуге М1М2, согда обе асим­
птоты пересекают дугу М1М2 (ср. п. 3.12). Э т о означает, что х\(а, 6, с) < 
х,\^(а, 6, с ) . С другой стороны две точки перегиба находятся в первом ква­
дранте на дугах ММ2 и М1М2 и одна точка перегиба в четвертом ква­
дранте на дуге М1М2, поэтому х\(а, 6, с) < Ж1(а, 6, с) < Ж2(а, 6, с ) , и усло­
вие из предыдущего предложения может быть упрощено до х\(а, 6, с) < 
ж 2 (а , 6, с ) . 



§5. Кубика с овалом 

Вещественная часть проективной кубики с овалом состоит из овала и 
нечетной ветви с тремя точками перегиба. Она показана на рис. 0.5, где 
Р — одна из точек перегиба, а М — произвольная регулярная точка на 
нечетной ветви. Ньютон выбирает в качестве горизонталей 15 прямых, 
они обозначены номерами 1 15 на рис. 0.5. 

Пучок прямых с центром в точке Р содержит пять особенных прямых: 
прямая 1 является касательной в точке перегиба Р, 
прямые 3 и 5 являются касательными к овалу, 
прямая 7 является касательной к нечетной ветви в точке, отличной 

от Р, 
прямая 9 проходит через три вещественные точки перегиба. 
Они делят э т о т пучок на пять открытых непересекающихся отрезков 

(1,3), (3 ,5) , (5 ,7) , (7,9) и (9 ,1) . Горизонтали с номерами 2, 4, 6, 8, и 10 
являются произвольными прямыми, принадлежащими этим отрезкам пуч­
ка соответственно. 

Ньютон выбирает в качестве горизонталей еще пять прямых, которые 
проходят через точку М: 

прямая 11 не пересекает кубику в других вещественных точках, 
прямая 12 является одной из касательных к овалу в точке Q (см. рис. 0.5), 
прямая 13 пересекает овал в двух точках, 
прямая 14 является касательной к нечетной ветви в точке, отличной 

от М , 
прямая 15 пересекает кубику в еще в двух регулярных точках Mi и М2, 

лежащих на нечетной ветви. 
Эти 15 горизонталей доставляют 15 разных ньютоновых классов ку­

бик. Можно проверить, что эти 15 классов исчерпывают все ньютоновы 
классы, получающиеся из кубики с овалом. 

Для выбора аффинных систем координат нам понадобятся следующие 
четыре прямые: прямая 16 проходит через точки касания прямых 3 и 5 с 
овалом, 

прямая 17 проходит через точку касания прямой 3 с овалом и точку 
касания прямой 5 с нечетной ветвью, 

прямая 18 проходит через точки касания касательных к овалу, прове­
денных из точки М , 

прямая 19 является касательной к нечетной ветви в точке М. 
В п. 5.1 5 . 1 5 выбраны следующие аффинные координаты: в п. 5.1 ось х — 

прямая 16, ось у — прямая 7; в п. 5.2-5.10 ось х — прямая 16, ось у — 
прямая 1; в п. 5.11-5.15 ось х — прямая 18, ось у — прямая 19. 



Ньютоновы и аффинные классы, доставляемые кубикои с овалом, по­
казаны на рис. 5. 

5.1. —y2+Ey+Fxy+Ax3+Bx2+Cx+D = 0. По лемме 9E = F = D = 0, 
и уравнение может быть записано в виде у2 = Ах(х — х\)(х — Ж2), где 
величины x\j Х27 —А имеют один и т о т же м а к . Преобразование (ж, у) — 

х. %2 ~~7 Х2Л/—АХ2 

^ > 1. 
у) обращает его в каноническое уравнение 5.1, где а 
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Рис. 5. Классы, доставляемые кубикои с овалом. 
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Пусть для определенности |жз| < \х%\ < \х\\. Преобразование (ж, у) >—> 
( — -?-ж, т=? У ) обращает уравнение в каноническое уравнение 5.2, 

где а = — и b = —. 

5.3. —жу2 + Ржу + Рж 2 + Сх + D = 0. По лемме 11 F = 0, и уравнение 
может быть записано в виде жу 2 = Р(ж — х\)(х — жг), где величины Р , 
Ж1, Ж2 имеют один и т о т же знак. Пусть для определенности |жг| < |a;i|. 
Преобразование (ж, у) i—>• ( — ^ - ж, - / g j j у) обращает это уравнение в ка­
ноническое уравнение 5.3, где а = f 1 > 1. 

— 
По лемме 10 Р = G = 0, и уравнение может быть записано в виде 

— — — 
один и т о т же знак, а третий имеет противоположный знак. С точностью 
до симметрии ж ^ —ж можно выбрать х\ < жз < 0 < Ж2- Преобразова­
ние (ж, у) I—>• ( — ^-ж, ~ ж ^/-4 у) обращает это уравнение в каноническое 
уравнение 5.4, где а = Щ - > 1 и Ь = — ^ > 0. Кубика имеет наклонные 
асимптоты у = ± (ж — 

— 
— — 

тивоположные знаки. Пусть для определенности нечетная ветвь проходит 
через точку (ж!,0), а овал проходит через точку (ж2 ,0 ) . Такой выбор вле­
чет Р ж 1 < 0. Преобразование (ж, у) i—>• ( — ^ - ж, ^/}Вх1 у) обращает это 
уравнение в каноническое уравнение 5.5, где а = — ̂  > 0. 

— 
По лемме 10 Р = G = 0, и уравнение может быть записано в виде жу 2 = 

— — — 
Ж2 и жз, имеют один и т о т же знак, и при этом точки (ж2,0) и (жз,0) 
лежат на овале, а х\ имеет противоположный знак, и при этом точка 

| | | | 

Преобразование (ж, у) i—>• ( — ^-ж, — Х1^гд У) обращает это уравнение в 

каноническое уравнение 5.6, где а = — | ^ > 0 и Ь = — > а¬ 

— 
— — 

| | | | 
зование (ж, у) i—>• ж, у) обращает это уравнение в каноническое 

уравнение 5.7, где а = f 2 > 1. 

— 
Горизонталь пересекает нечетную ветвь в точке перегиба Р и еще в двух 



регулярных точках, скажем, в M i и Л-/-_>. Точки Р, M i , Л-/-_> делят нечет­
ную ветвь на три дуги так, что дуги P M i и Р М-> имеют по одной точке 
перегиба, а дуга М 1 М 2 не имеет точек перегиба. 

По лемме 10 Р = G = 0, и уравнение может быть записано в виде 
— — — 

| | | | | | 
зование (ж, у) i—>• ( ^ ж , ^ \^ у) обращает это уравнение в каноническое 

уравнение 5.8, где а = Ь = ^ | и 0 < а < 1 < 6 . 

Кубика имеет наклонные асимптоты у = ± ( ж — а + 2 + 1 ) -
Подстановка этого выражение вместо у в каноническое уравнение по¬ 

— — 

асимптот с кубикои. 
Точки перегиба находятся по одной на дугах РМ\ и РМ->. согда точки 

пересечения наклонных асимптот с кубикои лежат на дугах P M i и Р М->. 
и согда Ь > (у/а + I ) 2 . 

— 
Дальнейшее изложение этого пункта аналогично п. 5.8 и доставляет ка­
ноническое уравнение 5.9 при условии Ь = (у/а, + I ) 2 . 

— 
Горизонталь пересекает нечетную ветвь в точке перегиба Р и еще в двух 
регулярных точках, скажем, в M i и Л-/-_>. Точки Р, M i , М2 делят нечет­
ную ветвь на три дуги так, что дуга М\М2 имеет две точки перегиба. 
Дальнейшее изложение этого пункта аналогично п. 5.8 и доставляет ка­
ноническое уравнение 5.10 при условии Ь < (у/а + 1) . 

— 
Согласно выбору аффинной системы координат многочлен Ах3 + Рж 2 + 
Сх + Р имеет три вещественных корня, скажем, жо, Ж1, хч- Пусть для 
определенности ж = Ж1 и ж = Ж2 являются касательными к овалу в точках 
(ж!,0) и (ж2,0) , а (жо,0) есть точка пересечения нечетной ветви с осью ж. 
Корни Ж1 и Ж2 имеют один и т о т же знак. Пусть для определенности 
| | | | 
П О Л О Ж И Т е Л Ь Н Ы , Т О Жо < Ж1 < Ж2-

Лемма 14. Если неособая кубика имеет такое уравнение и если прямые 
х = х,\ и х = Ж2 являются касательными к овалу в точках (х\, 0) и (жг, 0) , 
то 

1) если G ф 0, то х,\ и x<i являются корнями многочлена Gx2 + Рж + Е, 
2) если G = 0, то кубика не принадлежит ньютонову классу 5.11. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 13. 



По лемме 14 уравнение кубики может быть записано в виде жу 2 = (ж — 
Х])(х — x,2)[Gy + А(х — жо)]- Преобразование (ж,у) \—> ( — ^-ж, —^^у) 
обращает это уравнение в каноническое уравнение 5.11, где а = f 2 > 1, 

Ь = > - 1 , с = Условие G2 + АА < О переходит в - 4 < с < 0. 
— — 
— — — 

классу 5.11, но ее расположение противоречит выбору аффинной системы 
координат относительно расположения точек перегиба на дугах нечетной 
ветви. 

— 
имеет два вещественных корня, скажем, жо и х\. Пусть ж = х\ является 
касательной к овалу. 

Лемма 15. Если неособая кубика имеет такое уравнение и если прямая 
х = х\ является касательной к кубике в точке (ж! ,0) ; то 

1) если F ф (), то х\ является корнем многочлена Fx + Е, 
2) если F = 0, то кубика не принадлежит ньютонову классу 5.12. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 13. 
— 

x\)[Fy + В(х — жо)]. Преобразование (ж,у) *—>• ( — ̂ -ж, — -g^y) обращает 

это уравнение в каноническое уравнение 5.12, где а = > 0 и Ь = 
— — 

тонову классу 5.12, но ее расположение противоречит выбору аффинной 
системы координат относительно расположения точек перегиба на дугах 
нечетной ветви. 

— 
Точки пересечения кубики с остью ж являются корнями многочлена Ах3 + 
Вх2 + Сх + D , причем два из них, скажем, х\ и Ж2, находятся на овале, а 
третий корень, скажем, жо, находится на нечетной ветви. Прямые ж = х\ 
и ж = i 2 являются касательными к овалу в точках (ж!,0) и (ж2 ,0 ) . Корни 
х\ и Ж2 имеют противоположные знаки, а корень жо находится между 
ними. Пусть для определенности х\ < XQ < хч-

— 
Х])(х — x,2)[Gy + А(х — жо)]- Преобразование (ж,у) \—> ( — ^-ж, — -£^у) 
обращает это уравнение в каноническое уравнение 5.13, где а = —f2-, 

Ь = - ш , с = а > 0, - 1 < Ь < а. 
— 

является особой, либо ее расположение противоречит выбору аффинной 
системы координат относительно расположения точек перегиба на дугах 



— 
— 

координат относительно расположения точек перегиба на дугах нечетной 
ветви. 

— 
Дальнейшее изложение этого пункта аналогично п. 5.11 с небольшими 

— 
— 

— 
— 

Горизонталь пересекает нечетную ветвь в точке М и еще в двух регуляр­
ных точках, скажем, в М\ и Л-/-_>. и делит кубику на три дуги. Пусть для 
определенности точки М\ и М2 обозначены так, что в выбранной аффин­
ной системе координат дуга ММ\ не имеет точек перегиба, дуга ММ2 

имеет одну точку перегиба, а М\М2 имеет две точки перегиба. 
Абсциссы точек пересечения оси ж с кубикои являются корнями много­

члена Ах3 + Вх2 + Сх + D , два из них, скажем, х\ и Ж2, находятся на овале, 
а третий, скажем, жо, находится на дуге М\М2. Прямые х = х\ и х = x<i 
являются касательными к овалу в точках (х\, 0) и (жг, 0) . Корни XQ, х\, X<I 
имеют один и т о т же знак. Пусть для определенности |a;i| < < |#о|-

— 
Х])(х—X2)[Gy + A(x—XQ)}. Преобразование (ж,у) *—>• (-^х, ~^у) обращает 

это уравнение в каноническое уравнение 5.15, где о = b = с = Щ¬ 
и 0 < о < 1 < 6. 

— 
кубики противоречит выбору аффинной системы координат относитель­
но расположения точек перегиба на дугах нечетной ветви, поэтому с > 0. 

Каноническое уравнение 5.15 является квадратным по у и имеет дис­
криминант 

Т>2{х) = с(х — а) (ж — 1){(с + 4)ж 2 — [с(а + 1) + 4Ь)]ж + ас}. 

Кубика имеет четыре касательные параллельные оси у: две касательные 
1 0 F Г. \ с(а+1)+46±л/1Мс) ж = а и ж = 1 к овалу и две касательные ж = XI2(a, О, с) = 2(с+4) 

к дугам М\М2 и ММ2 соответственно, где 

Vx{c) = [ с(а + 1 ) + 4 Ь ) ] 2 — 4ас(с + 4) = [с(а — 1) + 4Ь ] 2 + 16с{Ь — а) > 0 . 

Кубика имеет наклонные асимптоты у = а,\^х + /3^2, где 

с ± \/с2 + 4с . c\b + (а + l)(ai 2 + 1)1 
« 1 , 2 = г , 01,2 = • 

— 



Подстановка у = а\^х + в каноническое уравнение доставляет аб­
сциссы 

— 

Х\ 9(а, О, С) = Г " : ; — гт 

' 01,2 ~ c [ « ( « i , 2 + 1) - (а + 1)(/?1,2 - Ъ)] 
точек пересечения кубики с наклонными асимптотами соответственно. 
Дуга М\М2 имеет две точки перегиба, согда обе наклонные асимпто­
т ы пересекают дугу М\М2 (ср. с п. 3.12). Э т о означает, что х\(а,Ь,с) < 
#1,2(0, Ь, с ) . С другой стороны две точки перегиба находятся в первом 
квадранте по одной на дугах ММ2 и М1М2, а третья точка перегиба 
находится в четвертом квадранте на дуге M\M<i, поэтому x\{(i,b,c) < 
х,\(а, b, с) < Х2(а, b, с ) , и условие из предыдущего предложения может быть 
упрощено до Х2(а, Ь, с) > х\(а, Ь, с ) . 
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