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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ. I 

РОЗОНОЭР Л. И., ЦИРЛИН А. М. 

(Москва) 

Рассматриваются задачи оптимального управления термодинамиче­
скими системами. В отличи© от классических задач термодинамики 
о максимальной работе и об оптимальных термодинамических циклах, 
оптимум отыскивается среди необратимых процессов с фиксированным 
временем и конечной мощностью. Приводятся уравнения управляемых 
термодинамических процессов и обсуждаются некоторые их свойства. 

1. Введение 

Организация термодинамических процессов, обеспечивающих макси­
мальную при заданных условиях механическую работу, является одним 
из центральных вопросов термодинамики, который, как известно, лег в ос­
нову развития этой науки, начиная с работы С. Карно (см., например, 
[1]) . Классический результат термодинамики, относящийся к максималь­
ной работе (или к максимальному КПД для циклического процесса), за­
ключается в утверждении, что оптимальный процесс должен идти без воз­
растания энтропии системы. Это означает, что в оптимальном процессе 
теплопередача должна происходить при сколь угодно малой разнице тем­
ператур, и, следовательно, для передачи конечного количества тепла и 
производства конечной работы требуется бесконечно большое время. Сред­
няя мощность процесса при этом оказывается равной нулю. Отсюда есте­
ственно возникает задача отыскания оптимального процесса, имеющего 
фиксированную продолжительность и соответственно ненулевую среднюю 
мощность. Эта задача выходит за рамки равновесной термодинамики, так 
как оптимум должен отыскиваться среди необратимых процессов. Однако 
задача может быть поставлена в предположении, что термодинамическая 
система состоит из равновесных подсистем (не находящихся, вообще го­
воря, в равновесии друг с другом), а закон теплопередачи между подси­
стемами задан. Такая постановка вполне достаточна для всех технических 
приложений. 

Литература, касающаяся оптимального управления термодинамиче­
скими процессами, сравнительно невелика. На то обстоятельство, что за­
дача о максимальной работе является специфической задачей оптималь­
ного управления, указано в [2] . Задачи об оптимальных термодинамиче­
ских циклах с конечной мощностью для линейных законов теплопередачи 
рассматривались в [3—8]. В [3] была решена задача о цикле максималь­
ной мощности в предположении, что структура цикла («две изотермы и 
две адиабаты») задана. В [6] для определения структуры оптимальных 
циклов были использованы методы теории оптимального управления 
(принцип максимума). 

В настоящей работе задача об оптимальных термодинамических про­
цессах ставится в общем виде и рассматривается с самого начала как за­
дача оптимального управления *. Работа публикуется в виде трех статей. 
В первой статье приводятся уравнения управляемых термодинамических 
процессов и рассматриваются некоторые их свойства. Во второй статье 
решена серия простых задач о максимальной работе, получаемой в термо-

1 Работа содержит развернутое и дополненное изложение доклада авторов на 
VIII Всесоюзном совещании по проблемам управления [9]. . 
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динамическом процессе за конечное время. В третьей статье рассмотрены 
оптимальные (прямые и обратные) термодинамические циклы с конечной 
мощностью. 

В статье рассмотрены лишь процессы, в которых отсутствуют химиче­
ские реакции и массообмен между подсистемами, не рассмотрены и случаи, 
когда, наряду с термодинамическими, система имеет и механические сте­
пени свободы. Соответствующие обобщения в постановке задачи могут 
быть произведены без особого труда. Аналогичные задачи могут быть сфор­
мулированы также в рамках обобщенной модели обмена ресурсами [2]. 

2. Термодинамический процесс как управляемая система 
Рассмотрим сначала описание отдельной однокомпонентной равновес­

ной системы. Состояние подобной системы характеризуется, как известно, 
набором таких величин, как объем V, внутренняя энергия Е, энтропия S, 
температура Т, давление р1 среди которых лишь две являются независи­
мыми. Выбор этих двух независимых величин произволен2 и диктуется 
соображениями удобства. Если, например, в качестве независимых вы­
браны энергия и объем, то 
(1) S-S(E,V), Г - 1 / Ц , , - г Ц . 

Для идеального газа с постоянной теплоемкостью cv имеем, например, 

(la) S=cviiiE+RlnV, Т = — , р=Т — , 
cv V 

где R — константа. 
Если независимыми переменными выбраны объем и энтропия, то 

<2) M t t n , , _ , « , , _ _ « . 

Каждую из зависимостей, выражающую один из параметров состояния 
через два других, будем называть уравнением состояния, а правые части 
этих зависимостей — функциями состояния. В дальнейшем предполага­
ется 3, что функции состояния обладают следующими свойствами: 
1) функция S(E, V) является строго вогнутой, a E(S, V) —строго вы­
пуклой функций своих переменных; 2) 7>0 , Т>0, р>0; 3) выполняются 
следующие условия монотонности функции Т (S, V): а) при изменении 
величины S от некоторого значения 5МИН до °° (при F=const), величина 
T(S, V) монотонно возрастает от 0 до <»; б) при изменении величины V 
от 0 до °о (при JS—const), величина T(S, V) монотонно убывает от *> 
до 0. 

Если система получает поток тепла, равный q, то 
(3) $=q/T9 

(4) E=q-pV. 

Уравнения (3) и (4) легко следуют одно из другого с учетом соотно­
шений (1) и (2). Величины 

N=pV, A~j PPdt 

представляют собой соответственно мощность и механическую работу, 
произведенную системой за время t. 

При задании q(t) и V(t) приведенные соотношения определяют пове­
дение системы (т. е. зависимость от времени переменных состояния). Од-

2 За исключением особых случаев, когда Т и р - константы. Такие особые слу­
чаи в дальнейшем специально оговариваются. 

3 За исключением случаев, отмеченных в предыдущей сноске. 
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(6) q(T,T') 

нако тепловой поток q обычно не задают непосредственно, а определяют 
условиями на границе системы. Если система находится в тепловом кон­
такте с другой системой, имеющей температуру Т'г то 
(5) д=д(Т,Г). 

Функция q{Г, Т') обладает следующим свойством: 
( > 0 при Г > Г , 

=0 при Г = Г , 
<() при Г < Г , 

т.е. тепло передается от горячих тел к холодным. В дальнейшем предпо­
лагается, что законы теплопередачи q (T, Т') являются достаточно глад­
кими и монотонными по Г и Г (тепловой поток растет с ростом Тг 

и уменьшением Т). В технических расчетах часто используют линейный 
закон теплопередачи вида 
(6а) \q(T,T')=K(T'-T), 
где К — константа (коэффициент теплопередачи). 

Рассмотрим теплоизолированную систему, состоящую из п равновес­
ных подсистем. Тепловые потоки в систему и из нее отсутствуют, а теп­
лообмен может осуществляться только между подсистемами. Индексом i 
будем отмечать величины, относящиеся к i-й подсистеме. Если £-я и к-я 
подсистемы находятся в тепловом контакте, то тепловой поток qih от к-ж 
подсистемы к г-й задается законом теплопередачи 
(7) ?ft==g*(r«, Tk). 

Если системы £, к не находятся в тепловом контакте, то gife=0. В силу 
закона сохранения энергии 
(8) qik=—qM. 

Принимая во внимание аддитивность тепловых потоков, в соответствии 
с (3) можно написать 

(9) 
А _ п_ 

^i=Y,£i
qihiTi'Tk)'i^n-

Здесь и далее для упрощения записи суммирование производится по 
всем индексам, но полагается gu—0. 

Если температуры Тг выразить через Vi и Si в соответствии с (2) и 
подставить в (9), то при заданных функциях Vi(t) получим замкнутую 
систему дифференциальных уравнений для определения функций Si(t), 
i=i, п. Величины Ei(t), Ti(t), Pi(t) определяются через Vi(t), Si(i) из 
соотношений вида (2). Таким образом, уравнения (9) вместе с соотноше­
ниями (2) задают управляемую систему, в которой роль управляющих 
воздействий играют объемы подсистем Vi{t), а роль фазовых координат — 
энтропии подсистем Si(t). Кроме естественных ограничений Vi(t)>01 мно­
жество допустимых управлений может быть охарактеризовано егце неко­
торыми условиями, например условием постоянства суммарного объема 
системы 

YiVi(t)== const 

Наличие подобных ограничений свидетельствует о существовании ме­
ханического контакта между подсистемами \ Примером может служить 
цилиндр с газом, разделенный на два объема подвижным поршнем. 

4 Механический контакт - наличие общих подвижных перегородок между под­
системами. Если при этом объемы подсистем можно изменять независимо, то меха­
нические контакты не сказываются на приведенных уравнениях. Поэтому суще­
ствен не сам факт контакта, а лишь необходимость учета совместных ограничений 
на объемы. 
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Существует также возможность управления термодинамическими си­
стемами за счет установления или нарушения тепловых контактов. Урав­
нения процесса перепишутся в этом случае в форме 

\ _ п_ 
(Ю) £ = — ^ M 0 < ? * ( V J , * - М , 

в которой управление uih(t) может принимать лишь два значения: 0 при 
отсутствии и 1 при наличии теплового контакта между i-я и &-й подсисте­
мами (Uik = Uhi). 

Если изменением управляющих переменных Vi(t) можно обращать 
тепловые потоки #«(£) в нуль в любые моменты времени t, то во введе­
нии дополнительных управлений uih нет необходимости, так как равен­
ство теплового потока нулю эквивалентно отсутствию теплового контакта. 

В силу уравнений (9) и (10) суммарная энтропия теплоизолированной 
системы не убывает, так как с учетом (8) 

b-£*<--j£°*q*(TM(±-L) 
• h г = 1 г , & = 1 

Это выражение в силу свойств законов теплопередачи (6) неотрица­
тельно. 

В тех случаях, когда система не является теплоизолированной в тече­
ние всего процесса, а может находиться в контакте с «источником», имею­
щем постоянные температуру Ги и давление Рж (термо- и баростатом), 
иногда бывает удобно включить источник в систему в качестве одной из 
подсистем, а совокупную систему рассматривать как теплоизолированную. 
Энтропию источника следует при этом задать формулой 

(И) S.-±E.+ £.V.. 
J- ж J- и 

Подчеркнем, что функция (11) не удовлетворяет условиям, которые 
были наложены выше на функции состояния «обычных» систем. 

При постановке задач оптимального управления термодинамическими 
системами особый интерес представляют «энергетические» критерии опти­
мальности, характеризующие предельные возможности получения работы. 
Типичной является задача о максимальной работе 

(12) A^JYPtVtdt, 

произведенной системой за фиксированное время I. Используя соотноше­
ние (4) для каждой из подсистем, имеем 

п 

(13) Ё<= ̂  qih (Г,, Тк) - Л П *=ТЯ 

Суммируя эти выражения с учетом (8), суммарную работу можно 
представить в виде 

4=£(ВД)-ВД)), 

отражающем закон сохранения энергии в теплоизолированной системе. 
Если начальные состояния подсистем фиксированы, то максимуму работы 
соответствует минимум функционала 

п 

(14) Я-££,(&(«), Ff(*)), 
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где Ei(Si, Vi) — функция состояния (2). В тех случаях, когда система 
включает наряду с «обычными» подсистемами источники, из-за особенно­
стей функции состояния (11) иногда бывает удобно представлять крите­
рий оптимальности в иных формах. 

3. Математические особенности простейших задач управления 
термодинамическими процессами 

При решении оптимизационных задач управления термодинамически­
ми процессами естественно попытаться воспользоваться спецификой их 
уравнений. При наличии произвольных ограничений на протекание про­
цесса получение каких-либо общих результатов вряд ли возможно — каж­
дая конкретная задача должна рассматриваться отдельно с применением 
соответствующих методов теории оптимального управления (включая вы­
числительные методы). Рассмотрим, однако, класс задач, в которых на 
функции Vi{t), определяющие зависимость объемов подсистем от време­
ни, не наложено никаких ограничений, кроме требования кусочной непре­
рывности и условия Vi(t)>0 (скорости изменения объемов не ограничи­
ваются, так что функции Vi(t) могут терпеть разрывы). Для таких задач 
специфика уравнений движения (9) и уравнений состояния (2) позволяет 
получить ряд общих результатов. В этом случае в качестве управляющих 
воздействий могут быть рассмотрены непосредственно температуры Ti(t). 
Это легко следует из свойства 36) функции состояния Т (5, V). При та­
ком выборе управляющих воздействий правые части уравнений движе­
ния (9) не зависят от фазовых координат £*, и оптимизационная задача 
приводится к простейшему типу так называемых ляпуновских задач 
(см., например, [10]) или, по терминологии, принятой в технической ли­
тературе, усредненных зада-I (см., например, [11, 12]). Это и позволяет в 
целом ряде физически и технически интересных случаев получить полное 
решение оптимизационной задачи. В дальнейшем только такие задачи и 
рассматриваются. • ' • • • ' , 

Подчеркнем, что и в тех случаях, когда на протекание процессов нало­
жены дополнительные ограничения (например, ограничения на скорости 
изменения объемов), получаемые без учета таких ограничений решения 
дают полезные верхние оценки эффективности, существенно уточняющие 
классические термодинамические оценки. 

Возможность выбора в качестве управляющих воздействий непосредст­
венно температур Ti(t) позволяет легко учесть температурные ограниче­
ния на ход термодинамического процесса. Заметим, что разрывам функ­
ций Ti(t) физически соответствуют «мгновенные» адиабатические изме­
нения объемов Vi(t), поскольку функции Si(t) непрерывны. Разрывы 
функций Ti(t) могут происходить и на концах отрезка [0, t], когда гра­
ничные значения 7\(0) и Ti(t) заданы и не совпадают с пределами Ti{t) 
при t-^О и t-+t. Оптимальное управление T{(t) определяется на открытом 
интервале (0, I) и не зависит от задания граничных значений 7V(Q) и Ti(t). 
Если оптимальные законы 7\(£), Si(t) изменения температур и энтропии 
подсистем найдены, то законы изменения остальных величин Vi(t), Pi(t), 
Ei(t) могут быть определены из уравнений состояния. В техническом от­
ношении важно то, что зависимость правых частей уравнений движения 
от Ti определяется лишь законами теплопередачи. Поэтому если и кри­
терии оптимальности можно представить в форме, не зависящей от вида 
уравнений состояния, то оптимальные законы изменения переменных уп­
равления Ti{t) и состояния Si(t) также не зависят от уравнений состоя­
ния, а определяются лишь законами теплопередачи. Это обстоятельство 
лежит, в частности, в основе того, что классические оптимальные термо­
динамические циклы в переменных У, S «универсальны» (т. .е. не зави­
сят от уравнений состояния рабочего тела). 

Приведем необходимые для дальнейшего сведения из теории усред­
ненных оптимизационных задач [10—12]. Рассмотрим оптимизационнзпю 
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задачу вида 

fo(u(t))dt-+ min, 

(15) 

Xi=fi(u(t)), Xi(0)=Xi0; Xi(t)=xu *=1, Щ u(t)^U, 
где xi -г- фазовые координаты, a u(t) =^(ui(t),..., ur(t)) — управление. Эта 
задача приводится к виду усредненной задачи 

(16) /о(и(*))-*тш, ' fi(u(t))=*J{, i^TTn, u(t)*=U, 
где yi=(xi—Xi°)/t, а черта означает среднее по времени. Специальным слу­
чаем задачи (16) является задача вида 

(17) /(z(O)-^min, z\i)=^h i=$7n,' z(i)<=G, 
где z=(Zi, . . . , zn). Задачу (16) можно свести к виду (17), переходя к но­
вым управлениям Zi(t)=fi(u(t)). Для этого определим множество G тех 
значений z==(z1,..., zn), zi=fi(u)J которые являются образами значений 
w=U: 

G=*{z: Zi=fi(u), i = l , гг; u^U). 
Для каждого zsG определим значение функции /(z) как оптимальное 

по и значение функции fo(u) в задаче 

(18) /0(tt)->min, fi(u)=Zi, i= l , тг, тлс=С/. 
Если обозначить через w(z) оптимальное значение и, то /(z)=/0(w(z)). 

Заметим, что в том случае, когда система уравнений fi(u)—Zi, £=1, п 
однозначно разрешима относительно и (при ZZEG), U(Z) есть просто ре­
шение этой системы. Определенные таким образом множество G и функ­
ция f(z) формируют задачу (17). Как нетрудно видеть, оптимальное уп­
равление u*(t) в задаче (16) получается из оптимального управления z*(t) 
в задаче (17) по формуле u*{t)=u(z*{t)). Далее всегда будем сводить 
усредненные задачи (16) (и, следовательно, исходные (15)) к специаль­
ному виду (17). Поэтому ниже без ограничения общности рассматрива­
ются лишь усредненные задачи вида (17). 

Исходной в теории усредненных задач является лемма А. А. Ляпунова, 
в соответствии с которой множество DaR\ образованное точками 
и?=(и?!,..., Wi) с координатами wk=4ph(u(t)), &=1, I при всевозможных 
кусочно-непрерывных функциях u{t), принимающих значения из множе­
ства £7, является выпуклой оболочкой множества D^R1, образованного 
точками z=(zu . . . , Zi) с координатами zk-=^yk{u) при всевозможных значе­
ниях we U. Известная теорема К. Каратеодори утверждает, что каждая 
точка выпуклой оболочки D множества DczR1 может быть представлена 
выпуклой комбинацией не более чем 1+1 точек, принадлежащих D. При­
менение леммы А. А. Ляпунова и теоремы К. Каратеодори позволяет све­
сти усредненную задачу (17) к следующей задаче нелинейного програм­
мирования: 

(19а) ^ Ъ-/(2 ' ) -+тт, 
3=1 

п+1 п+1 

(196) £ Ъ4=у, £ ъ=1; ъ>0, г!ев. 
3=1 3=1 

Минимум в (19а) берется по наборам чисел у,- и векторов zj—(zi\... 
. . . , zn

3), / = 1 , п+1, удовлетворяющие ограничениям (196), где у= 
— {уи • • • ,Уп). Оптимальные значения величин yh zj имеют следующий 
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смысл: оптимальное управление z*(t) в усредненной задаче (17) может 
принимать не более п+1 значений z\ . . . , zn+1, причем доля времени, в те­
чение которого z*(t) принимает значение z\ равна "ft. Оптимальное уп­
равление в усредненной задаче неединственно, поскольку значение функ­
ционала не зависит от последовательности, в которой управление прини­
мает значения z\ Очевидно, совершенно аналогичные выводы могут быть 
сделаны и применительно к задачам вида (16) и (15). 

При решении конкретных задач важно заранее знать число т (не боль­
шее п+1) значений, которые может принимать оптимальное управление, 
т. е. знать число отличных от нуля величин "ft. Оставшаяся часть раздела 
посвящена формулировке утверждений, позволяющих в ряде случаев от­
вечать на этот вопрос. 

Утверждение 1. Пусть множество G выпукло, а функция f(z) выпукла 
вниз на'6г. Тогда если y^G, то 7тг=1, и оптимальное управление z*(t)=y 
постоянно на (0, t). 

Очевидно, в условиях утверждения 1 оптимальное управление сущест­
вует тогда и только тогда, когда y^G. В общем же случае задачи (17) 
необходимым условием существования оптимального управления является 
принадлежность у выпуклой оболочке множества G, что в дальнейшем и 
предполагается. 

Перенумеруем отличные от нуля значения "ft индексами / = 1 , т^, так 
что ^ = 0 при j>m. Назовем значения zj, / = 1 , m базовыми значениями 
оптимального управления или базовыми точками задачи (17). Выпуклая 
оболочка множества {z\..., zm} образует симплекс К(у). Обозначение 
К (у) содержит указание на зависимость базовых точек от параметров 
(г/ь . . ., уп) в ограничениях задачи (17), так что вершины симплекса 
Щу) ~ базовые точки задачи (17) при заданном значении y^Rn. Для 
определения числа m базовых точек оказывается полезной следующая 
теорема 5. 

Теорема. Пусть а, Ъ — две точки из Rn. Тогда, если Ь<^К(а), то множе­
ство вершин симплекса К{Ъ) есть подмножество вершин симплекса К(а). 

Замечание. Вершины симплекса К(Ь) являются теми из вершин симп­
лекса К (а), выпуклая комбинация (с ненулевыми коэффициентами) ко­
торых дает точку Ъ. Поэтому если точка Ъ принадлежит внутренности 
симплекса К (а), то множество вершин симплексов К{Ь) и К (а) совпадает 
и К(Ъ)—К{а). Если же точка Ъ принадлежит границе симплекса К{а), 
то К{Ъ) является симплексом меньшей размерности и K(b)czK(a). В обо­
их случаях мимимальное значение функционала в задаче (17) при у=Ъ 

равно Л l*>jf(zj), где z\ f=*l,m —вершины симплекса К (а), а числа \ij, 
3=1 

m 

/—1, m ( [х^О, У fXj=l 1) суть коэффициенты выпуклой комбинации 

m 

Следствие. Пусть функция f(z) определена и строго выпукла на вы­
пуклой оболочке множества G. Тогда, если y&G, то симплекс К (у) не со­
держит точек из G, отличных от своих вершин. 

Утверждение 2. Пусть множество G замкнуто и является объединени­
ем I выпуклых множеств Gu..., Gh а функция f(z) определена и строго 
выпукла на выпуклой оболочке множества G. Тогда, если y<£G, то каж­
дое множество Gh, 7с=1, I Содержит не более одной базовой точки и m^l; 
кроме того, все базовые точки принадлежат границе множества G. 

5 Авторам не удалось найти в литературе утверждения, аналогичного этой тео­
реме. Поэтому ее доказательство приведено в приложении. 
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В последующей части статьи понадобится некоторое ослабление уело 
вий утверждения 2 — з случае, когда функция f(z) выпукла не строго. 

Утверждение 3. Пусть множество G имеет то же строение, что и в ут­
верждении 2, функция f(z) выпукла (не обязательно строго) на выпук­
лой оболочке множества G, для любых vh^Gh, &=1, I и при любых коэф-

i 

фициентах Kk>0, \ ЛА=1, хотя бы два из которых отличны от нуля, вы-

полнено строгое неравенство 
i i 

/(£^*)<£w). 
&=1 ft=i 

Тогда если y^G, то справедливо заключение утверждения 2. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
Доказательство теоремы. Пусть базовые значения управления в задаче (17) при 

m 

у=а суть z\ соответствующие доли времени равны 4j>0, / = l , щ у Чз=1, так что 
i - i 

(П.1) а=у T,z'f 

а минимальное значение функционала f(z(t)) равно 
т 

(П.2) / M H H W = = V ?,/(*'). 

Поскольку Ъ^К(а), то & представимо выпуклой комбинацией 

(П.З) & = 

где fij^O, \ \ij = 1. В задаче (17) при у—Ъ рассмотрим управление, принимающее 
3 = 1 

значения z* в течение промежутков времени, доля которых составляет \ij. Значение 

функционала f{z(t)) на этом управлении равно \ \Xjf(zj). Утверждение теоремы, 
3 = 1 

очевидно, эквивалентно утверждению о том, что это управление оптимально в рас­
сматриваемой задаче. Предположим противное, что оптимальным является другое 
управление с некоторыми базовыми значениями ws и соответствующими долями 
времени vs, 5=1, г (среди значений ws должно быть хотя бы одно, отличное от всех 
z*). Это означает, что 

г 

(П.4) &=V^S, 
s = l 

г 

а оптимальное значение функционала f(z(t)) равно \ vsf(ws), и поэтому, в Част­
ям 

ности, 
г т 

(П.5) Vv./H<V|»j/M. 
s = l j = l 
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Покажем, что соотношения (П.4), (П.5) противоречат соотношениям (П.1) — 
(П.З), и тем самым докажем утверждение теоремы, 

Рассмотрим числа щ1чь 7=1> ш и выберем максимальное из них (если таких 
чисел несколько, выбираем любое). Пусть для определенности 

u-i \ik ~ — 
(П.6) — > — , к=2,т. 

Ь Tfe 
Очевидно, [Xi>0, так как среди чисел u.j есть отличные от нуля. Вместо симп­

лекса К (а) с вершинами z 1 , . . . , zm рассмотрим симплекс К с вершинами 6, z 2 , . . . ,zm.. 
Покажем, что а^К. Из (П.З) получаем 

1 1 т 

z ^ — b-— V-M**\ 
fe=2 

и поэтому из (П.1) имеем 
т т 

а=ч^ + V fkzk = .—- Ъ + V^ I ^ -I^ft)^» 
fc=2 fc=2 

так что точка а представима в виде 

m 

(П.7) a = > 1 & + y i А***, 
fe=2 

где 

(П.8) %i = — , bh=4k--—№ k=2,m. 

m 

В силу условия (П.6) hh>0 и, кроме того, как легко проверить, \ ^ %k = 1, так-

h=l 

что, действительно, а^К. Используя (П.4), получаем из (П.7) 
г т 

(П.9) а > у A,!VŜ
S + V 1 ^z fe. 

s = l ft=2 
Рассмотрим теперь в задаче (17) при у=а управление, которое принимает зна­

чения ws, zh в течение промежутков времени, доли которых составляют %ivs, %кг 

Y! W V 5=1, г, &=2, m (очевидно, Ч , XiVs + \ Я ь = 1 ) . В силу (П.9) это управление до-
fe=2 

пустимо. Значение функционала на этом управлении равно 
г . • т 

8=1 fc=2 

Но в силу неравенства (П.5), определения (П.8) и соотношения (П.2) имеем 
m m 

J < %i V W/(*0+ V W W - /мин(а). 
j = i fe=2 

Полученное противоречие доказывает утверждение теоремы. 
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OPTIMAL CONTROL OF THERMODYNAMIC PROCESSES. I. 
ROZONOER L. I . , TS1RLIN A. M. 

Problems in optimal control of thermodynamic systems are discussed. Unlike clas­
sical thermodynamic problems on maximal work and on optimal thermbdynamic cycles 
the optimum is found among irreversible processes with fixed time and a finite power. 
Equations are given of controlled thermodynamic processes and some of their proper­
ties are discussed. 
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