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Труды Московского математического общества Том 73, вып. 2, 2012 г.

Асимптотическая формула для полиномов,
ортонормированных относительно переменного веса

А. В. Комлов, С. П. Суетин

Получена формула сильной асимптотики для старшего коэффициента αn(n) полинома qn(z; n)
степени n, ортонормированного на системе отрезков вещественной прямой относительно пе-
ременного веса. Зависимость веса от n имеет вид e−2nQ(x), где Q(x) — полином, а вид веса
соответствует случаю «стенки» («hard edge case»). Формула (13) вполне аналогична классиче-
ской формуле Видома [48, § 6, теорема 6.2] для веса, не зависящего от n. В определенном смысле
можно утверждать, что формулы Видома сохраняются и для переменного веса и, тем самым, они
носят универсальный характер. В качестве следствия асимптотической формулы (13) установле-
но, что величина αn(n)e−nwQ осциллирует при n→∞ и в типичном случае заполняет целый
отрезок (здесь wQ — постоянная равновесия во внешнем поле Q).
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сильная асимптотика, равновесные распределения.

§ 1. Введение

1.1. Пусть Q(x)= x2m+‌ — полином четной степени 2m с вещественны-
ми коэффициентами и единичным старшим коэффициентом; в дальнейшем
полином Q будет играть роль «внешнего поля» (точнее, потенциала внешне-
го поля) в стандартной теоретико-потенциальной задаче равновесия.

В классе M1(R) единичных (положительных борелевских) мер µ с носи-
телями Supp µ на вещественной прямой R рассмотрим следующую теоре-
тико-потенциальную задачу равновесия для логарифмического потенциала
Vµ(x)=−

∫
log |x− t| dµ(t) с внешним полем Q(x) в общепринятом смысле

(см. прежде работы [19, формулы (27), (28)], [38], [39], [20], а также [29],
[40], [13], [4]): найти меру λ∈M1(R) такую, что

Vλ(x)+Q(x)
≡ wQ , x ∈ S, S = Supp λ,

¾ wQ , x ∈ R\S.
(1)

Существует единственная мера λ=λQ ∈M1(R), удовлетворяющая соотноше-
нию (1), λ называется равновесной мерой, wQ — постоянная равновесия. Усло-
вия равновесия (1) вполне характеризуют равновесную меру λ (в заданном
классе M1(R)) и другие неизвестные параметры задачи: носитель S= S(Q)
меры λ и постоянную равновесия wQ .

Хорошо известно (см. [20], а также п. 2.2 ниже), что равновесная мера λ
является единственной экстремальной мерой, а именно (единственным) ре-
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шением следующей экстремальной задачи:

IQ(λ) = min
µ∈M1(R)

IQ(µ), (2)

где функционал энергии IQ имеет вид

IQ(µ) :=

∫

R
Vµ(x) dµ(x)+2

∫

R
Q(x) dµ(x). (3)

Известно (см. [13], [12]), что для полиномиального потенциала Q(x) носи-
тель S равновесной меры состоит из нескольких (непересекающихся) отрез-
ков, S=

⊔p
j=1 S j , S j = [s2 j−1, s2 j ], а сама мера λ имеет следующий вид:

dλ(x) = h1(x)H1/2
+ (x) dx, x ∈ S, (4)

где функция h1 голоморфна и в регулярном случае отлична от нуля на S
(а тем самым и в некоторой окрестности S), H(z)= H2p(z) :=

∏2p
j=1(z− s j ),

и выбрана такая ветвь корня, что H1/2(z)∼ zp при z→∞; под H1/2
+ (x) в (4)

и всюду в дальнейшем понимаются предельные значения функции H1/2(z)
при z→ x∈S из верхней полуплоскости.

Пусть Pn(x)= xn+‌ — последовательность полиномов, определяемых со-
отношениями ортогональности∫

R
Pn(x)x jϕn(x) dx = 0, j = 0, ‌, n−1,

где ϕn(x)> 0 — заданная последовательность весовых функций на R такая,
что при каждом n любая степень xk суммируема с весом ϕn на R. Полином
Pn минимизирует норму

�∫

R
|Pn(x)|2ϕn(x) dx

�1/2

в классе всех полиномов степени n с единичным старшим коэффициентом;
распределение нулей таких полиномов зависит от асимптотического поведе-
ния функций ϕn при n→∞ (см. [20], [21]). Пусть pn(x)= pn(x; n)=γn(n)xn+
+‌, γn(n)>0, — соответствующая последовательность ортонормированных
полиномов: ∫

R
|pn(x)|2ϕn(x) dx = 1, n = 1, 2, ‌ (5)

Пусть теперь ϕn(x)= exp{−2nQ(x)}, где Q(x)= x2m+‌ — указанный выше
полиномиальный потенциал. Тогда [20]

|pn(z; n)|1/n → ewQ−V λ(z), n→ ∞, (6)

локально равномерно (т. е. на компактных подмножествах) в области C \ S.
Соотношение (6) принято называть формулой слабой (или логарифмиче-
ской) асимптотики для полиномов pn( · ; n); из (6) вытекает следующая
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формула слабой асимптотики для старших коэффициентов: γn(n)1/n→ ewQ ,
n→∞.

В теории случайных матриц (см. [33], [13], [34], [17], [35], [41], [23], [45],
[6], [7], [16], [5]) естественным образом возникает задача о формулах силь-
ной асимптотики для полиномов pn(z; n) и коэффициентов γn(n). Для случая
«soft edge case» такие формулы получены в работе [12, формулы (1.63)–(1.65)].
В настоящей работе формула сильной асимптотики для старшего коэффи-
циента ортонормированного полинома получена для случая «стенки» («hard
edge case»). Формула (13) оказалась аналогична классической формуле Видо-
ма [48, § 6, теорема 6.2] для веса, не зависящего от n (см. также [3], [42],
[44]). Для одного отрезка E= [−1, 1] случай «стенки» изучен в работе [8, тео-
рема 2]; полученные в настоящей работе результаты обобщают результаты
работы [8] на случай произвольного числа отрезков p¾2.

Итак, основная цель настоящей работы — найти в случае «стенки» для
старших коэффициентов αn(n) ортонормированных полиномов qn(z; n)
(см. (12)) формулу сильной асимптотики. Такая формула получена нами в
терминах функции Грина g(z, ∞) для области D=C \ E и дивизора, движу-
щегося на g-мерном торе Tg в силу (обобщенного) уравнения Дубровина
(ср. [35, (A.2), (A.10)]. Оказалось, что эта формула (13) имеет вид клас-
сической формулы Видома [48] для случая полиномов, ортогональных на
нескольких отрезках относительно веса, не зависящего от номера n. Есте-
ственно поэтому назвать ее формулой Видома для случая переменного веса.
Отметим, что непосредственно из формулы (13) вытекает следующий факт,
качественно описывающий поведение старшего коэффициента αn(n): вели-
чина

α2
n(n) · e−2nwQ

осциллирует при n→∞ около значения 1 как величина

exp
§
−

g∑
j=1

g(z j (n), ∞)
ª

(7)

и в «типичном» случае (см. [24]) заметает целый отрезок (подробнее см.
следствие 4.2 ниже).

1.2. Приведем необходимые нам определения и обозначения.
Пусть E=

⊔p
j=1 E j , где E j = [e2 j−1, e2 j ]⊂ int S j , j= 1, ‌, p (int S j — откры-

тый интервал, соответствующий отрезку S j ), λ=λQ,E ∈M1(E) — (единствен-
ная) равновесная во внешнем поле Q мера с носителем на E⊂ int S:

Vλ(x)+Q(x) = wQ,E , x ∈ E. (8)

Мера λ=λQ,E , и только эта мера является решением (в классе M1(E)) следу-
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ющей экстремальной задачи для функционала энергии (3):

IQ(λ) = min
ν∈M1(E)

IQ(ν). (9)

Подчеркнем, что в (9) в отличие от (2) минимум функционала энергии (3)
берется в классе единичных мер с носителями на E; в дальнейшем мы рас-
сматриваем только задачу равновесия (8) в классе мер M1(E) и поэтому
явное указание на компакт E, как правило, опускаем. Задача равновесия (8)
соответствует предельному случаю внешнего поля Q · (1/χE ), где χE — харак-
теристическая функция множества E. Хорошо известно, что в этом случае
равновесная мера имеет следующий вид (ср. (4)):

dλ(x) =
h2(x)

H1/2
+ (x)

dx, x ∈ E, (10)

где функция h2 голоморфна и отлична от нуля на E,

H(z) = H2p(z) :=
2p∏
j=1

(z− e j ), H1/2(z) ∼ zp при z → ∞.

Обозначим (для удобства) функцию H1/2(z) через функцию W(z), следова-
тельно, W 2=

∏2p
j=1(z− e j ), W(z)∼ zp , z→∞.

Пусть на E задан вес

σn(x) =
iρn(x)

2πW+(x)
> 0, x ∈ E, ρn(x) := pg(x)e−2nQ(x), (11)

где pg(x)= xg+‌ — фиксированный полином степени g= p−1, у которого
в каждой лакуне (то есть на интервале (e2 j , e2 j+1), j=1, ‌, g) лежит ровно
по одному нулю (тем самым в каждой лакуне этот полином меняет знак
в точности один раз; наличие этого полинома носит вспомогательный ха-
рактер и компенсирует перемену знака у функции W+(x)/i при переходе с
отрезка E j на отрезок E j−1).

Пусть qn(x; N)=αn(N)xn+‌, αn(N)> 0, — полиномы, ортонормирован-
ные на E относительно веса σN (x):

∫

E

qn(x; N)qm(x; N)σN (x) dx = δn,m. (12)

Напомним еще раз, что основная цель данной работы — изучить асимптоти-
ку αn(n), то есть при N=n.

Через R обозначим гиперэллиптическую риманову поверхность рода
g= p−1, заданную уравнением W 2=

∏2p
j=1(z− e j ).

Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть компакт E=

⊔p
j=1[e2 j−1, e2 j ]⊂ int S, λ=λQ,E ∈M1(E) —

равновесная мера c носителем на E для задачи (9) с внешним полем Q(x)=
= x2m+‌, wQ — соответствующая постоянная равновесия. Тогда для стар-
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шего коэффициента αn(n) ортонормированного относительно веса σn(x) по-
линома qn(x; n) имеет место следующая формула сильной асимптотики:

αn(n) = const · enwQ ·exp
§
−1

2

g∑
j=1

g(z j (n), ∞)
ª�

1+o(1)
�

, n→ ∞, (13)

где o(1)= O(δn), δ ∈ (0, 1), const= const(E, pg) зависит только от множе-
ства E и вспомогательного полинома pg . Точки z j (n)= (z j (n),±) на римано-
вой поверхности R таковы, что z j (n)∈ [e2 j , e2 j+1], j=1, ‌, g, и однозначно
определяются из решения задачи обращения Якоби:

g∑
j=1
Ωk(z j ) ≡ −

g∑
j=1

{nλ(E j )}Bkj + ck , k = 1, ‌, g; (14)

здесь {·} означает дробную часть соответствующего числа, ck — некоторые
постоянные (не зависящие от n), ≡ означает сравнение по модулю периодов
базисных абелевых дифференциалов dΩk для R, Ωk — соответствующие абе-
левы интегралы, ‖Bkj‖— матрица Римана для R.

Отметим, что мультипликативная константа в формуле (13) может быть
явно вычислена.

Доказательство теоремы 1 основано на следующем результате. Оказывает-
ся, равномерно на компактных подмножествах K области D=C \ E асимп-
тотика ортонормированных полиномов qn(z; n) полностью описывается в
терминах так называемой пси-функции Наттолла. Пси-функция Наттолла
Ψn(z; ρ) — это функция, заданная на римановой поверхности R и являюща-
яся нормированным решением некоторой краевой задачи Римана с мульти-
пликативным скачком ρ(x), заданным на E (см. ниже в разделе 3.1 задачу 1).
Следующая теорема обобщает теорему Ахиезера — Наттолла (см. [47], [1],
[2], [30], [31]) на случай полиномов, ортогональных относительно перемен-
ного веса (ср. (16) с [44, § 2, п. 1–3, теорема 1]).

Теорема 2. Пусть Ψn(z)=Ψn(z; ρn) — нормированное решение краевой за-
дачи 1 для n¾ g, qn(z; n) — полином степени n с положительным старшим
коэффициентом, ортонормированный относительно переменного веса

σn(x) =
iρn(x)

2πW+(x)
> 0, x ∈ E, ρn(x) = pg(x)e−2nQ(x). (15)

Тогда справедлива следующая формула сильной асимптотики:

qn(z; n) = Ψn(z(1))
�

1+o(1)
�

, n→ ∞. (16)

В теореме 2 асимптотическая формула (16) выполняется равномерно на
любом компакте K в C, лежащем вне выпуклой оболочки conv E компакта E,
с o(1)=O(δn), где δ∈ (0, 1). Под Ψn(z(1)) понимаются значения пси-функции
на первом листе поверхности R.

Непосредственно из (16) вытекает, что

αn(n) = cn(n)(1+o(1)), n→ ∞, (17)
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где cn(n)>0 — старший (т. е. при степени zn) коэффициент функцииΨn(z(1))
при z→∞. Формула сильной асимптотики для коэффициента cn(n) выво-
дится по общей схеме, предложенной в [44] для случая не зависящего от n
веса ρ. Оказывается, эта формула имеет вид правой части (13). Отсюда уже
вытекает нужная формула сильной асимптотики для старшего коэффициен-
та αn(n).

Настоящая работа посвящена доказательству теоремы 1 в предположении,
что справедлива теорема 2. Доказательству теоремы 2 будет посвящена дру-
гая работа [26].

Результаты настоящей работы частично анонсированы в [25].

§ 2. Вспомогательные результаты

2.1. Приведем некоторые необходимые нам стандартные сведения о гипе-
рэллиптических римановых поверхностях. В обозначениях и терминологии
мы здесь придерживаемся в основном [49] (см. также [46], [15]).

Пусть область D = D(E)=C \ E, g(z, ∞)= gD(z, ∞) — функция Грина для
области D с особенностью в бесконечно удаленной точке z = ∞. Имеем
g(z, ∞)=w0 − Vγ(z), где γ= λ0 — робеновская мера для компакта E, w0 —
постоянная Робена для E (соответствующие внешнему полю Q≡0):

Vγ(x) ≡ w0, x ∈ E, Supp γ = E. (18)

Пусть R — гиперэллиптическая риманова поверхность (р. п.) рода g= p−
− 1¾ 1, заданная уравнением W 2=

∏2p
j=1(z− e j ). Она является двулистным

разветвленным в точках e j накрытием римановой сферы C. Отрезкам E j

на C соответствуют замкнутые циклы L j на R такие, что projL j = E j

(proj(·) — каноническая проекция R на C). Пусть L =L1 t‌ tLp , тогда
риманова поверхность R\L распадается на два листа D(1) и D(2) (таких, что
proj(D(l))= D), то есть R= D(1) tL t D(2). В дальнейшем мы, как правило,
отождествляем первый лист D(1) с областью D.

Функция W(z), определенная в D равенством W(z)=
p

H(z)∼ zp , z→∞,
где H(z)=H2p(z) :=

∏2p
j=1(z− e j ), продолжается на второй лист равенством

W(z(2)) = −pH(z) ∼ −zp и является на р. п. R \ {∞(1), ∞(2)} голоморфной
(однозначной аналитической) функцией. Точка z на R задается парой z=
= (z, W) = (z,±pH(z)) = (z,±); имеем z(1) = (z,+), z(2) = (z,−). Функция
Грина гармонически продолжается на второй лист р. п. заменой знака:
g(z(2), ∞)=−g(z(1), ∞); тем самым g(z(2), ∞)<0 в области D(2).

Ориентируем кривые L j так, чтобы при обходе по L j область D(1) остава-
лась слева, а D(2) — справа. Примем ориентированные кривыеL +j , j=1, ‌, g,
за a-циклы a j на R и стандартным образом [46], [49], [15], [11] допол-
ним их b-циклами b j до базиса гомологий {a j , b j } j=1,‌,g на R. Пусть dΩk ,
k= 1, ‌, g, — соответствующий a-нормированный базис голоморфных абе-
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левых дифференциалов (1-форм):
∮

a j
dΩk =δkj , k, j = 1, ‌, g. Матрица B=

= ‖Bkj‖k, j=1,‌,g , где Bkj =
∮

b j
dΩk — b-периоды базисных дифференциалов,

является матрицей Римана: она симметрична, Bkj = B jk , а ее мнимая часть
положительно определена, ‖Im B jk‖ > 0. В рассматриваемом здесь случае,
когда точки e j ∈ R, все величины Bkj чисто мнимые. Абелевы интегралы
Ωk(z)=

∫ z

e2g+2
dΩk определены на R однозначно по модулю их a- и b-периодов.

Так как Ω′k(z)= sk(z)/W(z), где sk(z) — полином степени g − 1, то имеет
смысл обозначение dΩ±k (x)= sk(x) dx/W±(x) при x∈ E.

Если на R\L задана функция F(z), то для x∈L под F(1)(x) понимаются
ее некасательные предельные значения при D(1) 3 z→ x∈L , если они суще-
ствуют; аналогичный смысл придается и F(2)(x) при D(2)3 z→ x∈L .

Фиксируем стандартный базис e1, e2, ‌, eg в Rg: (ek) j =δkj . Тогда векторы
e1, ‌, eg , Be1, ‌, Beg линейно независимы над R и образуют базис в Cg . Фак-
торпространство Cg/{N+BM} по целочисленной решетке, N, M∈Zg , являет-
ся 2g-мерным вещественным тором T2g и называется многообразием Яко-
би Jac R римановой поверхности R. Любой вектор v∈Cg однозначно пред-
стави́м в виде v= x+By+N+BM= x+By (mod периодов), 0¶ (x) j , (y) j <1,
N, M∈Zg; иногда для краткости знак сравнения по модулю периодов базис-
ных дифференциалов {dΩk} мы будем опускать и писать v≡ x+By.

Неупорядоченные наборы точек (z1, ‌, zg), z j ∈ R, образуют g-ю сим-
метрическую степень SgR римановой поверхности R. Пусть z0 — неко-
торая фиксированная точка1 римановой поверхности R. Вектор-функция
A(z1, ‌, zg)= (A1, ‌, Ag) с координатами

Ak = Ak(z1, ‌, zg) ≡
g∑

j=1
Ωk(z j ) ≡

� g∑
j=1

∫ z j

z0

�
dΩk , k = 1, ‌, g, (19)

задает отображение Абеля A : SgR→ Jac R (пути интегрирования в (19) —
одни и те же для всех k= 1, ‌, g). Если задан вектор v= (v1, ‌, vg)∈ Jac R
(точнее, класс [v] эквивалентных v векторов), то задача нахождения неупо-
рядоченного набора точек (z1, ‌, zg)∈SgR, для которого

Ak(z1, ‌, zg) = vk (mod периодов), k = 1, ‌, g, (20)

называется задачей обращения Якоби. Задача обращения Якоби всегда раз-
решима, но, вообще говоря, не единственным образом. Неупорядоченный
набор точек (z1, ‌, zg)∈SgR будем называть дивизором и использовать обо-
значение d= (z1, ‌, zg) или d= z1+‌+ zg .

Другие стандартные сведения о гиперэллиптических римановых поверх-
ностях, которые здесь используются, можно найти в [46], [49], [15], [11] (см.
также [44, Приложение A]).

1В дальнейшем мы всегда выбираем z0= e2g+2.
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2.2. В этом пункте мы приведем для полноты изложения некоторые из-
вестные результаты о равновесном распределении положительного заряда
на «проводнике» при наличии «внешнего поля» (см. ниже теорему Гонча-
ра — Рахманова). Здесь мы ограничимся случаем, когда проводник — вся ве-
щественная ось R, а внешнее поле задано полиномиальным потенциалом
Q(x)= x2m +‌ ∈R[x]. Отметим, что понятие равновесия во внешнем поле
впервые возникло в 1981–1982 гг. в работах Е. А. Рахманова [38], [39] при изу-
чении им слабой (логарифмической) асимптотики полиномов, ортогональ-
ных на вещественной оси относительно весов вида exp{−|x|ρ}, ρ > 1 (см.
также [19], [20], [29], [40]). Вопросы, связанные с предельным поведением
экстремальных (в том или ином смысле) полиномов, оказались важны как в
самом анализе, так и в приложениях. В последние два десятилетия эти вопро-
сы оказались тесно связанными с задачами об асимптотических свойствах
случайных матриц. Поэтому большой интерес представляют общие методы
исследования асимптотики таких полиномов.

Следующая теорема доказана в [20] для случая достаточно общего внеш-
него поля (см. также [10]). Здесь мы формулируем ее для весьма частного
случая, когда внешнее поле задано полиномиальным потенциалом Q.

В дальнейшем мера — это положительная борелевская мера в комплекс-
ной плоскости C, принимающая конечные значения на компактах в C; Sµ=
=Supp µ— носитель меры µ, |µ|=µ(C), Vµ — ее логарифмический потенци-
ал:

Vµ(z) =

∫
log 1
|z− t| dµ(t), z ∈ C. (21)

Потенциалы рассматриваются здесь только для мер µ, удовлетворяющих
условию ∫

|t|¾1

log 1
|t| dµ(t) > −∞; (22)

для таких мер Vµ(z)∈ (−∞,+∞], z ∈C. Отметим, что все используемые ни-
же понятия и факты теории потенциала содержатся в монографии [27] (см.
также [40]).

Множество всех единичных мер µ на R (Sµ⊂R), удовлетворяющих усло-
вию (22), обозначим через M1(R). Для мер µ∈M1(R) положим

w(µ; Q) := min
x∈R(Vµ+Q)(x), (23)

IQ(µ) :=

∫∫

R×R
log 1
|x− y| dµ(x) dµ( y)+2

∫

R
Q(x) dµ(x). (24)

Справедлива следующая
Теорема (Гончара — Рахманова (см. [19], [20], [22])). Пусть Q(x)= x2m+

+‌∈R[x] — произвольный полиномиальный потенциал. Существует един-
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ственная (равновесная) мера λ=λ(Q) такая, что

(Vλ+Q)(x) ≡ w(λ; Q), x ∈ Sλ. (25)

Мера λ=λ(Q) является единственным решением каждой из следующих экс-
тремальных задач:

(1) мера λ максимизирует минимум w(µ; Q) в поле Q:

w(λ; Q) = max
µ∈M1(R)

w(µ; Q); (26)

(2) мера λ минимизирует энергию IQ(µ) в поле Q:

IQ(λ) = min
µ∈M1(R)

IQ(µ). (27)

Соотношение равновесия (25) может быть записано в следующей эквива-
лентной форме:

(Vλ+Q)(x)
= w, x ∈ Sλ,

¾ w, x ∈ R\Sλ,
(28)

где w — некоторая константа; первое утверждение теоремы означает, что
свойство (28) однозначно определяет меру λ∈M1(R) (и, тем самым, констан-
ту w). Соотношение (26) можно записать в виде следующей импликации:

w(µ; Q) ¾ w(λ; Q), |µ| = 1 ⇒ µ = λ. (29)

Мера λ=λ(Q) называется равновесной мерой, соответствующей потенциалу
Q, константа w =w(Q)=w(λ(Q); Q) — равновесной постоянной. Непосред-
ственно из условия равновесия (25) вытекает, что потенциал Vλ непрерывен
на Sλ и тем самым непрерывен в C.

Положим
Sλ =

�
x ∈ R: (Vλ+Q)(x) = w(λ; Q)

	
. (30)

Тогда условие равновесия (28) может быть представлено в следующей экви-
валентной форме:

Sλ ⊆ Sλ. (31)

Подчеркнем, что соотношение (31) эквивалентно условию равновесия (28):
мера λ является единственной мерой из M1(R), удовлетворяющей усло-
вию (31).

Хорошо известно, что даже для достаточно простых полиномов Q нахож-
дение равновесной меры λ= λ(Q) и экстремальной константы w =w(Q)
затрудняется тем, что носитель меры λ заранее неизвестен. Вычисления (ос-
нованные на соотношениях (28), (29)) упрощаются в тех случаях, когда за-
ранее известно, что носитель равновесной меры — отрезок (или несколько
отрезков, см. [13], [12], [9]). Это имеет место для рассматриваемого здесь
полиномиального потенциала (см. [12]). В предположении, что носитель рав-
новесной меры λ— отрезок [α, β], нахождение меры λ и потенциала Vλ
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основывается на соотношении равновесия (28); это соотношение приводит,
в частности, к хорошо изученному уравнению

∫ β

α

log |t− x| dλ(t) ≡ Q(x)+ const, x ∈ [α, β], (32)

для определения меры λ, λ([α, β])=1. Как было впервые замечено А. А. Гон-
чаром и Е. А. Рахмановым [19], из (28) следует, что в крайних точках но-
сителя равновесной меры выполняется соотношение (Vλ + Q)′(x)= 0. Это
замечание позволяет в ряде случаев получить уравнения для определения
крайних точек носителя. Отметим, что задача нахождения в явном виде кон-
цевых точек неизвестных отрезков2 по заданному полиному Q(x) в общем
случае до сих пор не решена (см. [9]).

§ 3. Доказательство теоремы 1

3.1. Напомним сначала некоторые формулы и соотношения, полученные
в [44] для случая неизменного (т. е. не зависящего от номера n) веса σ(x),

σ(x) =
iρ(x)

2πW+(x)
> 0, x ∈ E, (33)

где функция ρ(x) — вещественнозначная и голоморфная на E и такая, что
σ(x)> 0 на E (отметим, что функция ρ(x) положительна при x ∈ Eg+1, на
других отрезках ее знак совпадает со знаком W+(x)/i). Эти формулы и со-
отношения носят точный характер. Тем самым для того, чтобы получить
их аналоги для случая переменного веса σn вида (11), надо в некоторые
формулы вместо ρ подставить ρn, найти новое явное представление для нор-
мированной (см. (35)) пси-функции Наттолла Ψn(z; n) :=Ψn(z; ρn), вычис-
лить отсюда представление для ее старшего (т. е. при степени zn) коэффи-
циента cn(n) и, пользуясь теоремой 2 (см. асимптотическую формулу (16)),
найти асимптотику старшего коэффициента ортонормированного полинома
qn(z; n)=αn(n)zn+‌ по формуле

αn(n) = cn(n)(1+o(1)), n→ ∞. (34)

Приведем стандартное определение (см. [32], [42], [44]) пси-функции
Наттолла Ψn(z) = Ψn(z; ρ), заданной на двулистной гиперэллиптической
римановой поверхности R : W 2 = H(z), H(z)=

∏2p
j=1(z− e j ), рода g= p− 1.

Зафиксируем произвольное n∈N, n¾ g, и для функции ρ(x) рассмотрим на
римановой поверхности R следующую краевую задачу Римана.

Задача 1. При фиксированном n ∈ N, n ¾ g, найти функцию Ψn(z) =
=Ψn(z; ρ) такую, что:

1) Ψn (кусочно) мероморфна на R\L =D(1)tD(2);

2Подчеркнем, что число этих отрезков тоже заранее неизвестно.
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2) дивизор (Ψn)= (n− g)∞(2)+ z1+‌+ zg−n∞(1);
3) на L выполнено краевое условие: ρ(x)Ψ(1)

n (x)=Ψ(2)
n (x), x∈L .

В п. 2 точки z j («свободные» нули пси-функции) зависят от n и от ρ, под
Ψ(1)

n (x) в п. 3 понимаются некасательные предельные значения функции
Ψn(z) при D(1)3 z→ x∈L , аналогичный смысл придается и Ψ(2)

n (x).
В рассматриваемой здесь ситуации, когда компакт E состоит из конечного

числа отрезков, расположенных на вещественной прямой (напомним, что
projL = E), функция Ψn, решающая задачу 1, всегда существует (см. [42],
[43], [44]). При этом так как род g поверхности R положителен, то нули и
полюсы Ψn на R оказываются связанными определенными соотношениями,
аналогичными соотношениям Абеля для мероморфной функции на R (при
ρ(x)≡ 1 эти соотношения превращаются в соотношения Абеля), а дивизор
d= z1+‌+ zg является решением некоторой специальной задачи обраще-
ния Якоби (14) (см. также (40) ниже).

Из свойств, определяющих пси-функцию Наттолла (задача 1), следует, что
при z∈C \ E справедливо соотношение Ψn(z(1))Ψn(z(2))≡ const

∏g
j=1(z− z j ).

В дальнейшем мы будем придерживаться следующей (однозначно определя-
ющей пси-функцию) нормировки:

Ψn(z(1))Ψn(z(2)) ≡
g∏

j=1
(z− z j ) (35)

и старший (т. е. при степени zn) коэффициент функции Ψn(z(1)) положите-
лен. Такую пси-функцию мы будем называть нормированной. Отметим, что
полином Xg(z; n) :=

∏g
j=1(z− z j ) является фактически неизвестным «полино-

миальным параметром» задачи 1.
Подчеркнем, что выбор функции ρ такой, что соответствующая (см. (33))

функция σ(x)>0 на E, приводит к следующему результату (см. [44, Прило-
жение B, п. 5]).

Лемма 3.1. Если положительный на E вес σ(x) задан соотношением (33),
то при любом n ¾ g точки z j (n)= proj z j (n), удовлетворяющие задаче об-
ращения Якоби (40), лежат в замкнутых лакунах между отрезками E j :
z j (n)∈ [e2 j , e2 j+1], j = 1, 2, ‌, g. Тем самым при любом n¾ g дивизор d(n)=
= z1(n)+‌+ zg(n) является неспециальным, то есть решение соответству-
ющей задачи обращения Якоби единственно.

Этот факт играет важную роль в наших дальнейших рассуждениях.
Пусть dΩk , k=1, ‌, g, — a-нормированный базис голоморфных абелевых

дифференциалов (1-форм) на R:
∮

a j
dΩk =δkj , k, j = 1, ‌, g. Абелевы инте-

гралы Ωk(z)=
∫ z

e2g+2
dΩk определены на R однозначно по модулю их a- и

b-периодов; в дальнейшем всегда предполагается, что при интегрировании
абелевых дифференциалов в качестве начальной точки выбирается e2g+2. Так
как Ω′k(z)= sk(z)/W(z), где sk — полином степени g−1, то имеет смысл обо-
значение dΩ±k (x)= sk(x) dx/W±(x) при x∈ E.
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Для любых двух различных точек z1 и z2 римановой поверхности R су-
ществует абелев дифференциал третьего рода, голоморфный всюду на R, за
исключением этих двух точек, в которых он имеет простые полюсы с вычета-
ми соответственно +1 и −1; такой дифференциал называется нормальным.
Нормальный дифференциал будет определен однозначно, если потребовать,
чтобы все его a-периоды были равны нулю; будем называть такой дифферен-
циал a-нормированным абелевым дифференциалом третьего рода и обозна-
чать dΩ(z1, z2; z), где z — переменная на римановой поверхности R. Другой
способ однозначно задать (нормировать) дифференциал третьего рода — по-
требовать, чтобы все его периоды были чисто мнимыми. Для таких диффе-
ренциалов будем использовать обозначение dG(z1, z2; z), предполагая при
этом, что вычеты в точках z1 и z2 равны соответственно −1 и +1. К подоб-
ным дифференциалам относится дифференциал комплексной функции Гри-
на с особенностью в бесконечно удаленной точке G(z, ∞)= g(z, ∞)+ ig∗(z, ∞)
многосвязной области D=C\ E (здесь g∗(z, ∞) – функция, гармонически со-
пряженная к функции Грина g(z, ∞)). Функция G(z, ∞) многозначна в D и

G(z, ∞) =

∫ z

e2g+2

Pg(ζ)p
H(ζ)

dζ, z ∈ D,

где Pg(z)= Pg(z; H)= zg+‌ — вещественный полином, все нули которого ле-
жат в лакунах (e2 j , e2 j+1), j=1, ‌, g. Дифференциал dG= dG(∞(1), ∞(2); z)=
= Pg(z) dz/W(z) определен на всей римановой поверхности R, имеет чисто
мнимые периоды и простые полюсы в точках z = ∞(1) и z = ∞(2) с вы-
четами соответственно −1 и +1. Тем самым функция u(z) = Re G(z, ∞),
где G(z, ∞)=

∫ z

e2g+2
dG, — однозначная функция на R, и для z= z(1) имеем:

u(z(1))= g(z, ∞). Функция u(z) задает естественное продолжение функции
Грина g(z, ∞) на всю риманову поверхность R: g(z, ∞)=u(z).

Через ωk(z), k=1, ‌, p, будем обозначать гармоническую меру (в точке
z∈D) отрезка Ek относительно области D.

В терминах, связанных с римановой поверхностью R, для пси-функции
Наттолла имеется следующее явное представление (см. прежде всего [42], а
также [43], [44]):

Ψn(z) := Ψn(z; ρ) = Φ(z)n−geA(z;ρ)Fn(z), z ∈ R\L . (36)

Поясним это представление. В формуле (36)

Φ(z) = eG(z,∞) (37)

— так называемая (многозначная) отображающая функция с однозначным
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модулем, |Φ(z(1))|>1, |Φ(z(2))|<1. Функция3

A(z; ρ) = W(z)
�

1
2πi

∫

E

log ρ(x)
z− x

dx
W+(x)

+ 1
2πi

g∑
k=1

vk

∫

Ek

1
x−z

dx
W+(x)

�
+ 1

2 cg+1(n),

(38)
где z /∈ E, vk =2

∫
E

log ρ(x) dΩ+k (x), величина cg+1= cg+1(n) задана представ-
лением ecg+1 =

∏g
j=1(e2g+2− z j ), точки z j = z j (n) — решения задачи обраще-

ния Якоби (40). При фиксированном весе ρ функция A зависит от номера n
только через величину cg+1(n), которая «сокращается» в дальнейшем при вы-
воде нужной нам асимптотической формулы (см. (44)), поэтому зависимость
от n мы в (38) не указываем. Отметим, что функция exp{A(z; ρ)} является
многозначным аналогом классической функции Сегё D(z; ρ) для случая од-
ного отрезка E= [−1, 1],

D(z; ρ) = exp
�p

z2−1
2π

∫ 1

−1

log ρ(x)
z− x

dxp
1− x2

�
, z /∈ [−1, 1].

Функция Fn(z) также многозначна в D и имеет следующее представление

Fn(z) = exp
� g∑

j=1
Ω(z j , ∞(1); z)+2πi

g∑
k=1
θkΩk(z)

�
, (39)

где Ω(z j , ∞(1); z) — интеграл от a-нормированного абелева дифференциала
третьего рода, величины4 θk=θk(n)=`k(n)+{(n− g)ωk(∞)}, где целые чис-
ла `k(n) равномерно ограничены при n→∞, а дивизор d= z1+‌+ zg , где
z j = z j (n), является (единственным) решением задачи обращения Якоби

g∑
j=1
Ωk(z j ) ≡ − i

π

∫

E

log ρ(x) dΩ+k (x)−
g∑

j=1

n�
n−g+ 1

2

�
ω j (∞)

o
Bkj , k = 1, ‌, g

(40)
(здесь знак «≡» означает сравнение по модулю a- и b-периодов). Отметим,
что равномерно ограниченные целые числа `k(n), k = 1, ‌, g, возникают
в (39) в связи с неоднозначностью абелевых интегралов Ωk(z) для z ∈ ∂eR
при интегрировании по путям, лежащим в eR, eR — рассеченная риманова
поверхность R (подробнее см. [44, приложения A и B]). Подчеркнем, что
при заданном условии положительности веса σ(x) вида (33) при любом
n¾ g точки z1, ‌, zg , удовлетворяющие системе (40), таковы, что соответ-
ствующие точки z j (n) = proj z j (n) лежат в лакунах между отрезками E j :
z j (n)∈ [e2 j , e2 j+1], j=1, 2, ‌, g (см. лемму 3.1). Тем самым при любом n¾ g
дивизор d(n)= z1(n)+‌+ zg(n) является неспециальным и, следовательно,
решение соответствующей задачи обращения Якоби (40) всегда единствен-
но. Этот факт не зависит от того, является вес σ переменным или нет.

3Здесь и всюду в дальнейшем выбирается главная ветвь логарифма.
4Здесь и в (40) {·} обозначает дробную часть соответствующего числа.
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Так как функция ρ голоморфна и отлична от нуля на E, то правая часть
представления (36) имеет смысл как голоморфная функция и при z∈D(1)tL
для дивизора d= z1+‌+ zg , удовлетворяющего условиям (40). Тем самым
под функцией Ψn(z), z ∈ D(1) t L , естественно понимать правую часть
представления (36). Аналогичное справедливо и для функции Ψn(z) при
z∈D(2)tL . На L эти два голоморфных продолжения не совпадают: для них
выполняется краевое условие 3, где, вообще говоря, функция ρ 6≡1.

Вывод явных формул (36)–(40) для пси-функции дан в [44, приложение В].

3.2. В этом пункте для краткости мы иногда вместо Ψn(z; ρn), cn(n) и
z j (n) будем писать просто Ψn(z), cn и z j . Пусть

Ψn(z) := Ψn(z(1); ρn) = cn(n)zn+O(zn−1), z → ∞. (41)

Так как в силу нормировки Ψn(z(1))Ψn(z(2))≡∏g
j=1(z− z j ), то из (41) получа-

ем
Ψn(z(1))
Ψn(z(2))

=
Ψn(z(1))2

Ψn(z(2))Ψn(z(1))
= c2

nz2n−g+O(z2n−g−1), z → ∞. (42)

Тем самым

c2
n = lim

z→∞

Ψn(z(1))
Ψn(z(2))

zg−2n, (43)

при этом можно считать, что z>0. Будем действовать дальше в соответствии
с рассуждениями работы [44, формулы (53)–(59)]. С помощью явных фор-
мул (36)–(40) получаем

Ψn(z(1))
Ψn(z(2))

= Φ2n−2g(z) eA(z(1);ρ)−A(z(2);ρ)Fn(z(1))
Fn(z(2))

. (44)

В (44) первый сомножитель ведет себя при z→∞ как (cap E)2g−2nz2n−2g +
+O(z2n−2g−1). В работе [44] рассматривался случай фиксированного веса ρ,
поэтому второй сомножитель не зависел от n (величина cg+1(n)/2 из (38) вза-
имно сокращается при переходе к (44)). Теперь нам надо учесть, что вместо
ρ мы имеем ρn.

Рассмотрим сначала третий сомножитель, а точнее функцию

Fn(z(1))/Fn(z(2)) = exp(ϕn(z)),

где (см. (39))

ϕn(z) =
g∑

j=1

�
Ω
�

z j (n), ∞(1); z(1)�−Ω�z j (n), ∞(1); z(2)��+

+2πi
g∑

j=1
θ j (n)

�
Ω j (z(1))−Ω j (z(2))

�
. (45)
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С помощью соотношений Римана в [44, формулы (57)–(59)] была получена
следующая формула для ϕn(z):

ϕn(z) = −
g∑

j=1

�
g(z j , z)− g(z, ∞(1))

�
+ iβ(n)+C1(z), (46)

где величина β(n)∈R, а функция C1(z) не зависела от n. В рассматривае-
мом здесь случае переменного веса ρ=ρn эта функция C1(z), так же как
и функция A(z; ρn), уже зависит от n через переменный вес. Таким обра-
зом, для вывода нужной нам асимптотической формулы для коэффициента
cn=cn(n) по схеме работы [44] необходимо учесть возникшую зависимость
от переменного n функций C1(z)=C1(z; ρn) и A(z; ρn).

Рассмотрим сначала функцию C1(z). Из [44, формулы (54)–(58)] вытекает
следующая формула для этой функции

C1(z) = −2πi
g∑

k=1
ωk(z) · 1

πi

∫

E

log ρn(x) dΩ+k (x) =

= −2
g∑

k=1
ωk(z)

∫

E

log ρn(x) dΩ+k (x). (47)

Тем самым

C1(∞) = −2
g∑

k=1
ωk(∞)

∫

E

log ρn(x) dΩ+k (x) =

= −2

∫

E

log ρn(x)
§ g∑

k=1
ωk(∞) dΩ+k (x)

ª
. (48)

Так как величина iβ(n) — чисто мнимая, то
��exp{ϕn(z)}/zg

��
z=∞ =

1
(cap E)g exp

§
−

g∑
j=1

g(z j ; ∞)+C1(∞)
ª

, (49)

где величина C1(∞) задана формулой (48).
Займемся теперь вторым сомножителем в (44), точнее, найдем представ-

ления для разности

A(z(1))− A(z(2))
��
z=∞ = 2

�
A(∞; ρn)− 1

2 cg+1(n)
�

:= 2 eA(∞)

(см. (38)). Построенная в [44] функция A(z; ρn) (при фиксированном n) го-
ломорфна в окрестности бесконечно удаленной точки z=∞, а функция W(z)
асимптотически ведет себя в бесконечности следующим образом: W(z)∼
∼ zg+1, z→∞. Поэтому из формулы (38) вытекает, что первые g моментов
функции, стоящей в (38) в фигурных скобках, необходимо равны нулю, ина-
че говоря, выполняются следующие «условия ортогональности»:∫

E

log ρn(x)xs dx
W+(x)

−
g∑

k=1
vk

∫

Ek

xs dx
W+(x)

= 0, s = 0, ‌, g−1. (50)
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Тем самым из (38) и (50) вытекает, что

2 eA(∞) = 1
πi

�∫

E

log ρn(x)xg dx
W+(x)

−
g∑

k=1

vk

∫

Ek

xg dx
W+(x)

�
. (51)

Рассмотрим dΩA(z)= dΩ(∞(1), ∞(2); z) — стандартный a-нормированный
абелев дифференциал 3-го рода. Он имеет вид dΩA(z)= dΩ(∞(1), ∞(2); z)=
= rg(z)/W(z), где rg(z)=−zg +‌ — полином степени g со старшим коэффи-
циентом −1. Следовательно,∫

Ek

dΩ+A(x) = 0, k = 1, ‌, g,

и с учетом (50) соотношение (51) принимает вид:

2 eA(∞) = − 1
πi

∫

E

log ρn(x) dΩ+A(x). (52)

Теперь, используя тождество [44, формула (A.3)]

dG(ζ)+2πi
g∑

k=1
ωk(∞) dΩk(ζ)+dΩA(ζ) ≡ 0, (53)

из (48) и (52) для суммы C1(∞)+2 eA(∞) получаем следующее соотношение:

C1(∞)+2 eA(∞) = − 1
πi

∫

E

log ρn(x)
§

2πi
g∑

k=1
ωk(∞)dΩ+k (x)+dΩ+A(x)

ª
=

= 1
πi

∫

E

log ρn(x) dG+(x). (54)

Так как
− 1
πi dG+(x) = dγ(x), x ∈ E,

где dγ(x)= dγE (x) — робеновская (т. е. равновесная в поле Q≡ 0) мера для
множества E, из (54) получаем

C1(∞)+2 eA(∞) = −
∫

E

log ρn(x) dγ(x) = const+2n

∫

E

Q(x) dγ(x), (55)

где const= const(pg) зависит только от вспомогательного полинома pg . Ис-
пользуя условие равновесия: Q(x)+VλQ (x)≡wQ на E и меняя порядок инте-
грирования в интеграле, окончательно получаем из (55), что

C1(∞)+2 eA(∞) = const(pg)+2n(wQ −w0), (56)

где w0 — постоянная Робена для компакта E (в поле Q≡0).
Поскольку cap E= e−w0 , из (43), (44), (46), (49) и (56) получаем следующую

формулу для коэффициента cn(n):

c2
n(n) = const(pg) · (cap E)g · e2nwQ ·exp

§
−

g∑
j=1

g(z j (n), ∞)
ª

, (57)
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где дивизор d(n)= z1(n)+‌+ zg(n) является решением задачи обращения
Якоби (40) с заменой ρ на ρn. Тем самым в соответствии с леммой 3.1 все
точки z j =proj z j (n) лежат в лакунах между отрезками, составляющими мно-
жество E. Непосредственно из (57) и теоремы 2 вытекает асимптотическая
формула (13) для старшего коэффициента αn(n) ортонормированного поли-
нома qn(z; n)=αn(n)zn+‌ при n→∞.

Для завершения доказательства теоремы 1 приведем соотношения (40) к
нужному виду (14). Этому посвящен следующий пункт 3.3.

3.3. Итак, наша задача — для рассматриваемого здесь случая ρ = ρn,
ρn(x) := pg(x)e−2nQ(x) (см. (11)) привести соотношения (ср. (40))

g∑
j=1
Ωk(z j ) ≡ − i

π

∫

E

log ρn(x) dΩ+k (x)−
g∑

j=1
{nω j (∞)}Bkj + ck , k = 1, ‌, g,

(58)
где постоянные ck не зависят от n, к виду (14). Напомним, что в соответствии
с нашим соглашением абелев интеграл Ωk(z) определяется следующим обра-
зом:

Ωk(z) =

∫ z

e2g+2

dΩk(ζ), k = 1, ‌, g. (59)

Тем самым если для z= z(1) мы выберем путь интегрирования, целиком ле-
жащий в области D(1), периоды функции Ωk(z(1)) будут чисто вещественны-
ми и, следовательно, ImΩk(z(1)) — однозначная функция в D(1) при каждом
k=1, ‌, g.

Пусть eM1(E) — совокупность всех мер µ ∈ M1(E) таких, что интегралы∫
E

Vµ(x) dΩ+k (x), k=1, ‌, g, существуют. Нам понадобится следующая
Лемма 3.2. Для произвольной единичной меры µ∈ eM1(E) с носителем на E

имеет место следующее соотношение:
∫

E

Vµ(x) dΩ+k (x) = −π
∫

E

ImΩ+k (t) dµ(t)+ constk , (60)

где constk , k=1, ‌, g, — некоторые постоянные, не зависящие от меры µ.
Замечание 3.1. Соотношение (60) понимается стандартным образом: ес-

ли существует его левая часть, то существует и правая часть, и наоборот; при
этом обе части совпадают.

Доказательство леммы 3.2. При z /∈ E через γ обозначим совокупность
из p непересекающихся овалов, содержащих отрезки E1, ‌, Ep внутри себя
и таких, что точка z лежит вне этих овалов (овалы обходятся так, что их
внутренность остается справа), и пусть fk(z) :=

∫
γ

log(z− t) dΩk(t). Тогда, так
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как дифференциалы dΩk(z) вещественны на E, для z /∈ E имеем:
∫

E

log |z− x| dΩ+k (x) = 1
2 Re

∫

γ

log(z− t) dΩk(t) = 1
2 Re fk(z). (61)

Для многозначной функции fk(z) имеем:

f ′k(z) =

∫

γ

1
z− t dΩk(t) = −2πiΩ′k(z), z /∈ E, (62)

где Ω′k(z)= sk(z)/W(z), sk — полином степени g−1. Следовательно, из (62)
вытекает, что

fk(z) = −2πiΩk(z)+ constk (mod периодов). (63)

Теперь для произвольной меры µ∈ eM1(E) с помощью теоремы Фубини полу-
чаем (при условии, что соответствующие интегралы существуют):

∫

E

Vµ(x) dΩ+k (x) = −
∫

E

�∫

E

log |x− t| dΩ+k (x)
�

dµ(t) =

= −
∫

E

�
lim
s→t+

∫

E

log |x− s| dΩ+k (x)
�

dµ(t) =

= −1
2

∫

E

Re{ fk(t)}+ dµ(t) = −1
2 Re

∫

E

f+k (t) dµ(t) =

= π Re
�

i

∫

E

Ω+k (t) dµ(t)+ ck

�
=

= −π
∫

E

ImΩ+k (t) dµ(t)+eck . (64)

Лемма 3.2 доказана.
Из (60) для произвольных мер µ1, µ2∈ eM1(E) вытекает соотношение

∫

E

Vµ1−µ2 (x) dΩ+k (x) = −π
∫

E

ImΩ+k (t) d(µ1−µ2)(t). (65)

Так как на отрезках E j , j=1, ‌, g, выполнено Ω+k (x)=−Bkj , а на Eg+1 функ-
ция Ω+k (x) вещественна, то из (65) получаем

∫

E

Vµ1−µ2 (x) dΩ+k (x) = π2

g∑
j=1

Im Bkj (µ1−µ2)(E j ). (66)

Применим теперь соотношение (66) для равновесных мер µ1=λ и µ2=
= γ (очевидно, что λ, γ∈ eM1(E)). Тогда с учетом равенств Vλ(x)− Vγ(x)≡
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≡ (wQ −w0)−Q(x), x∈ E, и
∫

E
dΩ+k (x)=0 получаем

∫

E

Q(x) dΩ+k (x) = −
∫

E

Vλ−γ(x) dΩ+k (x) = π2

g∑
j=1

Im Bkj (γ(E j )−λ(E j )) =

= π2

g∑
j=1

Im Bkj (ω j (∞)−λ(E j )). (67)

Наконец, из (67) (и того, что величины Bkj — мнимые) вытекает следующее
равенство (см. (58)) для веса ρn, заданного формулой (15):

− i
π

∫

E

log ρn(x) dΩ+k (x) = 2ni
π

∫

E

Q(x) dΩ+k (x)+ ck(pg) =

= ni
g∑

j=1
Im Bkj (γ(E j )−λ(E j ))+ ck(pg) =

= n
g∑

j=1
Bkj (γ(E j )−λ(E j ))+ ck(pg) =

= n
g∑

j=1
Bkj (ω j (∞)−λ(E j ))+ ck(pg). (68)

С помощью (68) формула (58) преобразуется следующим образом (как и вы-
ше, знак «≡» означает сравнение по модулю a- и b-периодов):

g∑
j=1
Ωk(z j ) ≡ − i

π

∫

E

log ρn(x) dΩ+k (x)−
g∑

j=1
{nω j (∞)}Bkj + ck ≡

≡ n
g∑

j=1
Bkj (ω j (∞)−λ(E j ))−n

g∑
j=1
ω j (∞)Bkj + ck+ ck(pg) ≡

≡ −n
g∑

j=1
Bkjλ(E j )+ c̃k(pg) ≡

≡ −
g∑

j=1
{nλ(E j )}Bkj + c̃k(pg), k = 1, ‌, g. (69)

Соотношение (14), а вместе с ним и теорема 1, доказаны.

§ 4. Некоторые следствия и замечания

4.1. Сделаем следующее замечание.
Замечание 4.1. Приведенные нами результаты сохраняются после замены

веса ρn(x)= e−2nQ(x) на более общий вес ρN (x)= e−2NQ(x), где параметр N
принимает значения N=n±1,±2, ‌,±`, `∈N— фиксировано. Соответству-
ющим образом меняется определение пси-функции Наттолла.

Задача 2. При фиксированном n∈N, n¾ g, и N=n+ `, `∈Z, найти функ-
цию Ψn,N (z) :=Ψn(z; ρN ) такую, что:
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1) Ψn,N (кусочно) мероморфна на R\L =D(1)tD(2);
2) дивизор (Ψn,N )= (n− g)∞(2)+ z1+‌+ zg−n∞(1);
3) на L выполнено краевое условие: ρN (x)Ψ(1)

n,N (x)=Ψ(2)
n,N (x), x∈L .

В п. 2 точки z j = z j (n; N) («свободные» нули пси-функции) зависят от n и
N , под Ψ(1)

n,N (x) в п. 3 понимаются предельные значения функции Ψn,N (z) при
D(1)3 z→ x∈L , аналогичный смысл придается и Ψ(2)

n,N (x). В этом случае тео-
рема 2 (точнее, формула сильной асимптотики (16)) принимает следующий
вид:

qn(z; N) = Ψn,N (z)
�

1+o(1)
�

, n→ ∞. (70)

Непосредственно из замечания (4.1) и формул (13)–(14) вытекает следу-
ющий факт, качественно описывающий поведение старшего коэффициента
αn(n).

Следствие 4.1. Для параметров an(n)= αn−1(n)/αn(n) и bn(n) из стан-
дартного трехчленного по первому индексу рекуррентного соотношения для
монических полиномов Qn−2(x; n), Qn−1(x; n), Qn(x; n),

Qn(x; n) = (x−bn(n))Qn−1(x; n)−a2
n−1(n)Qn−2(x; n),

справедливы следующие асимптотические равенства («формулы следов», ср.
[44, формулы (28)–(29)], [12, формула (1.65)] и [35, формулы (41)]):

an(n) = cap E ·exp
�

1
2

g∑
j=1

g(z j (n; n), ∞)− 1
2

g∑
j=1

g(z j (n−1; n), ∞)
��

1+o(1)
�

,

(71)

bn(n) = 1
2

2p∑
j=1

e j −
p−1∑
j=1

z j (n−1; n)+o(1), n→ ∞; (72)

при этом дивизоры d(n; n) и d(n−1; n) связаны соотношением:
� g∑

j=1

∫ z j (n;n)

z j (n−1;n)

�
dΩk ≡ −

g∑
j=1
ω j (∞)Bkj , k = 1, ‌, g. (73)

Отметим, что в формулах (71)–(73) отсутствует явная информация о внеш-
нем поле Q, они идентичны формулам для веса, не зависящего от n. Форму-
ла (73) означает, что относительное движение «соседних» дивизоров d(n; n)
и d(n−1; n) определяется только геометрическими данными задачи: гармо-
ническими мерами ω j (∞) отрезков E j , составляющих компакт E.

Приведем одно следствие теоремы 2 (см. формулу (77)), которое есте-
ственно трактовать как некоторый аналог известного следствия из теоремы
Рахманова «об асимптотике отношения» для ортогональных полиномов
(см. [36], [38]) для случая переменного веса. А именно, одно из следствий
теоремы Рахманова состоит в том, что при условии µ′ = dµ/dx > 0 почти
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всюду на отрезке ∆= [−1, 1] для полиномов qn(x)= qn(x; µ), ортонормиро-
ванных относительно (положительной борелевской) меры µ,

∫

δ

q2
n(x) dµ(x) = 1, n = 1, 2, ‌,

выполняется соотношение

q2
n(x) dµ(x)

∗→ 1
π

dxp
1− x2

, n→ ∞ (74)

(сходимость в (74) понимается в смысле слабой сходимости в пространстве
мер). Пусть rn(z) — соответствующая полиному qn(x) функция второго рода
(или, в иной терминологии, функция остатка)

rn(z) =

∫

∆

qn(x) dµ(x)
z− x , z /∈ ∆. (75)

Тогда из (74) и (75) вытекает, что для произведения qn(z)rn(z) локально рав-
номерно по z /∈∆ выполняется соотношение

qn(z)rn(z) =

∫

∆

q2
n(x) dµ(x)

z− x → 1
π

∫

∆

1
z− x

dµ(x)p
1− x2

= 1p
z2−1

, n→ ∞. (76)

Пусть теперь E=
⊔p

j=1 E j — объединение из p¾2 непересекающих отрез-
ков. Тогда при некотором (достаточно общем, но более ограничительном
чем в теореме Рахманова) условии на меру ортогональности для соответ-
ствующих ортонормированных полиномов и функций остатка выполняется
следующее асимптотическое соотношение:

qn(z)rn(z) =

∏p−1
j=1 (z− z j )
p

H2p(z)
+o(1), n→ ∞. (77)

В (77) точки z j зависят от n и связаны очевидным образом с решением за-
дачи обращения Якоби вида (40) для соответствующего неизменного веса,
H2p(z) — монический полином степени 2p с простыми нулями в концевых
точках отрезков E j . Соотношение (77) является непосредственным следстви-
ем того факта, что в случае нескольких отрезков кроме асимптотической
формулы для ортонормированных полиномов:

qn(z) = Ψn(z(1))(1+o(1)), n→ ∞, (78)

(см. [44]) справедлива и аналогичная формула для функций остатка:

rn(z) =
Ψn(z(2))p

H2p(z)
(1+o(1)), n→ ∞. (79)

Из (78) и (79) с учетом тождества (см. (35)) Ψn(z(1))Ψn(z(2))=
∏p−1

j=1 (z− z j )
вытекает (77).
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Формулы (77)–(79) естественным образом распространяются и на случай
переменного веса, а именно, имеем

qn(z; n) = Ψn(z(1); n)(1+o(1)), rn(z; n) =
Ψn(z(2); n)p

H2p(z)
(1+o(1)), n→ ∞, (80)

qn(z; n)rn(z; n) =

∏p−1
j=1 (z−z j (n))
p

H2p(z)
+o(1), n→ ∞. (81)

В (81) точки z j (n) связаны очевидным образом с решением задачи обраще-
ния Якоби вида (14) для соответствующего переменного веса.

4.2. Сделаем следующие замечания.
Замечание 4.2. Формула (70) вполне аналогична хорошо известной фор-

муле Видома для случая веса, не зависящего от n (см. [48, § 6, теорема 6.2,
§ 9, теорема 9.1, § 8, теорема 8.4], а также [44], [28] и формула (86)). Система
уравнений (87) на дивизор d(n)= z1(n)+‌+ zg(n) эквивалентна следую-
щей системе сравнений (уравнениям Видома, см. [48, § 8, теорема 8.4], а
также [37], где эта формула обобщена на случай, когда к весу добавлено
конечное число дискретных масс):

g∑
j=1
ε jωk(z j ) = −2nλ(Ek)+ ck (mod 2), (82)

где ωk(z) гармоническая мера (в точке z ∈ D) отрезка Ek относительно
∂D \ Ek , параметр ε j = ±1; подчеркнем, что из системы (82) однозначно
определяются как параметры ε j =±1, так и точки z j , тем самым однозначно
определяются точки z j = (z j ,±) на р. п. R и дивизор d(n).

Отметим, что из формулы (70) формула Видома (86) получается (формаль-
ным) предельным переходом Q(x)≡0 и соответствующей заменой wQ 7→w0,
λ(E j ) 7→ γ(E j )=ω j (∞) и т. д. Таким образом, в некотором смысле можно
утверждать, что формулы Видома сохраняются и для переменного веса. Тем
самым, они носят универсальный характер.

Замечание 4.3. Пусть, как и выше, ωk(z) — гармоническая мера отрезка
Ek . Хорошо известно, что γ(E j )=ω j (∞), cap E= e−w0 и имеет место следую-
щая связь между комплексными гармоническими мерами ωk(λ)+ iω∗k(λ) и
абелевыми интегралами (59) (см. [48], [44]):

Ω j (z) = −1
2

g∑
k=1

Bkj
�
ωk(z)+ iω∗k(z)

�
, z ∈ D, (83)

ω∗k(z) — функция, гармонически сопряженная ωk(z). С учетом этих замеча-
ний формулы (13)–(14) принимают вид

αn(n) = const · enwQ ·exp
§
−1

2

g∑
j=1
ε j g(z j , ∞)

ª�
1+o(1)

�
, n→ ∞, (84)
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g∑
j=1
ε jωk(z j ) = −2nλ(E j )+ ck (mod 2), k = 1, ‌, g, (85)

где ε j =±1; подчеркнем, что из системы сравнений (85) однозначно опре-
деляются как параметры ε j =±1, так и точки z j , тем самым однозначно
определяются точки z j = (z j ,±)∈R. Отметим, что из (84)–(85) классические
формулы Видома сильной асимптотики:

αn = enw0 ·exp
�
−1

2

g∑
j=1
ε j g(z j , ∞)

��
1+o(1)

�
, n→ ∞, (86)

g∑
j=1
ε jωk(z j ) = −2nω j (∞)+ ck (mod 2), k = 1, ‌, g, (87)

получаются (формальным) предельным переходом Q(x)≡0 и соответствую-
щей заменой wQ 7→w0, λ(E j ) 7→γ(E j )=ω j (∞) и т. д.

Замечание 4.4. Введем в систему (14) вместо n непрерывный параметр
t ∈ R+ («время»). Нетрудно показать, что движение соответствующего си-
стеме (14) (с заменой n на t) дивизора d(t)= z1(t)+‌+ zg(t) на торе Tg

подчиняется следующей (обобщенной) системе дифференциальных уравне-
ний Дубровина (ср. [15] и [44, формула (26)]; как обычно «точка» означает
производную по t):

żk = − W(zk)∏
j 6=k(zk−z j )

�∫ +∞

e2g+2

∏
j 6=k(x−z j )

W(x) dx− 2i
π

∫

E

Q(x)

∏
j 6=k(x−z j )

W+(x)
dx
�

, (88)

k=1, ‌, g. Отметим, что выражение в фигурных скобках в (88) не содержит
zk . Нужное нам для асимптотической формулы (70) решение d(n) получается
из общего решения d(t) системы (88) подстановкой дискретных значений
t=n, n∈N. Параметры 2ν j =2λ(E j ), j=1, ‌, g, играют роль частот при дви-
жении дивизора d(t) по тору Tg . Если частоты ν1, ‌, νg рационально незави-
симы, то задаваемая дивизором d(t) «обмотка» {d(t), t ∈R+} всюду плотна
на торе; если рационально независимы числа ν1, ‌, νg , νg+1 (отметим, что
в силу определения чисел ν j имеем: ν1 +‌+ νg+1 = 1), то целочисленная
«решетка» {d(n), n ∈N} всюду плотна на обмотке, а следовательно — и на
всем торе Tg .

Отметим, что для случая неизменного веса ρ (т. е. при Q≡0) формула (88)
принимает вид (см. [43])

żk = − W(zk)∏
j 6=k(zk− z j )

·
�∫ +∞

e2g+2

∏
j 6=k(x− z j )

W(x) dx
�

, k = 1, ‌, g (89)

(выражение в фигурных скобках в (89) не содержит zk). Как и выше, нуж-
ное нам для асимптотической формулы Видома решение d(n) получается из
общего решения d(t) системы (89) подстановкой дискретных значений t=n,
n∈N. Как и в (88), параметры ν j =τ(E j )=ω j (∞), j= 1, ‌, g, играют роль
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частот при движении дивизора d(t) по тору Tg . Если частоты ν1, ‌, νg раци-
онально независимы, то задаваемая дивизором d(t) «обмотка» {d(t), t∈R+}
всюду плотна на торе; если рационально независимы числа ν1, ‌, νg , νg+1

(отметим, что в силу определения чисел ν j имеем: ν1 +‌+ νg+1 = 1), то
целочисленная «решетка» {d(n), n∈N} всюду плотна на обмотке, а следова-
тельно — и на всем торе Tg .

Отметим, что уравнения вида (89) возникают не только в теории конеч-
нозонного интегрирования, но и при исследовании интегрируемости других
уравнений; см., например, [14, теорема 2.2, формулы (2.3)–(2.5)].

Из сказанного выше получаем следующее следствие теоремы 1.
Следствие 4.2. Если величины λ(E1), ‌, λ(Eg+1) рационально независимы,

то величина

2 log
�
αn(n) · e−nwQ · const

�
(90)

осциллирует при n→∞ около нуля как величина −∑g
j=1 g(z j (n), ∞) и множе-

ство предельных точек последовательности (90) — это весь отрезок [−A, A],
где A=

∑g
j=1 g(z∗j , ∞).

Здесь точки z∗j ∈ [e2 j , e2 j+1], j=1, ‌, g, — это критические точки функции
Грина g(z, ∞) (см. [18], [48]): g′(z∗j , ∞)=0.

Действительно, из независимости «частот» λ(E1), ‌, λ(Eg+1) следует, что
точки z1(n), ‌, zg(n), удовлетворяющие соотношениям (14), всюду плотны
на торе Tg . Значит, в соотношении (см. (13))

α2
n(n) · e−2nwQ = const

g∏
j=1

exp
�−g(z j (n), ∞)

	�
1+o(1)

�
, n→ ∞, (91)

их можно рассматривать как меняющиеся независимо друг от друга. Отсюда
уже вытекает справедливость утверждения следствия.

Замечание 4.5. С учетом геометрического смысла гармонической меры
(см. [18], а также [44, п. 7 приложения B]) уравнения Видома (82) (по-
сле замены n на время t) естественно трактовать следующим образом:
дивизор d(t) = z1(t) +‌ + zg(t) (необходимо удовлетворяющий и систе-
ме (88)) движется по тору Tg с постоянной «угловой» скоростью, равной
(2λ(E1), ‌, 2λ(Eg)) (подробнее см. [44, п. 6 приложения B]).
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asymptotics of Padé approximants and complex orthogonal polynomials with varying weight //
J. Approx. Theory. 2004. Vol. 129, № 2. P. 129–166.

[9] Bleher P. M., Eynard B. Double scaling limit in random matrix models and a nonlinear hierarchy
of differential equations. Random matrix theory // J. Phys. A. 2003. Vol. 36, № 12. P. 3085–3105.

[10] Буяров В. С., Рахманов Е. А. О семействах мер, равновесных во внешнем поле на веще-
ственной оси // Матем. сб. 1999. Т. 190, № 6. С. 11–22.

[11] Чирка Е. М. Римановы поверхности // Лекц. курсы НОЦ. Т. 1. М.: МИАН, 2006. С. 3–105.
[12] Deift P., Kriecherbauer T., McLaughlin K. T.-R., Venakides S., Zhou X. Uniform asymptotics for poly-

nomials orthogonal with respect to varying exponential weights and applications to universality
questions in random matrix theory // Comm. Pure Appl. Math. 1999. Vol. 52, № 11. P. 1335–1425.

[13] Deift P. Orthogonal Polynomials and Random Matrices: A Riemann — Hilbert Approach.
Providence, RI: Amer. Math. Soc., 1999.

[14] Драгович В., Раднович М. Интегрируемые биллиарды и квадрики // УМН. 2010. Т. 65,
№ 2(392). С. 133–194.

[15] Дубровин Б. А. Тэта-функции и нелинейные уравнения // УМН. 1981. Т. 36, № 2. С. 11–80.
[16] Эрдёш Л. Универсальность случайных матриц Вигнера: обзор последних результатов //

УМН. 2011. Т. 66, № 3(399). С. 67–198.
[17] Eynard B. Large N asymptotics of orthogonal polynomials: from integrability to algebraic

geometry // Applications of Random Matrices in Physics. Dordrecht: Springer, 2006. P. 489–513.
(NATO Sci. Ser. II: Math. Phys. Chem., 221).

[18] Голузин Г. М. Геометрическая теория функций комплексного переменного. М.: Наука, 1966.
[19] Гончар А. А., Рахманов Е. А. О сходимости совместных аппроксимаций Паде для систем

функций марковского типа // Теория чисел, математический анализ и их приложе-
ния. Сборник статей. Посвящается академику Ивану Матвеевичу Виноградову к его
девяностолетию. 1981. С. 31–48. (Тр. МИАН СССР, 157).

[20] Гончар А. А., Рахманов Е. А. Равновесная мера и распределение нулей экстремальных
многочленов // Матем. сб. 1984. Т. 125(167), № 1(9). С. 117–127.

[21] Гончар А. А., Рахманов Е. А. Равновесные распределения и скорость рациональной
аппроксимации аналитических функций // Матем. сб. 1987. Т. 134(176), № 3(11). С. 306–352.

[22] Гончар А. А. Рациональные аппроксимации аналитических функций // Совр. пробл. матем.
Вып. 1. М.: МИАН, 2003. С. 83–106.

[23] Ku〈laars A. B. J., Tibboel P. M. J. The asymptotic behaviour of recurrence coefficients for
orthogonal polynomials with varying exponential weights // J. Comput. Appl. Math. 2009.
Vol. 233, № 3. P. 775–785.

[24] Ku〈laars A. B. J., McLaughlin K. T.-R. Generic behavior of the density of states in random matrix
theory and equilibrium problems in the presence of real analytic external fields // Comm. Pure
Appl. Math. 2000. Vol. 53, № 6. P. 736–785.

[25] Комлов А. В., Суетин С. П. Формула Видома для старшего коэффициента полинома,
ортонормированного относительно переменного веса // УМН. 2012. Т. 67, № 1. С. 183–184.

[26] Комлов А. В., Суетин С. П. Асимптотическая формула Ахиезера — Наттолла для полиномов,
ортонормированных относительно переменного веса. 2012. (В печати.)

[27] Ландкоф Н. С. Основы современной теории потенциала М.: Наука, 1966.
[28] Martinez-Finkelshtein A., Rakhmanov E. A., Suetin S. P. Heine, Hilbert, Padé, Riemann, and
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