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О ЗАМКНУТЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ 

К. М. Белов 
Устанавливается, что замкнутые поверхности рода нуль не 

допускают нетривиальных изгибаний с сохранением средней 
кривизны. Библ. 4 назв. 

В настоящей заметке рассматриваются регулярные 
поверхности трехмерного евклидова пространства. 

1. Пусть Fx —произвольная регулярная поверхность 
трехмерного евклидова пространства, a F2 — поверхность, 
полученная из Fx в результате нетривиального изгиба­
ния. Пусть Рг и Р2 — пара соответствующих по изоме-
трии точек этих поверхностей, а аг и а2—геодезические 
кручения поверхностей в точках Рх и Р2 в соответствую­
щих по изометрии направлениях. Направления, в кото­
рых ах = а2, называются главными направлениями изги­
бания, а линии на поверхности Рг, имеющие в каждой 
своей точке главное направление изгибания, называются 
линиями изгиба. Можно показать, что нетривиальное из­
гибание всегда порождает на поверхности сеть линий из­
гиба и что эта сеть всегда вещественна и ортогональна. 
В самом деле, если btj и btj — коэффициенты вторых 

1 % 
квадратичных форм поверхностей/\ и F2l то тензор $ц = 
= btj — bij определяет сеть характеристик изгибания 

1 2 
[1]; сеть линий изгиба является первой биосекторной сетью 
сети характеристик. Отсюда же следует, что особыми точ­
ками сети линий изгиба являются точки конгруэнтности 
поверхностей Fx и F2 и только они. 

2. ТЕОРЕМА. Замкнутые поверхности рода нуль не 
допускают нетривиальных изгибаний с сохранением сред­
ней кривизны. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о (идея доказательства заимст­
вована у X. Хопфа [2]). Отнесем поверхности Fx и F2 к 
изометрической системе координат: 

ds* = Л (х, у) (dx* + dy*), Л > 0. 
Положим 

Vb = Ubl-b\) + ibl (к = 1,2), 

где 6,,, и Ор. — смешанные компоненты тензора второй 

квадратичной формы поверхностей Fx и F2, и обозначим 
со = w1 — г#2. Если средние кривизны поверхностей 
F1 ж F2 в соответствующих по изометрии точках одина­
ковы, то, как нетрудно показать [3], функция Лоз яв­
ляется аналитической. Нули этой функции (и только они) 
соответствуют точкам конгруэнтности поверхностей Fx и 
F2, стало быть, точки конгруэнтности поверхностей 
F1 и F2 лежат изолированно. Рассмотрим на поверхности 
Рг сеть линий изгиба. Нетрудно убедиться в том, что 
уравнение этой сети может быть записано в виде 

Im (tfz2co)=0, (1) 

где z = х + iy. Выберем одно из двух семейств линий 
этой сети. Так как поверхность F1 замкнута, род ее равен 
нулю, а особых точек этого семейства лишь конечное чис­
ло, то по теореме Пуанкаре среди этих особых точек имеет­
ся по крайней мере одна с положительным индексом (су­
ществование хотя бы одной особой точки семейства линий 
изгиба также следует из теоремы Пуанкаре). Покажем, 
однако, что индексы особых точек семейства линий изгиба 
отрицательны. 

Обозначим U окрестность особой точки Р , не содержа­
щую других особых точек выбранного семейства линий 
изгиба. Пусть Г — некоторая гладкая замкнутая кривая, 
содержащаяся в окрестности U и содержащая точку Р 
внутри. Пусть, далее, Арф — изменение угла ф при одно­
кратном обходе точки Р по кривой Г в положительном 
направлении. Если j — индекс особой точки, то по опре­
делению индекса [2] 

Аг arg dz = / я . 

С другой стороны, из уравнения (1) имеем 
2я/ + Ararg со = 0, 

720 



и, стало быть, если п — порядок нуля функции со в 
точке Р, то 

2я/ + 2пп = О, 
откуда следует, что / = — тг < О, и теорема доказана. 

3. Сделаем следующее замечание. Если ограничиться 
рассмотрением непрерывных изгибаний, то утверждение 
теоремы следует из того обстоятельства, что поверхность, 
допускающая непрерывные изгибания с сохранением сред­
ней кривизны, должна быть изотермической [3]. Однако, 
как замечено X. Франком [4], замкнутых изотермических 
поверхностей рода нуль не существует. 
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