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О стохастической устойчивости показателей 
Ляпунова уравнений произвольного порядка 

Нгуен Динь Конг 

Введение 
В предлагаемой статье рассматриваются линейные уравнения про­

извольного порядка с ограниченными, равномерно непрерывными коэф­
фициентами. Исследуются показатели Ляпунова таких уравнений при 
случайных возмущениях (см. [1, с. 26, 287]). Доказывается, что для 
почти всякого уравнения почти все близкие к нему уравнения имеют 
показатели, близкие к его показателям. Эта работа есть вариант рабо­
ты В. М. Миллионщикова [2]. Статья есть развернутое изложение с 
доказательством результатов автора, анонсированных в [3], [4]. Эти 
результаты были сообщены автору В. М. Миллионщиковым в качестве 
гипотез. 

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение произвольного 
порядка 

x™ + ai(t)x<n-i) + ... + an(t)x = 0, (1) 

где tdR, аД06С(Ю, 1^(0 | < c o n s t < + oo ( t = l , 2, . . . , п). Наряду с 
уравнением (1) будем рассматривать его случайные возмущения 

y{n) + (fliV)+CiAt9 co) )^- 1 ) + . . . + (an(0+^,n(^, со))у = 0, (2) 

где с6>{(£, со)—случайные процессы с кусочно-непрерывными траекто­
риями или белые шумы (см. [1, с. 26, 287]), со — точка пространства Q& 
с мерой |^(щ(Й0 = 1), параметр § принадлежит множеству Н, в котором 
задан фильтр £F. 

Уравнения (1) и (2) мы стандартным образом приводим к линейным 
системам 

гдехбЯп, y€Rn, 

A(t): 

ВДа>) = 

x=A(t)x, 
у=(А«)+Съу,«>))у, 
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Положим a = supV | a i ( 0 | + l < + o ° . Тогда sup | |Л(*)| |<а. Обозначим 
4СЪ *—* / c n ten *€R 
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через X(t, т) и Y^(t9 г, со) матрицы Коши систем (3) и (4) соответствен­
но, через Х^Х2^..^Хп и Л,± (g, со) ^Я 2 (§ , с о ) ^ . . .^A,n(s, со) — пока­
затели Ляпунова систем (3) и (4) соответственно (они называются л 
показателями Ляпунова уравнений (1) и (2) соответственно). В даль­
нейшем нас будут интересовать только абсолютно регулярные уравне­
ния вида (1). 

О п р е д е л е н и е 1 (см. [5]). Уравнение (1) называется а б с о ­
л ю т н о р е г у л я р н ы м , если соответствующая ему линейная система 
(3) абсолютно регулярна, т. е. существует базис Xi(t), . . . , xn(t) про­
странства решений системы (3), обладающий свойствами: 

1) lim 4 ln||*«(/)l!'=Xi (i = l, 2 , . . . , л), 
2) для 1=1, 2, . . . , п и для всякого е > 0 существует такое число 

Г(е )>0 , что множество 5(e) тех 6, для которых хотя бы для одного 
решения x(t) такого, что lim — 1п||л;(/)||=Аь хотя бы при одном т, 

U|-H-oo t 
| т | ^ Т(е), справедливо неравенство 

1 1 п 11*(9 + т)Ц _ | 

имеет относительную меру на прямой < е . 
Известно, что почти все уравнения — в смысле всякой инвариантной 

относительно сдвигов аргумента t нормированной меры, заданной на 
множестве уравнений вида (1),— абсолютно регулярны [6] (см. также 
§ 4 обзора [7]). Несколько менее сильная теорема (о том, что почти 
все — в том же смысле, что и выше,— уравнения бирегулярны) доказа­
на в [8], [9]; определение бирегулярной системы см. в [8] (напомним, 
что из бирегулярности следует правильность). Отметим, что в условиях 
теорем настоящей работы абсолютную регулярность нельзя заменить 
бирегулярностью. Причина этого состоит в том, что лемма 1 перестает 
быть верной при замене в ее условии абсолютной регулярности бирегу­
лярностью. 

Ниже существенно используются рассуждения из [2], поэтому во 
введении мы приводим модификации некоторых определений и утверж­
дений из [2]. Следующее определение близко к определению допусти­
мого случайного возмущения в [2]. 

О п р е д е л е н и е 2. Уравнение (2) называется д о п у с т и м ы м 
с л у ч а й н ы м в о з м у щ е н и е м уравнения (1), если соответствующая 
ему система (4) является допустимым случайным возмущением соот­
ветствующей уравнению (1) системы (3), т. е. если матрица Коши 
Yi(t9 т; со) системы (4) удовлетворяет следующим условиям: найдутся 
B°(i&' и 6°>0 такие, что для всякого Г>0 и всякого |6S° существует 
9 = 9(1, Г)б[Г, Г + е°] такое, что 

1) случайные величины У* ((/+1)0, /8; w) (*'6Z) независимы, 
I Of+i)e I 

J С6 (/,©)# 2а) еБ,, = £6( |ехр ID 1 g-̂  0 равномерно по /GZ 

(здесь обозначено /) = ехр(2а(Г + 00)), £ s ( / (©))= J /((o)dfig, а обозна-

чение f(&Tpy равносильно обозначению limf(g) =y)\ 

26) inf £g,i> csup£|jt-, где положительная константа с не зависит от g, 
i ez ' iez 
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3) для всякого 8>0 найдутся 6 = 6(е, Т)>0, n0 = n0(e)£N и S(s)6^F 
такие, что для всякого %6Н(е), для всяких Rk и Rn-fe (^-мерного и (п—k)-
мерного линейных подпространств в Rn) (fe = l, 2, .. ., п—1) и всякого 
т = Ш (t'GZ) множество тех co£Q6, для которых 

[У6(г + 6, т; ©)Rfc] П R""" № ) ^ г { 0 } , 

имеет |хь-меру < е ; Rr(p) обозначает конус, состоящий из векторов, об­
разующих угол ^ р с подпространством Rr. 

Для произвольной невырожденной {пX п) -матрицы X обозначим че­
рез di(X)^d2{X)'^ . . . ^dn(X) > 0 положительные квадратные корни 

т 

из собственных значений матрицы Х*Х. Положим ет(Х) = Д dt (X) (т = 

= 1, 2, . . . , п). Очевидно, при любом &£{1, 2, . . . , л}, имеем 

d fc(X)= inf sup —— = sup inf —— . (5) 
^г-k+l^^n xeRn-k+l \\X\\ цк^-цп xe$k \\X\\ 

x^o x^o 
Нетрудно вывести и следующие формулы 

en{XY)<en(X)en(Y) (m=I , 2, . . . , л), (6) 

em{X)= sup J^^f (7) 
Ц*СцЛ l X i ^ 

{*!,...,лг/гУбазис в R^ 

где Г^ Xk— грамов объем векторов {хь . . . , xk}. 
О п р е д е л е н и е 3 ([2]). Числа (ft=l, 2 , . . . , п) 

v * - r H £ 5 L - ^ S »nd*(X((f+ 1)T, *Г)) (8) 
1 = 0 

называются в с п о м о г а т е л ь н ы м и п о к а з а т е л я м и системы (3). 
Если существуют точные пределы по Г->- + оо (а не верхние) в формуле 
(8), то вспомогательные показатели системы (3) называются точ­
н ы м и . 

Следующая лемма устанавливает одно свойство абсолютно регуляр­
ных систем, которое нам понадобится в дальнейшем. 

Л е м м а 1 ([2], [10]). Если система (3) абсолютно регулярна, то 
она имеет точные вспомогательные показатели и 

Vi=h ( f=l , 2, . . . , п). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем произвольное еб (0, —) . По зна­
чению е2>0 найдем Т{г2) и S(e2) как в определении 1. Фиксируем про­
извольное Г>2Г(е 2 ) . Введем обозначение 

S1={i6Z|[tT, (t + 8)T]c:S(82)}. 

Из определения S(e2) следует, что 

ТП5 -J- card (S, П [ - N, N]) < 8. (9) 

Из определения S4 вытекает, что при i$S4 найдется 86 [iT, (i + e)T] та­
кое, что Q$S (&2). Поэтому, в силу (5), имеем 
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dk{X((i+\)T, iT))=dh(X((i+l)T, в)Х(д, r T ) ) < 
^dh(X((i+l)T, е) ) !Щ9, iT)\\^exp{(h+Ez)((i+l)T-Q)}exp(aeT)^ 

s^exp(XJ+(2a+l)eT). 

При idSi имеем dh(X((i+\)T, iT))^exp(aT). Следовательно, в силу 
(9), имеем 

Ш -Т 2 lnd* (*«' + '> Т> г Т »<** + (5о + 1) е. (Ю) 
1=0 

Аналогично, имеем 

1 s - 1 

lim — V lndk(X((i+l)T,iT))^kk — (5a+l)E. (11) 
sT —̂' 

Из (ТО) и (11), в силу произвольности е, сразу вытекает утверждение 
леммы. Лемма 1 доказана. 

§ 1. Кусочно-постоянные случайные возмущения 

В этом параграфе мы будеАм рассматривать случай, когда уравнение 
(2) имеет вид 

y ( n )+(ai( /)+£a, i( ' . u))y(n-i) + -..+ (ctn(t)+ca>n(t, co))y = 0t (1.1) 

где ca,i(t, со) =c0,i (\ — \h, со], /6R, h — фиксированное положительное 

число, i=l, 2, . . . , п, случайные величины caA(kh, со) (/б{1, . . . , /z}, k£Z) 
независимы и распределены по нормальному закону с математически­
ми ожиданиями а{,и(а) и дисперсиями (vi>k(а))2, причем 

k ( * W | a o (/6{1, . . . , я), ACZ), (1.2) 
^(J<ti f | J k(a)<Al,a (*G{1, . . . , я}, £6Z), (1.3) 

где положительные константы Ми М2, М3 не зависят от /, k, a. Здесь 
роль параметра g в уравнении (2) играет параметр о>0, фильтр ^ 
состоит из интервалов (0, г) ( Б > 0 ) . Мы будем пользоваться обозначе­
ниями во введении с заменой g на а (например, вместо Q%, alt Cg(/, со) 
будем писать Qc, jua, Cc{t, со) соответственно и т. д.). Соответствующей 
уравнению (1.1) линейной системой будет система 

y=(A(t)+Ca(t, ©))y (y6R«). (1.4) 

Покажем, что при этих условиях уравнение (1.1) является допустимым 
случайным возмущением уравнения (1). Затем, применяя метод дока­
зательства теоремы 3 в [2], докажем теорему о стохастической устой­
чивости при кусочно-постоянных возмущениях. 

Л е м м а 2. Уравнение (1.1) удовлетворяет условиям 1), 2а) и 26) 
определения 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем S°=(0, I) , Q° = h. Тогда для всякого 
Г>0, а£Е° найдется такое натуральное число k = k(T)i что %h£[Tt T+h]. 
Положим 0 = 8 (Г, o)=kh. Условие 1) определения 2 выполняется в силу 
независимости случайных величин ca,i(kht со) (/6{1, . . . , п}у kdZ). Про­
веряем условия 2а) и 26) определения 2. Имеем 
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eG,i==E0 exp ID 
(t+ei) 

С cG (tf со) dt -1 

; J ( e x p f ^ 2 ca,i(jh9 со) I rfjxa—1. 

Из того, что случайные величины ca,i(jh, со) независимы и распределе­
ны по нормальному закону с параметрами (ai(j(a), vltj(a)), вытекает 

п °° 
eo.t<j[ §exp(Dh\x\)y^exp(--^(x-alyyx~l, (1.5) 

' - 1 —оо 

(*+1)1-1 (Й-1)£-1 

где а / = ^ fl/./(a)» t ; ? = 2 (У/-/(а))2- ^ ДРУГ0Й стороны, имеем 
/=ife /=tfe 

/ я I (й-Dfc-i 

**,,> j Dfti-g I 2 .̂/(/Л,оз) 
/ = 1 / = г/г 

Ы^д = 

=DftisTi"ij7s;-p(-^():-a')')fc (1'6) 

Оценим в отдельности каждый интеграл в выражениях (1.5) и (1.6). 
Из условий (1.2) и (1.3) вытекает, что {а^^-М^с ( /=1 , 2, . . . , п), 
£M 2V^i^ 2^£M 3

2a 2 ( /=1 , 2, . . . , п). Следовательно, 

• (х — щ)2) dx = j e x p ( Я Л M ) ^ e x p 
—оо 
+ °° / / \ 2 \ 

= j e x p ^ ^ D - p ^ e x p ^ - j ^ - ^ - j <fo = 
—oo 

=TW Jexp ( - m ^-{ (* - ^)2)^+ 
—oo 

+тИ«ч,(и,'*~»( ,'~'5г) ,)*< 

< [exp (ftaD»]feM&r + DMMJ a] (1 + —L= Dhvi) . (1-7) 

И, также 
+ oo 

J Угли, exp 

I-

4 

2v* 
X-—5.VW-

-т%«*(-f) +" J T W " ( - T ) * > T » > l ^ ' 0 -
~vl 

(1.8) 

Из (15) — (18) вытекает, что существуют положительные константы 
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Ll9 L2, не зависящие от a, iy такие, что 
:L2G. (1.9) 

Следовательно, условие 2а) определения 2 выполняется. Возьмем с = 

2L2 
Тогда 

inf ea,t > Ьго > cL2a > с sup ea,f. 

Значит, и условие 26) определения 2 выполняется. Лемма 2 доказана. 
Л е м м а 3. Уравнение (1.1) удовлетворяет условию 3 определения 2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем Н°=(0, 1), 9° = А как в лемме 2. 

Пусть T=ih, где / — произвольное целое число. Для краткости записи 
обозначим через У матрицу Коши Уа(т + Л, т; со) системы (1.4). Фикси­
руем произвольные Rft и Rn~ft (^-мерное и (п—k)-мерное линейные под­
пространства в Rn). Пусть {fu . . . , fh} — ортонормированный базис в Rfe, 
a {fh+u . . . , /«} — ортонормированный базис в Rn_ft. Через {еи . . . , еп) 
обозначим стандартный ортонормированный базис в Rn. Пусть U — ор­
тогональное преобразование, переводящее fs в е} (/ = £ + 1 , . . . , /г). Обо­
значим через а угол между пространством yR* и пространством Rn~\ 
Имеем 

sin^ a = inf 
;H=i 

/ = i 
• > • 

i * ' - 1 
inf 2 (Ш7, e.)« 

f€R .* / = i 

ten* 2 ^ > e / ) 2 и M I 

Обозначим через (bih . . . , bnj) вектор UYfi ( /=1, 2, 
(&Х&)-матрицу 

I У I I 2 

,, k). Составим 

в = 
J\\ 
y21 

y 1 2 

' 2 2 

Ч&Л1 ft/52 

Пусть матрица В невырождена. Тогда 

inf 5! (UYf, ejf = inf 

fex к /=i 

defB 

И'1! k\ max 16, | ifr-1 

(Здесь норма понимается в соответствующих евклидовых пространст­
вах.) Из определения матрицы В вытекает, что max |^m | ^ | |У| | . По-

1^.1,m<k 

этому 

Следовательно, 

sin2 a > del Я 
k\\\Y —V 

\\Yf 

а > |detB| 
n\\\Yf (1.10) 

Заметим, что формула (1.10) верна и для случая вырожденной матри­
цы В. Напишем формулу для матрицы Коши У=Уа(т + Л, т; а>) системы 
(1.4) (см. [И, с. 74]) 
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(l+l)fl 
Y •-E+ J (A{ti) + Ca{iK ©))#i + 

+ S (Л (У + Co (ft, со)) J (Л (f2) + Co (ft, ©)) tf *#! + 
(i+i)h 

( l . i i ) 

Из (1.11) вытекает, что элементы матрицы У являются аналитическими 
функциями от {cM(tft, со), . . . , con{ih, со)} и |!Y||^exph(a+||C0(Jft, со)||). 
Поэтому, в силу (1.10), имеем 

а > \J*B\ . (1.12) 
я! exp nh (а + 1 Са (ih> со) ||) 

Из определения матрицы В и формулы (1.11) вытекает, что detB явля­
ется аналитической функцией от переменных {сол(Иг, со), . . . , con{ih, со)} 
при любом фиксированном f=--{fu • ••, W- Покажем, что функция detB 
не является тождественно равной нулю функцией при любом фиксиро­
ванном / . На самом деле, пусть фиксирован /=={fi, . . . , fn}, т. е. фикси­
рованы подпространства Rk = (fu •••, /л> и Rn-h = (fh+u . . . , fn>. Допу­
стим, что при этом значении / (т. е. при этих R\ Rn~ft) detB = 0. По 
асимптотической формуле решений уравнения (1.1) (см. [12, с. 59]) 
при больших ca,n(ih, со) ( = рп) и малых cM(ift, со), . . . , ca>n-i(ih, со) урав­
нение (1.1) имеет решения 

Уг-
ро/^-т) 

#/ = ре 

У{Г]^9П 

рСО^/—T)f| h+0(i)]- ала» 
"^<оГ + о ( | ) ] (1=1,2 и), рю#-' 

где со> (/ = 1, 2, . . . , я)—корни п-& степени из единицы. Из условия 
detB = 0 вытекает, что существует такое нетривиальное решение y(t) 
системы (1.4), что y(x)GR\ */(T + ft)GRn~ft. Это же решение удовлетво­
ряет краевым условиям Uj{y)=0 (/ = 1, 2, . . . , п), где условия Uj(y)=0 
( /=1 , . . . , п—k) определяются из условия y(x)£R\ а условия [/э(у)=0 
(j = n—k + \, . . . , п) определяются из условия y(x + /i)£Rn"fe (см. [12, 
с. 15, 16]). Легко видеть, что можно подобрать краевые условия так, 
чтобы они принимали вид 

Vl (У) = Уit (т) + а/./,+i0//+i СО + • • • + <*1.пУп (т), 
/ = 1,2, . . . , п — я, /i<C ' г ^ * • * <С 'n-fe* /I j ^ \ 
^m (У) = У1т (Т + Л) + «m./^ lf//m+l (t + ft) + • • • + °W*M (X + ft), 
т = п — fe + 1, . . . , л, ln-k+i <C ̂ -fe+2<C • • • <С '«• 

Из асимптотической формулы (1.13), существования нетривиального 
решения краевой задачи (1.14) вытекает (см. [12, с. 16]), что 

(рсо/ . . . (рсо,)'1 

det(/ = det 
(рсох/^ 

( p O i ) ' ^ 1 ^ 

( p c o ^ V ^ 

(р©«)' 
тг-fe 

(p0)fi) в 

(pcort) e 

= 0. 
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Раскрывая выражение для det U, получим 
п п 

х П (co l / - (oh П (<£'-щт}+ . . . . (1.15.) 
n-k+i^tn<f^n i<:m</<n-k 

Знак плюс или минус ставится перед первым членом в выражении 
(1.15) в соответствии со значениями кип. Из (1.15) вытекает, что det U 
не является тождественно равной нулю функцией от р. Следовательно, 
det В не является тождественно равной нулю функцией при любом фик­
сированном значении / = {/i, . . . , fn}-

Напомним, что через X(t, т) мы обозначаем матрицу Копти системы 
(3). Система (1.4) преобразованием y(t)=X(t, x)z{t) приводится к 
виду 

z=X-l(t, т)С0(/, ©)*(/, x)z(t). (1.16) 

Обозначим через Za(t, т; со) матрицу Коши системы (1.16). Тогда 
У=У0(т+/г, т; ю ) = * ( т + А, T)Z 0 (T + A, T; СО). (1.17) 

Напомним, что момент т = *А заранее зафиксирован. Обозначим че­
рез Xt(t) матрицу X(r + t, т) (/6[0, А]). Из (1.11), (1.16) и (1.17) вы­
текает, что элементы матрицы Y найдутся по значениям Х\(1), C0{ih, со). 
Следовательно, функция det Б есть функция от Х{(1), f и вектора с = 
= {Coti(ih9 со), . . . , c0,n(ih, со)}. Поэтому обозначим функцию det В через 

F(Xi(t), / , с). Точки Xi(t) рассматриваются в пространстве матричных 
функций на [0, h] с равномерной метрикой. Точки / принадлежат про­
странству VnjkxVnjn-h, где Vn>r—многообразие Штифеля (см. [13, с. 446]). 
Точки cGRn. Из доказанного вытекает, что функция F(Xi(t), / , с) 
( = det5) является аналитической функцией от c€Rn, нетождественно 
равной нулю при любом фиксированном значении {X{{t)r / ) . А коэф­
фициенты функции F(Xi{t), / , с) при степенях вектора c£Rn непрерывно 
зависят от Xi(t), / . Пусть М — произвольное положительное число. Из 
доказанного вытекает, что при любом значении (Xi(t)y / ) . найдутся 
числа mGN, 6GR+ такие, что выполняется неравенство 

m e s ( | F ( A / ( 0 . 7 , c ) | < 7 n i c ] < M ) < 6 y ^ 

в некоторой окрестности точки (Xi(t), / ) . Здесь через mes(A) обозна­
чается объем множества А в Rn. Следовательно, в силу компактности 
семейства {Xt (/)}**ez в пространстве непрерывных матричных функций на 
[О, h] (так как Хг(0)=Е, sup | |Л(/)И<я) и компактности пространства 

ten 
Vn,kXVntn-h, существуют числа m^N, 6i6R+, зависящие от Му такие, что 
при любых t'GZ, /б VnthX Vn>n-hi yGR+ 

m e s ( | F ( X H 0 , 7 ^ ) l < Y n i k ! i < ^ ) < 6 1 ^ (Lib) 

Из (1.18) вытекает, что при а£(0, 1) 

mes(\F(XUt)J9oc)\<yn\\c\\^M}<8l-^ 

или, что то же самое, при любых *GZ, f£Vn%hX V„tn-k, x>0 
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mes(\F(Xi(t),lc)\<yr\\o-hl^M)<81-^-. (1.19> 
а 

Пусть дано число е>0 . Из (1.2), (1.3) вытекает, что найдется поло­
жительное число М такое, что 

ц0(10-^1 > М ) < | (ОНО, О). 

По значению М найдем 6Ь ти удовлетворяющие (1.19). Возьмем о.б 
6(0, 1) настолько малым, чтобы было выполнено неравенство б1о1< 
< ~ (У2яМ2)п. Положим в (1.19) значение ^ = o(n+1)m>. Из выбора М, аг 

и формул (1.3), (1.12) вытекает, что при об(0, Gt) множество тех со, 
для которых при любых R\ Rn_fe угол а между YRh и Rn~ft при любом 
T=ih удовлетворяет неравенству 

n(n+i)mt 
а > - , (1.20> 

п\ exp {nh(a-{-nM)} 
имеет |ы0-меру < е . Из (1.20) и леммы 2 вытекает утверждение леммы 3. 
Лемма 3 доказана. 

З а м е ч а н и е 1. Из доказательств лемм 2 и 3 видно, что в случае 
отсутствия возмущений коэффициентов a^t), . . . , ап-х (/), т. е. caji(t, со) = 
s= 0 (1=1, 2, . . . , п—1), а сап(/, со) удовлетворяет тем же условиям, как 
в начале параграфа, то уравнение (1.1) остается допустимым случай­
ным возмущением уравнения (1). 

Т е о р е м а 1. Если уравнение (1) абсолютно регулярно, то для вся­
кого е > 0 существует о (е )>0 такое, что для всякого о6(0, о(е)) для 
почти всех со6£20 (в смысле меры |х0) характеристические показатели 
Ляпунова AI(G, со) ^ . . .^Яп(а, со) уравнения (1.1) удовлетворяют не­
равенствам 

|Хг(а, со)— Ц<г ( i = l , 2, . . . , п). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Пусть дано е6(0, 1). Из лемм 2 и 3 выте­
кает, что уравнение (1.1) является допустимым случайным возмущени­
ем уравнения (1). По значению е, в силу леммы 3, найдем значение 

Од 

п0 = п0(г). Возьмем Тг>—- такое, что при Т>Т^ выполняются нера-
8 

венства 
1 s-x 

lim 4 т У , Indk(X((» + ])Т, iT))<h + е2(4«Г2щ\ 
- - ^ sT

 f=o 

lim — V In dk (X ( ( / + 1 ) 7 , »T)) > Xft — e2 (4n)~2 / £ \ 
sT ^~^ 

Такое Ti найдется в силу (10) и (11). По значениям е и Tt мы найдем 
значения 9°, 0=9(о, Т,)^[Ти 7^+9°], еа,и с, 6 = 6(е, 7\), 3(e) как в опре­
делении 2. Возьмем число т]6(0, 1) такое, что из неравенств \t—т|^ 
^ 7\ + 9°, sin <£ (я, у) < г] вытекает 

l l X ^ ^ r / I I I ^ K e x p ^ r ^ l X ^ T ) ^ ! ! ^ ! . 

Из формул (1.16) и (1.17), при tu тг€[/9, (/+1)9] имеем 
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еа = sup Еа (|| Е — X"1 (/,, %t) Y0 (/,, т,; со) ||) < 
tez 

^ SUp Ea (\E — ZG (tU Xt\ ©) 1) < SUp £?„,,. (1,21> 

Возьмем Г 2>2(Г 1 + 00) такое, что 

8(czr\)n°exp(~T2\>2 (1.22) 

и из Т^Т2 следует Г ^ 7 \ е х р (-5—Т].Возьмем Oi6S(e) такое, что при 

06(0,0,) 

6(sup^)n oexp(8T2)<2. 

Фиксируем произвольное об(0, c j . Берем S>T2 такое, что 

6(inf^)"0exp(eS) = 2. (1.23) 
iez 

Пусть T=NQ — наименьшее целое кратное 0, большее S. Из (1.21) — 
(1.23), выбора Т2 и условия 26) определения 2 следует 

- ^ ехр ( - 5 - т) < 1 (sup «,.,) ехр (-*- г ) < л , (1.24) 
8 \2п0 ) 8 /ez \2лг0 / 

б (inf ^,t)"° ехр (еГ) > 2. (1.25) 

2. Обозначим Х,,в+1,.= Хг>+1*Й, Хг = Х((/+1)Г, IT), Xi>s = X(iT + sQJT) 
и аналогично для У0, например, Уа,г(со) = Уа((* + 1)Г, iT; со). Из выбора 
7\ и соотношения T==NQ^NTi вытекает, что для всякого £6{1, 2, . . . , я} 
имеет место неравенство 

°° v = o s=o *" *=о ) 
l-l N-i l-i 

^ l i m 7 ^ 2 2 lne*№>m.,)-lim -j-% lnek(Xt)^ 
i=0 s=0 l-*+oo f__0 

С другой стороны, из (6) вытекает, что 
N-i 

2 In ek (XitS,ltS) - In ek (Xt) > 0. 
s=o 

Следовательно, объединение 2 тех полуинтервалов [iT, (*+1)Г] (*£Z), 
для которых не выполнено хоть одно из неравенств 

4- у11п ̂  №.«..) - 4-1п е* (*<) < ^-
(& = 1, . . . , я), имеет относительную меру lim — mes2f][0, t]<.s. 

t-^+oo t 

3. Обозначим через Rf подпространство, натянутое на k первых 
(в порядке убывания собственных значений) собственных векторов мат­
рицы Х*Х{. При каждом фиксированном 5 фиксируем в Rn ортонорми-
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рованыый базис xi>S)U . . . , xijS<n такой, что я^^бХ^Д** (k=l, . . . , я) . Обо­
значим через Х\,1+1,5 матрицу, с помощью которой записывается в бази­
сах х{>85а^:к)у xi>s+iJ (j^k) сужение на Х*(8К<* отображения, задавае­
мого в стандартном базисе в Rn матрицей Xi(S+M. Очевидно, при m^k 

M*it i . s )<em№, s + i , s ) . (1.26) 
Фиксируем произвольное I. При m^k, в силу определений R^, Xi%lfS 
и формулы (6), имеем 

П ет (Xtlus) > ет IЦ Х[%1>81 = ет (X,). 
s=o \s=o / 

Из определения множества 2 вытекает, что для tT(£2 имеет место не­
равенство 

ет (X,) > ехр ( - ~ Т) J] em (X,,s+M). 

Следовательно, при m^k, iT§L имеем 

П ет (X£U.) > ет (X,) > ехр ( - J L . Т\ Ц em (X,,s+1 ,s). (1.27) 
S=0 . \ L 0 / S = Q 

Из (1.27) при m = k и (1.26) при m = k—l имеем 

П 4 ( Х Ц 1 > 5 ) > ехр ( ~ ^ Т \ П 4 № , 5 + 1 , ) . (1.28) 
s=o о / s=_0 

Пусть Ma,*— множество тех собОа, для которых 

2 || Е - Xt,s+1 Л - , s + i , s N || < еаг-Ш. 
s=o 

Применив (1.21) при U=iQ, T*=(i+1)0, получим \ia(Mo,i) >1—е. Фикси­
руем произвольное (o£Mai и обозначим хв=Ц£—Xf)S+1(Sya^,s+if sC©)!- ^ 3 

выбора 7\, 72, Г3 и формулы (1.24) следует 

« - Д / < , е х р ( - 1 1 - Г ) « < п е х р ( - ^ г ) А л Г < , е х р ( - ^ г ) . 

Следовательно, 

2*<ч«р(-£г)- (1-29> 
s=o 

Пусть £GR?. Обозначим через £s синус угла между вектором у8 = 
= Yo,i,s((d)x и подпространством ХМЙД р0 = 0. Пусть p s<ri при s<s. 
Имеем ^ s + i ^ a s + 1 + Ye+i> г ^ е 

as+1 = sin 3Z (Ya,i,s+i,s N ys, X,,s+lfSz/s) < xs, 
Ys+i = sin ̂ z (X{,s+lfS, J/s, X/fS+1Rt-). 

Оценим величину ^s+1. Обозначим через хг вектор Хг>+мл:г)М (/ = 
= 1, 2, . . . , k). Из определений xit,M X{^slits и формулы (7) вытекает, что 
TXu...,Xk — ek{X^s+1^. Обозначим через ys

x такой вектор, что г/зМХгД/1 

и у8—у/6:Хг.ДД через ys
2—такой вектор, что //S

2JLXM+1RA Xt>+Mys—ys
26 
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\да 

г * 
,S+1 

•*1. 

Ы\\ 
l У si 

s,i"--'xl, 

И 

,s,k 

Vs+i 
II 

\\У1\\ 

У1\\ 

«.1.Л1 

. 1 

в силу (7) 

M 

имеем 

У,1 
^_ ^+ i№,s+,s) ; 

Следовательно, Y S + I < ^ ^ + I № , S + I , S ) I I ^ I I \\Xii8+it8y8\\'-i[ek(X^l.1,8)r1. Из вы­
бора г), предложения [3s<,n> формулы (5) вытекает, что 

[Х^гМШ'^М^и») ехр ( - - ^ 9 ) • 

Поэтому, в силу неравенства eh+i(X) ^ek(X)dk(X), имеем p s + i^x s+^S |6„ 

где Xs = ek(XiiS+i>s)dh(Xi,s+i,s) [ek(X[%ltS)dk(Xl%1^1exp(^Q)iXs>l (s = 
= 0, 1, . . . , N—1). Отсюда, при s < s в силу (1.27) — (1.29) имеем 

Р*1<^2 х / )р / *£леч>(—^-7 - )х 

nft№,«,s )4№,«,s ) [^№!fs)
+i,s)4(^lf,s)]-1exp f-^-в) < 

N-i 
X 

=0 

<"ехр ( - s - т)етр ( ^ ^ ( i r ) e s p (*-s:e)=л-
Следовательно, (3S<TI при любом s€{0, 1, . . . , N—1}. Отсюда, используя 
свойство числа ц и неравенства (1.26)—(1.28), получаем для всякога 
x€R,ft 

1^(®)*||*Г= nW.«..(»MI*.r = П-^т*г^* 
s=o s=o I' ^ s 'I 

l l^cr.^s+i.s^^sll ^гт J /V(k) ч / 8 гЛ 1 
X — : " > \ \ d k (Xi>s+i,s) eXp — — 9 > 

28 

s = = 0 \ u'*o / и '•i,s+i,s' t a,i ',sfi,s ' 
N-i , f N-i 

>J[dk (X^+1>s) exp f— j - 9 j (1 + x,)-1 > exp - ^ ** 
S=0 ° V S=0 / 

x [ f 4 (X/.m..) > exp ( - TI exp ( - ^ - Г - - i - Г ) П e* (X,.m,g) x 

x [ ^ ( Л ^ т Л Г 1 > exp ( - 1 - JL-Г) ek(Xt) \ek-i (Xt) exp f-̂ - т\ ] _ 1 > 

> e x p f - - i - r _ - l - r - - i - r ) 4 № ) . 
\ Sn0 4n0 8n0 J 

Следовательно, при £GR<\ /Г^2, имеем 

ЦУ.., (ю) *Ц ll^lp1 > ехр ( - . JL- T j 4 ( A ) > exp ( - | Г j 4 (X,). 

Поэтому, в силу (5), при *Т<£2 

^ ( ^ ( c o ) ) > e x p ^ - | - r J 4 № ) . (1.30) 

Пусть R£},CD — подпространство, натянутое на п—k последних (в поряд­
ке убывания собственных значений) собственных векторов матрицы 
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.У;,,(ю)Ув,«(а). При 1Ш, ю€Дм. УФ«£*« .№) , в силу (1.25), (1.30), 
имеем 

I Уел И У\]У II"1 > 4 <y„.t (со)) sin (fe&) > 
6#, 

> du {Ye.t (со)) - ^ - > 4 (Х() ехр ( - -1Г ) exp ( - гТ). 

Следовательно, для всякого /Г^Е, со6Мя;, f/6Ra,f,(» (SeS%) имеет место не­
равенство 

!IF f f, i(co)yllll(/!|-1>4№)exp(-2er). (1.31) 

4. Пусть теперь а и Г фиксированы как указано раньше, а со и i — 
произвольные. Введем обозначение 

Л;(со) = ^1п||Г0Дсо)||. 

Фиксируем произвольное ^-мерное линейное подпространство R* в Rn. 
Обозначим через Qt (£6Z) множество тех соШа, для которых 

[Ya(iT9 0; co)R*] П №>(&#<)¥= {0}. 

В силу леммы 3 имеем !Xa(Q0^e (/6Z). Обозначим через х*(1)(°>)» 
%г

(2)(со) характеристические функции множеств Q0\Mc,i и Qt соответ­
ственно. Из условий теоремы вытекает, что при каждой фиксации всех 
значений ^(2)(со), r|j(co) (/ = 0, 1, . . . , /—2) условная вероятность %г

(2)(со) 
не больше е. По индукции можно строить случайные величины %г(2) (со) 
такие, что ^ ( а )(ю)>& (2 )(<°), Мзь(2Ч<о) = 1) = е> М& ( 2 ) (со) =0) = 1 - г 
( i = l , 2, . . .) и случайная величина %м((й)пе зависит от случайных ве­
личин Хг/Чсю), r|2jСсо) .(/ = 0, 1, . . . , s—1), а случайная величина XsSufa) 
не зависит от случайных величин %2/+i(co), T]2i+i(co) (/ = 0, 1, . . . , 5—1). 
Положим 

b(a>) = inf {±ln\Ya{(i+l)T9 0; со)г/Ц i_inllK a(^, 0; n)y\\-

Из (1.31), определений Ма>и Q{ вытекает, что 
а) при ©GAf^XQ,, iT-tfi &(©)>—2e; 
б) при (o6(Qc\Af0,<)UQ<HJIHC iT62 EJ(O).^—г]г((о)— а. 
Следовательно, при tT^S 

Ь (со) > - 2е - (%- (со) + а) (1{Р (со) + у!Р (СО)). 

Вводим обозначение 

^ И = - (г), (со) + a) xi1} И - (т|* (со) + а) ̂ 2 ) (о). (1.32) 
Тогда, при любом co6£2a, i = 0, 1, . . . 

U (со) > v)i (со) — 2е, если IT (£ 2; 
(1.33) 

^•(со)> — %(со) — а, если *Т£2. 

Из определения уравнения (1.1), неравенств (1.2), (1.3) вытекает, что 

М л ? Н < с 1 э (1.34) 
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M|ru(G))|<c2, (1.35) 
где константы ct и с2 не зависят от а, /, Т. Поэтому, в силу определений 
Х^Ч®)» %г(2) (со), можно применить усиленный закон больших чисел 
Кантелли (см. [14, с. 376—377]) к последовательностям случайных ве­
личин 

{(r]s(со) + а)х?}(©)}, {(T)2S(со) + а) %%(со)}, {(ц25+1 (со) + a)X™i(со)} 

(5 = 0, 1, 2, . . . ) . В результате найдем множество Qa,k такое, что \ia(Qa,k) = 
= 1 и для всякого соШа.ь 

Hm f - | j ^ И - 1 ^ М^(со)) = 0. (1.36) 

Из определения rjt(co) вытекает, что для любого *€{1, 2, ...} 

IM ri* (со) К М | TJ, (со) | ^ 2аг + | /Ус"4е < с3 /ё", 

где константа с3 не зависит от a, i, T, е. Поэтому, в силу (1.36), для 
всякого со€Цт,ь, имеем 

1 р - 1 р -
J i m _ - 2 Лз(со) = lEL S Мть(со)> —со-|Л*. (1.37) 
р-Н-оо Р s = 1 р->+оо Р s = 1 

Из (1.33), (1.37) и свойства множества 2 вытекает, что найдется мно­
жество QatkczQa такое, что [ха(йа,й) = 1 и для всякого собйа.й имеет место 
неравенство 

1 р 

Hm — g £s(co)> —c3 / £ —2е —(c2 + a ) s > —C4T/"S, 
р->+оо Р s = = 1 

где константа с4 не зависит от а, *, Т, е. Следовательно, для всякого 
CO£QO,A имеем 

Т Ш Г ± 2 i n f {^ln|lFa((s+l)r,0;co)y||--i-lnlFa(sr,0;co)i/| 

Л Р А 

> lim ±Y-^-\ndk(Xs) — c^Y&>^k — ^(4ny2n~1 — c^Y^> 

Поэтому, для любого (йШа,и (\io(Qo,h) = 1) имеем 
. , -гт— 1 , | | ^ ( ( Р + 1 ) 7 \ 0; со) г/Ц -
inf lim In • > ^ — (с* + 1) y e . 

„ 6 R * P - + O O рТ ЦГа(Т, 0; о) г/1 

Следовательно, для любого со£Яа,ь имеем 

К(в, С О ) > Я Л - ( С 4 + 1 ) У Г , (1.38) 

где константа с4 не зависит от а, е, со. 
5. Повторим рассуждения пп. 3 и 4, но в сторону уменьшения аргу­

мента t от тТ до —оо. Фиксируем произвольное (п—k+l)-мерное ли­
нейное подпространство Цп-к+1 в Rn. Введем обозначение 
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Й т ) И = inf ^-{ЩУа((т-1+1)Т,тТ;^)у\\-
уф* 

— In 1 YQ ((т - О Г, т Г ; со) у ||} - - 1 - In d„_fe+1 (X ((т - i - 1) Т, т7)) . 

Обозначим через Л8
(т) множество тех соШ0, для которых имеет место 

неравенство 
ГП—1 

S 
- 2 Si'n)H>-(c4 + 2)Vi. 

i=m—s 

Заметим, что случайные величины т]г((о), rit(o))%t(1)(w)> т]г(о))%г(2)(со) в 
п. 4 имеют четвертые моменты, ограниченные константой. Следователь­
но, по неравенству Чебышева (см. [14, с. 366—367]) имеем 

Ц о ( ^ т ) ) > 1 - - ^ - , (1.39) 

где константа съ не зависит от m, s. Пусть а — произвольное положи­

тельное число. Положим sa= Г—1 + 2, Л (
(£j= ["] Л8

(ш) (m = sa, 5 а +1, . . . ) . 
L а J s=sa 

Из (1.39) вытекает, что 

ц. (4#) > 1 - 2 -^ > 1 ^— > 1 - «. (1.40); 
s = S a

 s s a 

Положим Ла = П U Л(а/. Из (1.40) вытекает, что ц,0(Ла).^1—а. Пусть 

со6Ла—произвольное. Тогда, из определения Ла, существует бесконеч­
ное множество Pa={tni} такое, что соб Л(а). Следовательно, для всех 
îz€P(o, s€{sa> s a + l , . . . , mi) имеем собЛ5 ' . Для любого /zGN имеем 

Ya(mT, 0; co)RftnRn~fe+1¥={0}. (Подпространство Rk зафиксировано в 
п. 4, а подпространство Rn-fe+1 введено в п. 5.) Поэтому для любого на­
турального числа m существуют векторы zm и ут такие, что ||zm|! = l, 
Zm€Rfc, ym=Ya{mT, 0; о>)гте, */m£Rn~fe+1. Из последовательности {zm/} (т>£ 
£Р<ь) можно выделить сходящуюся подпоследовательность. Для просто­
ты обозначения будем считать, что сама последовательность {zmi} (m,G 
€Ло) сходится к некоторому вектору z£Rft, jjz|| = l. Из определения мно­
жеств As

{m\ для любого mfcP^ sG{sa, s a + l , . . . , т г } , в силу выбора 
ymi имеем 

J _ [ l n | | y a ( 0 , т{Г\ <i>)ymi\\-ln\\Y0(sT,miT- (*}ущ\] — 
sT 

—т 2 lndn~k+i {Х {{щ-1 ~1} г'(т'~1) Т)) >-(** + 2> У1-
i=mt—i 

Заметим, что dn-h+i{X~i) = [dh{X)\-i. Поэтому, в силу выбора ут[^ 
имеем 

-±- [In 1У0 (sT, 0; со) гщ || In || zm; || ] < -L £ In 4 (X,) + (с4 + 2) У Г . 
sT l " ^ V ' ' ' " J ^ sT 
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Следовательно, в силу выбора гтр для любого Sa^s^rrii имеем 

-~г ln\\YG(sT, 0; о))г т / | |< - 1 - 2 to*№) + & + 2) / » • О-41) 
/ - 0 

Из (1.41), выбора ^ в п. 1, условия lim 2гт/=2г, || zm/ I|==l» |'1<г|| = 1 вытекает 
/-Н-оо 

Jim ~ In || Ya (sT, 0; со) z | | < А* + е2 (4«)~2 я"1 + fa + 2) / е < 
S-»+oo ST 

<bk + {ct + 3)Ye. 

Возьмем Q £ = U Л1в Тогда |ma(£2ft) = l и для любого со£ЙА найдется аб 

€ {•—, —, . . . } такое, что ы€Аа. Следовательно, найдется ненулевой век­

тор ZaGR* такой, что 

П^^ г11п| |Ка(5Г,0;со)г £ 0 | | -1п| |^ | | ]^Я 4 + (с4 + 3 ) / 8 . (1.42) 

~ п ~ ~ ~ ~ 
Возьмем £2 = П (&a,k П йл). Тогда jna(Q) = l и для всякого соШ, в силу 
(1.38) и (1.42), показатель ЯА(а, со) (аб(0, at), о4 определено в п. 1) 
уравнения (1.1) отличается от Xk меньше, чем на величину (с4 + 3)]/е. 
Теорема 1 доказана. 

§ 2. Возмущение белым шумом 

Теперь рассмотрим случай, когда уравнение 2 имеет вид 

У{п) +'i<h (0 + <nii (0) У{п'1] +... + (an (t) + оцп (0) у = 0, (2.1) 

где т]1(0> • ••> *]n(t)—независимые гауссовские белые шумы (см. [1, 
с. 287]), Мл,(5)г)Д0' = # 6 ( ' — s ) , d2<di

2.<^ (d<l) 0*=1, 2, . . . , п). 
Роль параметра | во введении здесь играет параметр ст>0, а фильтр #"" 
состоит из интервалов (0, е) (е>0) . Соответствующей уравнению (2.1) 
будет система 

y=(A(t)+oC(t, со)), (2.2) 
где 

( 0 
0 

С (*,©) = 

0 
о 

о о 

о 
о 

о 
yGR". 

Как в § 1, мы будем в этом параграфе пользоваться обозначениями, 
принятыми во введении с заменой § на а. При этом заметим, что все 
вероятностные пространства совпадают и мы будем обозначать их че­
рез Q, а вероятностную меру на Q обозначим через jx. Роль С,(/, со) в 
этом параграфе играет oC(t, со). 

Л е м м а 4. Уравнение (2.1) является допустимым случайным воз­
мущением уравнения (1). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем Е0|= (О, Г), 9 ° = . Условие 1) 
48п?а 

определения 2 выполняется в силу определения белых шумов г|г(0 (i = 
= 1, 2, . . . , /г). Заметим, что при любом фиксированном Т случайные 
величины 

"$ оц; (0 dt = а (% ((i + l)T- л/ (}Т))) 
iT 

(tf_Z, / = 1 , 2, . . . , п) независимы, нормально распределены с нулевым 
математическим ожиданием и дисперсиями a2Tzdj2. Следовательно, ана­
логично доказательству леммы 2, имеем Ь^^е^^^о U'6Z), где кон­
станты Li, L2 не зависят от о, L Поэтому условия 2а) и 26) определе­
ния 2 выполняются. 

Приступим к доказательству выполнения условия 3 определения 2. 
dz 

Пусть дано е£(0, 1). Положим 9 = — . Пусть т — произвольное це­
лое кратное 9. Рассмотрим матрицу Коши Уа(т+9, т; со) = 
= (#<* (т + 9))*,/=!^ системы (2.2), уг(%У=Ьц (см. [15, с. 480]). Покажем, 
что совместное распределение случайных величин у/(т + 0) (i, / = 1 , п) 
имеет плотность, которая меньше const <r~n. Для этого перепишем фун­
даментальную матрицу Ya{t9 т; со) в виде вектора 

y(t) = (y\(t),.. . , ^ ( 0 . ^ ( 0 . • - . ,»£(*). . . . , j£(0)G R"'. 

Легко видеть, что вектор y(t) удовлетворяет системе уравнений 

\dy[(t) = yf
2(t)dtt 

dyl(t)=yi(t)dt, 

dyLi(t) = y1n(t)dt> (2.3) 

Ч Ф = - 2 * О </Ui (0 л - 2 ^^L,+1 (0 ̂ пг (0, 
Л = 1,2, . . . , n , 

с начальным условием 
0{(*) = 8i/. (2 Л) 

Поэтому производящий дифференциальный оператор процесса т/(£) име­
ет вид (см. [1,с. 109,287]) 

^4-+2 2^тг -2 2 ^ ^ 

+у*2 S * 2 ti-r+jnUifrW- (2-5) 

r = i / ,m=i ^ я 
Обозначим через S шар в пространстве R" векторов г/(£) с центром в 

d3 

точке й(т), определяемой формулой (2.4), и радиусом . Тогда, в 
бп3 

силу выбора 0, существует число а4>0 такое, что при о£(0, G4) вероят­
ность того, что y(t)dS при всех £6[т, т + 9], больше 1 — — . В силу 
(2.5) и выбора S, в области Q = [T, T + 9 ] X S коэффициенты оператора 
7 Математический сборник, т. 132(174), № 2 241 



L при старших производных удовлетворяют следующему условию: длж 
всякого вектора {^}6Rn в области Q имеет место неравенство 

/ ,m=l \ r = i / / = l 

Поэтому к оператору L в области Q применимы результаты работы 
И. М. Сонина [16] (условия ограниченности и гладкости легко прове­
ряются). Следовательно, для оператора L в области Q существует 
функция Грина, которая по модулю меньше М^а~п, где константа Мк 
не зависит от о. Поэтому плотность вероятности перехода процесса y{t) 
от т до т + б при условии {y(t)£S при всех td[x, т + б]} существует и 
меньше М^а~п. Пусть Rk и Rn~h—произвольные ^-мерное и (я—k) -мер­
ное линейные подпространства в R\ Вводим матрицу В как в лемме 3 
и оценим угол а между Уа(т + б, т; co)R& и Rn-ft как в лемме 3 (см. фор­
мулу (1.10)) 

а > ^ 1 . (2.6)* 

Заметим, что det В есть ненулевой многочлен k-й степени от компонен­
тов вектора г/(т + 6), которые рассматриваются как независимые пере­
менные. Повторив рассуждения леммы 3 перед формулой (1.18), анало­
гично формуле (1.18) получим 

mes (| det В | < у f] у (т + б) б S ) < М ^ у , (2.7) 

где mes понимается как мера Лебега в пространстве Rn2 векторов 
г/(т+б), константа М5 не зависит от а, т, у. Возьмем в (2.7) значение 

у = оп2( — J (Af4iW5)"n. Из доказанного и теоремы 1 в книге И. И. Гих-

мана, А. В. Скорохода (см. [15, с. 493]) следует, что 

P { | d e t 5 | < v Л {y(t)£S при всех t£ [т,т + в]}}<М4а-*Л*5>^< — -

Обозначим через Q* множество тех со, для которых | d e t 5 | ^ v и: 
y(t-i"x)(:S. Тогда, при G£(0 , a j , имеем 

P ( £ r ) > l - P { | d e t f i | < T n & ( 0 6 S | V / 6 [ T , T + e ] } } -

- Р { у ( 0 € 5 | З К € [ т , т + в ] } > 1 — | ~ ^ - = 1 - е . 

При o)6Q* в силу выбора у, S и (2.6) имеем 
8 \ « 

О С ^ ^ ^ ^ s • 

/ d3 \n / d3 \п г / 
6п3 

Еп 

Положим n0(e)=n2(Ys>0), 6 = . Мы доказали я1[2Мм(*+•£)]" 
выполнение условия 3) определения 2. Лемма 4 доказана. 

З а м е ч а н и е 2. При доказательстве леммы 4 мы использовали 
условие о том, что все белые шумы ненулевые. 
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Т е о р е м а 2. Если уравнение (1) абсолютно регулярно, то для вся­
кого е > 0 существует а ( е )>0 такое, что для всякого а€(0, а(е)) , для 
почти всех ©6Q (в смысле меры \х) характеристические показатели 
Ляпунова Xi(o, со) ̂ . . .^Хп(а, со) уравнения (2.1) удовлетворяют не­
равенствам 

\%Ло9 со)— h\<e ( /=1, 2, . . . , п). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В доказательстве теоремы 1 мы использовали 

только условие о том, что уравнение (1.1) является допустимым слу­
чайным возмущением уравнения (1), и ограниченность четвертых мо­
ментов у случайных величин — 1п||Уаг(о)) ||. Но, в силу леммы 4 и оценки 

четвертых моментов решений стохастического уравнения (см. [15, 
с. 480]), все эти условия выполнены и в условиях § 2. Следовательно,, 
доказательство теоремы 1 является также и доказательством теоремы % 
Теорема 2 доказана. 

В заключение автор выражает благодарность В. М. Миллионщикову 
за постоянное внимание к работе. 
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