
Отметим еще следующую известную оценку для чисел Бернулли: 

\ В

 1 ( f e = i , 2, . . . ) . (37) 

Из (23 ) , ( 24 ) , (36) и (37) получаем для \<n<aN}h 

1 

£ х ( * К ( 0 Л < с ц ( а , ¥>)^ + Си(а, Р, а ) - ^ - . 
— 1 

Тем самым для а л ( 0 = ^ я ( 0 справедлива оценка (13) с константой 
Л 2 = С 1 5 ( а , P )n/A/ r +Ci 6 (a , р, а)пъЩ2

у поэтому утверждение теоремы выте­
кает из оценки (14) . 

Автор искренне признателен Б. С. Кашину за обсуждение резуль­
татов и помощь в работе. 
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Л. Б. Шапиро 

ОБ ОПЕРАТОРАХ ПРОДОЛЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ И НОРМАЛЬНЫХ 
ФУНКТОРАХ 

В категории- нормальных функторов NF, введенной Е. В. Щепиным 
[1] , наиболее изученными являются функторы гиперпространства ехр 
и вероятностных мер Р. Первый из указанных функторов имеет чисто 
категорную характеристику [2], а второй определяется как множество 
линейных, положительных, регулярных функционалов на пространстве 
непрерывных функций, наделенное слабой * топологией [3]. В настоя­
щей статье, с одной стороны, предлагается описание функтора ехр как 
множества надлежащим образом выбранного семейства функционалов 
в с л а б о й * топологии (теорема 2 ) , а с другой — дается чисто категор-
ная характеристика функтора Р (теорема 4 ) . 

Введем необходимые понятия. Все пространства предполагаются 
бикомпактными и хаусдорфовыми. Через С+(Х) обозначается прост­
ранство неотрицательных на X непрерывных функций с естественными 
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метрикой, порядком, линейной и мультипликативной структурами. Д л я 
числа а через а* обозначаем функцию, тождественно равную а на про­
странстве X. 

О п р е д е л е н и е 1. Отображение и: С + ( Х ) - > С + ( У ) называется: 
1) аддитивным; 2) лолу аддитивным; 3) мультипликативным; 4) полу­
мультипликативным; 5) монотонным; 6) ортогональным; 7) однород­
ным; 8) слабо аддитивным; 9) слабо регулярным, если для любых 
/, g<=C+(X) и а е 7 ? + соответственно выполнены условия: 1) u(f+g) = 
= Hf)+u(g)\ 2) u{f + g)<u® + u(g)\ 3) u(fg) = u(f)u(g); 4) u(fg)^ 
< ы ( / ) и ( # ) ; 5) из / < g следует u(f)^u(g); 6) из условий m i n { / , g}=0x 

H.maxtf , g}=lx следует min{u (/), u(g)} = 0Y и max{u(f), u(g)}=lY; 
7) u(af) = au(f)\ 8) u(f + ax) = u(f) + aY\ 9) u(ax) = aY. Если У—одното­
чечное пространство, то C+(Y)=R+ и отображение и : C+(X)-*R+ бу-
дем называть функционалом. 

О п р е д е л е н и е 2. Если X — замкнутое подпространство У, то 
оператором продолжения функций (экстендером) называется отобра­
жение и : C+(X)-+C+(Y), такое, что u(f) \ X=f. 

Как показал Р. Хэйдон [4], существование одновременно аддитив­
ного, однородного и слабо регулярного экстендера для любого вложе­
ния пространства X равносильно тому, что Х^АЕ(0)} т. е. X является 
абсолютным экстензором в размерности 0 (определение классов про­
странств АЕ(п) см. в [1]) . Г. М. Непомнящий [5] и В. В. Федорчук [6] 
показали, что класс пространств АЕ(\) совпадает с классом многознач­
ных абсолютных ретрактов MAR. 

О п р е д е л е н и е 3. X^MAR тогда и только тогда, когда для лю­
бого вложения Xc^Y существует многозначная ретракция, т. е. непре­
рывное отображение г : У-^ехрХ, такое, что г \ X=idx-

Т е о р е м а 1. Замкнутое подмножество X пространства У явля­
ется его многозначным ретрактом тогда и только тогда, когда сущест­
вует полуаддитивный, полу мультипликативный, монотонный, однород­
ный, слабо регулярный экстендер и : С + ( Х ) - ^ С + ( У ) . 

Из теоремы 1 сразу получаем еще одну характеристику класса 
MAR. 

С л е д с т в и е . X^MAR тогда и только тогда, когда для любого 
вложения X~^Y существует полуаддитивный, полумультипликативный, 
монотонный, однородный, слабо регулярный экстендер. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть X — многозначный 
ретракт У. Заметим, что естественный экстендер v : C + ( X ) - > C + ( e x p X), 
определяемый соотношением v(f) = maxf (х), где f<=C+(X) и F^exp X, 

является полуаддитивным, полумультипликативным, монотонным, од­
нородным, слабо регулярным, слабо аддитивным. Рассмотрим много­
значную ретракцию г: У->ехр У и определим экстендер и:С+(Х)-+ 
->С+(У) так: u(f)=v(f)°r. Очевидно, что и — искомый. 

Пусть теперь и: С+(Х) ->С+(У) — полуаддитивный, полумульти­
пликативный, монотонный, однородный, слабо регулярный экстендер. 
Построим многозначную ретракцию г: У-^ехр X. Д л я функционала 
<р:С+(Х)->/?+ естественно определяется его носитель supp<t>=X\\J{U\U 
открыто в X и для любого f^C+(X), такого, что suppfczf / , справедли­
во ф ( / ) = 0 } . Легко видеть, что носитель нетривиального полуаддитив­
ного функционала непуст. Каждой точке y^Y соответствует функцио­
нал <py:C+{X)-*R+, определенный соотношением q>y(f)=u(f) (у). Тогда 
искомую многозначную ретракцию определяем так: г (у) = s u p p уу. Яс­
но, что г(х)=х для любой точки х<=Х. Доказательству непрерывности 
г предпошлем два предложения. 
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П р е д л о ж е н и е 1. Пусть ф : C+(X)-*R+ — полуаддитивный, по­
лумультипликативный, монотонный, слабо регулярный функционал. 
Тогда Ф ( / Х max f(x) для любого 1<^С+(Х). 

xGsuppqp 
Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 1. Пусть а = max /(х) 

и е — произвольное положительное число. Покажем, что ф ( / ) < а + е . 
Возьмем U0={x\f(х) < а + е } — окрестность эиррф. Выделим конечное 
покрытие X, состоящее из множеств U0y Uu Un, где Ui— открытое 
множество, для которого функционал ф обращается в нуль на каждой 
функции с носителем, содержащимся в Ui, для любого Возьмем 
{gi\i^Oyп} — разбиение единицы, подчиненное покрытию {U0y Uu...y Un}. 

п 
Тогда / = У \ f g i - В силу перечисленных свойств ф получаем, что 

1=0 

Ф ( / ) < Е Ф ( / ^ Х Ф ( Ы + Г , Ф ( Л Ф ( Й ) = Ф ( Ы , 
i = 0 i ~ l 

так как <р 0 при / е 1, п. Но g - 0 < 1 и suppg 0 cz U0y следовательно, 
\\fgo\\<a + s и Ф ( / £ 0 ) < а + е, т. е. <р(/)<а + е. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть ф : C+(X)-+R+— полуаддитивный, по­
лумультипликативный, монотонный, однородный нетривиальный функ­
ционал; U — открытое в X множество, такое, что U{]suppq)¥=0. Тогда 
Ф (/) ^ inf f(x) для любого f e C + ( J f ) . 

хеи 
Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 2. Так как £/f)supp ф = ^ 0 , 

то существует такая функция g<=C+(X)y что s u p p g c : U и Ф(#)=^0. 
Пусть а= inf/(*) . Тогда ag<fgy ay(g)=y(ag) «p(fg) <q>(f)<p(g) и a< 

< ф ( / ) , поскольку (p(g)^0. 
Теперь мы можем завершить доказательство теоремы 1. Д о к а ж е м , 

что отображение г: У->-ехр X полунепрерывно снизу. Фиксируем точку 
yo^Y, открытое множество UczX, такое, что r(yo)[\U¥=0y и точку х0^ 
^r(yo)f}U. Возьмем функцию f<=C+(X)y такую, что f(X\U)=0 и f ( JC 0 ) = 

= 1. Так как у точки х0 существует окрестность, значения функции f в 

каждой точке которой больше — , то согласно предложению 2 полу­

чаем ф^0 (/) > - у - . Рассмотрим открытое в У множество V = |#|и (/) (у) > 

> — - J . В силу сказанного у 0 е У . Если то u(f)(y) = yy(j)>-y9 

следовательно, из предложения 1 вытекает неравенство max f(x)> 
хбэиррф 

1 
> — , т. е. C/flsupp ф ^ 0 . 

Покажем, что г полунепрерывно сверху. Пусть U — окрестность 
множества г(у0). Возьмем функцию f^C+(X), такую, что f(r(y0))=0 и 

f(X\U)~l. Рассмотрим открытое множество V = i^y\u (f)y) < - i - J . В си­

лу предложения 1 имеем y0^Vy так как u(f)(y0) = yyo(f) = max (*) = G. 
хеэиррф^ 

Пусть y<=V и г ( у ) П ( - У \ £ / ) ^ 0 . Поскольку Х\Uс: | * | / ( * ) > - 1 - | , то 

из предложения 2 следует, что и (/) (у) = ф^ (/) > - i - . Полученное про-
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тиворечие позволяет утверждать, что r(y)czU для любого Теоре­
ма 1 доказана. 

С помощью теоремы 1 можно получить функциональное описание 
ехр, о котором говорилось выше. Д л я пространства X обозначим через 
Ф ( ^ ) множество всех полу аддитивных, полумультипликативных, моно­
тонных, однородных, слабо аддитивных, слабо регулярных функциона­
лов ф : C+(X)-+R+. На множестве Ф{Х) введем с л а б у ю * топологию, 
т. е. наименьшую топологию, в которой будут непрерывными функции 
f:0(X)-+R, где f^C+(X) и /(ф)=чр(7). Легко видеть, что Ф(Х) — би­
компакт и пространство X естественно вложено в Ф{Х). Более того, 
Ф — ковариантный функтор из категории С о т р в себя. 

Т е о р е м а 2. Функторы Ф и ехр естественно изоморфны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я вложения Хс^Ф(Х) существует полу­

аддитивный, полумультипликативный, монотонный, однородный, слабо 
аддитивный, слабо регулярный экстендер и: С + ( Х ) - > С + ( Ф ( ^ ) ) , опре­
деляемый соотношением u(f) ( Ф ) = Ф ( / ) . В силу теоремы 1 существует 
многозначная ретракция г : Ф ( ^ ) - > е х р Ху причем r(tp)=suppq>. Очевид­
но, что г есть отображение «на», так как каждому непустому замкну­
тому подмножеству FczX соответствует функционал ф, определяемый 
соотношением ф( / ) = т а х f(x). Очевидно, что зиррф==/\ Осталось по-

x£F 
казать, что отображение инъективно. Пусть ф 1 , ф 2 ^ Ф ( А ' ) и ф1^ф2. Сле­
довательно, существует функция f^C+(X)y такая, что a=cpi (f) < Ф г Ш = 
= р . Возьмем произвольное число у е ( а , Р) и рассмотрим открытое 
множество U={x\f(x) >у}. Имеем 1)Ф0У так как у< | Э = ЧР2(f) Из 
предложения 2 следует, что U(]supp<fi=0. В силу того что у — произ­
вольное число из интервала (a , р ) , мы можем заключить, что f(x)<a 
для любого *esupp<pi . Рассмотрим функцию g"=max{f, а*}. Из пред­
ложения 1 следует, что q>\(g)<ay но а=ф1 (/) <ф1 (g) <сс, т. е. y\{g)=a. 
Функция h=g—ах принадлежит пространству С+(Х). В силу слабой 
аддитивности ф! имеем q)i(g)=q)\(h + ax)=y\{h) + а = а , т. е. <p\{h)=0. 
Из предложения 2 следует, что supp<pic:A~ 1 (0) . С другой стороны, 
ф 2 ( Л ) > 0 , так как <р2(А) + а = ф 2 ( £ ) ><P2(f) = Р > а , а из предложения 1 
вытекает, что suppфгПММ*) >О}=^=0. Таким образом:, supp ф1=8ирр ф 2 . 
Теорема 2 доказана. 

Используя результаты Э. ван Д а у э н а , А. В. Иванова и Л. В. Ши* 
рокова, мы можем получить характеристики х-метризуемых и связ­
ных х-метрических бикомпактов. 

Т е о р е м а 3. Пространство X — к-метризуемый (связный и к-мет-
ризуемый) бикомпакт тогда и только тогда, когда для любого вложе­
ния Х^У существует монотонный (монотонный и ортогональный) экс­
тендер. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X — х-метризуемый (связный и х-мет-
ризуемый) бикомпакт. Рассмотрим XX — суперрасширение X [7]. Легко 
показать, что экстендер и: С+{Х)-+С+(ХХ)|, определяемый формулой 
ы ( / ) ( | ) = г п а х min f(x)y является монотонным. Установим ортогональ-
ность и. П р е ж д е всего отметим, что max min f(x)=mm max f{x). Д е и -

r iFei X£F Fei XZF 

ствительно, из сцепленности | вытекает неравенство max min / ( x ) < 
p e l X&F 

< ! m i n max f(x). Пусть для некоторого l^kX выполнено a = 
F£l x£F 

= max minjf(A:) < min max/ ( jc )=p .Рассмотрим замкнутые в X множег 
FeixeF Fzt XSF 

ства G 0 = { j c | / ( x ) < ^ i i j и G x = - Ш - J . Так как G 0 U G i = X , 
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то хотя бы одно из этих множеств содержится в | , например Go- Тогда 

р > а + Р ^ max / (х) и min max / (х) < (3— противоречие. Доказанное 

равенство было также независимо получено М. М. Чобаном. Пусть 
f, g^C+{X) и min{f, g } = 0 * . Предположим, что u(f)(Q>Q для некото­
рого , £ е А Х Тогда r 4 0 ) ^ i Но rl(0)\Jg-l{0)=X. Следовательно, 
g - ^ O ) ^ , и « t e ) ( S ) = m i n m a x g ( * ) = 0 , т. е. m i n { u ( / ) , a ( g ) } = O x x . Ана-

логично устанавливается, что из соотношения max{f, g } = l x следует 
max {и (/), w ( g ) } = U x - Пространство естественно вложено в Z = 
=АЛГи.ч*У. Так как .JtX — абсолютный экстензор в размерности нуль (аб­
солютный ретракт) [7 , 8], то существует v : C+(XZ)->C+(Z) — а д д и т и в ­
ный, однородный, слабо регулярный (аддитивный, мультипликативный, 
однородный, слабо регулярный) экстендер. Ясно, что v — монотонный 
(ортогональный и монотонный) экстендер. Искомый экстендер 
ш : С + ( ^ ) - > С + ( У ) определяется так: w(f) =и (u ( f ) ) } У. 

Предположим, что Хс^1х и и: С + ( Х ) - > С + ( / т ) —монотонный (орто­
гональный и монотонный) экстендер. В силу теоремы Э. ван Дауэна [ 9 , 
с. 2 5 , теорема 4 . 1 ] существует регулярный оператор продолжения от­
крытых множеств е: 0(Х)-+0(1Х), а это по теореме Л. В. Широкова 
[ 1 0 ] влечет х-метризуемость X. Связность X следует из ортогонально­
сти и и связности тихоновского куба 1\ 

Перейдем к описанию категорной характеристики функтора Р. 
Д л я этой цели рассмотрим подкатегорию CNF категории NF. Объек­
тами CNF являются нормальные функторы из категории С о т р в кате­
горию выпуклых бикомпактов, лежащих в Л В П , и непрерывных аф­
финных отображений. Морфизмы CNF — естественные преобразования 
с аффинными компонентами. 

О п р е д е л е н и е 4 [ И ] . Объект а называется начальным объек­
том категории /С, если для любого объекта Ь^К множество Мог (а, Ь) 
состоит ровно из одного элемента. 

Т е о р е м а 4. Функтор Р является начальным объектом категории 
CNF, причем для любого объекта F^CNF все компоненты естествен-
ного преобразования ц : P-*F суть вложения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим F из CNF и построим естест­
венное преобразование r\:P-+F. Так как I d Q F , то XQbF(X). В силу 
предложения 1.1 [ 1 2 ] отображение i\x'-P{X)-+F(X), которое каждой 
мере \х^Р(Х) ставит в соответствие ее центр тяжести, лежащий в 
[conv X]aF(X), будет непрерывным и аффинным. Очевидно, таким 
образом заданное отображение т)={г]^} будет естественным преобразо­
ванием, причем единственным, так как цх однозначно определяется на 
мерах с конечными носителями. Установим инъективность цх для лю­
бого объекта J f e C o m p . Рассмотрим конечное пространство X. Пока­
жем, что conv X — выпуклая оболочка X в F(X) —является симплек­
сом размерности \Х\—1. Действительно, если это не так, то 
dim conv Х< \Х\— 2 . По теореме Радона (см. [ 1 3 , с. 2 1 , теорема 2 . 7 ] ) 
X можно разбить на две дизъюнктные части У и Z так, что С О П У У П 

p c o n v Z ¥ = 0 . Рассмотрим отображение g : Х-+2, такое, что g(Y)=Q и 
g ( Z ) = l. Так как F(g) : F(X)->F(2) — аффинное отображение, то 
F(g) (conv У ) = 0 и F(g) ( c o n v Z ) = l, но этого не может быть, посколь­
ку conv yp | convZ=^0 . Итак, для любого конечного X множество 
convX — симплекс размерности \Х\ — 1, а это означает, что г\х — инъ-
ективное отображение. В силу непрерывности функторов отсюда сле­
дует инъективность отображения г\х для любого нульмерного X. Д а ­
лее, если X, У — метризуемые бикомпакты и g : Х - > У — неприводимое 
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отображение, то F(g) : цх(Р(Х) )-+цу(P(Y)) неприводимо, так как су­
ществует всюду плотное множество Z точек однозначности g, а множе­
ство c o n v Z — всюду плотное в цх(Р(Х)) множество точек однознач­
ности отображения F(g) \цх(Р(Х)). Отсюда заключаем, что для мет-
ризуемого бикомпакта X отображение цх Р(Х)-+цх(Р(Х)) неприводи­
мо. По теореме П. С. Александрова в Р(Х) существует всюду плотное 
Ge-множество Г(Х) точек однозначности цх, т. е. если ^ е Г ( Х ) , то 
ц = т ! - 1 т ] х ( р , ) . Отметим, что 6Х<^Г(Х) для любого х<=Х. Легко видеть, 
что множество Т(Х) инвариантно относительно действия группы 
A u t h ( J ) автогомеоморфизмов пространства X, т. е. если р , е Г ( Х ) , g<= 
e A u t h ( X ) , то P(g) (\х)^Г(Х). Д л я метризуемого бикомпакта X без 
изолированных точек подпространство непрерывных мер является всю­
д у плотным в Р(Х) множеством типа G 6 . Действительно, пусть Мп= 

= | | л е Р ( х ) | существует точка х, такая, что | M M ) > - - J . Покажем, 
что Мп — замкнутое нигде не плотное в Р(Х) множество. Пусть 
{lii}czMn и p , = l i m f i ^ . Д л я любого i^N существует точка х / е Х , та-

кая, что \ii({Xi})^—. Из последовательности {xi} выберем сходящую-
п 

ся подпоследовательность {х;}. Рассмотрим x=l\mxt . Используя 

свойство сходимости в пространстве Р(Х) [14, с. 21, теорема 2.1], полу­

чаем, что limp-/ (В(х, г))^.\1(В(х, е)) для любого замкнутого шара 

В(ху е) с центром х радиуса е. Но левая часть неравенства не меньше 

— . Следовательно, 1*>(В(х, е)) ^ — для любого е > 0 , т. е. \i({x})^ 
п п 

^ — . Замкнутость множества Мп доказана. Покажем, что Мп нигде не 
п 

плотно. Пусть \х^Мп и возьмем конечное множество Л = { л : ф ' е 1 , /} всех 
точек из X, для каждой из которых справедливо неравенство \л({х^)^ 

. Д л я любого / е 1 , / определим / г + 1 последовательностей точек 
п 

{xlkj\kel, / г + 1 ; / e J V } , таких, что |i({xjy}) = 0 при любых i, /, kt 

\\m xL=Xi ъ х1

к,фх%,„ при ( t , / , &)=^ (/ ' , / ' , &'). Определим меры р , / е 
/ - • о о 

€=Р(Я) так: w ({*/}) = 0 для любого / e l , / , ({4/}) = ^ р у - и М * ) = 
= р , ( В ) , если борелевское множество Д не содержит точек множе­
ства {Xi\i^Tj)\]{xki\ie. 1, /; feel, n + 1 ; / Е Л / } . Тогда р , / ^ М „ для 
любого / e A f и limfx 7 -=(x, т. е. Мп нигде не плотно. Итак, мы показа-

/ - • 0 0 

ли, что множество всех непрерывных мер является всюду плотным 
Ge-множеством в Р{Х). Кроме того, легко видеть, что множество всех 
локально положительных мер (мера непустого открытого множества 
положительна) также является плотным Ga-множеством. Следователь­
но, для метризуемого бикомпакта X без изолированных точек множест­
во всех непрерывных локально положительных мер является всюду 
плотным Ge-множеством в Р(Х), т. е. пересекает Т(Х). Отсюда заклю­
чаем, что для гильбертова куба Q множество T(Q) содержит непре­
рывную локально положительную меру. Но в силу результата Окстоби 
и Прасада [15] любые две непрерывные, локально положительные, ве­
роятностные меры на Q гомеоморфны, т. е. в нашей терминологии при­
надлежат одной орбите действия Auth(Q) на P ( Q ) . А это означает, 

40 



как отмечалось выше, что любая такая мера лежит в T ( Q ) . Теперь мы 
готовы завершить доказательство инъективности цх. Рассмотрим мет-
ризуемый бикомпакт X и две различные меры p , v e P ( X ) . Возможны 
следующие случаи. 

1. supp jx^supp v. Пусть supp pAsupp v¥=0. Тогда определим непре­
рывное отображение g : X-*I=[6y 1], такое, что g"( suppv)=0 , g ( supp \i)¥= 
=5^0. Тогда P(g) (v)=6o¥=P(g) (JX). Как отмечалось выше, меры Дикара 
являются точками однозначности компонент г), т. е. б о е Г ( 7 ) или 

2. supp ( i=supp v. Без ограничения общности можно считать, что 
A 7 =supp ji. Так как \i¥=v, то существует такое замкнутое в X множество 
5 , что \i(B)¥=v(B). Определим непрерывное отображение g:X-+Iy та­
кое, что B=g-](0). Тогда P(g) (\i)=^P{g) ( v ) . Если 0 ^ I n t / g ( X ) , то су­
ществует последовательность {ti}aI\g(X), такая, что l i m ^ = 0 По-

скольку P(g) (jut) ({0})¥=P(g) (v) ({0}) , то найдется такой индекс /, что 
P(g)(^)([0Ji])^P(g)(v)([0Jj]). Определим отображение h:g(X)-*2 
следующим образом: h(t)=0, если t<tj, и h(t) = l9 если / > / / . По по­
строению P(hg) ( p ) ^ P ( A g ) (v ) , следовательно, инъективность отображе­
ния г)2 влечет неравенство ^ ( р ) ^ * ^ ) . Предположим теперь, что О е 
e I n t / g ( X ) . Следовательно, [0, t0]czg(X) для некоторого /о- Определим 
отображение h : -*[0 , t0}=Y : Л(/) = / , если £<^ 0 , и h(t)=t0, если 
/ > / 0 . Мы получили pi==P(ftg) и v\=P(hg)(v)—две неравные ло­
кально положительные меры на пространстве У, гомеоморфном отрез­
ку. Предположим, что r]y(fxi) = r i y ( v i ) . Рассмотрим меру Лебега Я е 
e P ( Q ) , пространство Z=YxQ и меры \i2=\x\®X, v2=vi®'A,. Отметим, 
что Z гомеоморфно Q, а рг, V2 — непрерывные и локально положи­
тельные меры; следовательно, [х2, V 2 ^ T ( Z ) . По теореме Фубини [16, 
с. 73, замечание] получаем, что лИрг) =i\z(v2), чего не может быть, так 
как 1 1 2 ^ 2 . Таким образом, у\х инъективно для любого метризуемого 
бикомпакта X, а в силу свойства непрерывности нормальных функто­
ров и в общем случае. Теорема доказана. 
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В. В. Федорчук 

ОБ ОТОБРАЖЕНИИ БАРИЦЕНТРА ВЕРОЯТНОСТНЫХ МЕР 

Д л я любого выпуклого бикомпакта /С, лежащего в отделимом ло­
кально выпуклом пространстве, определено отображение b=bK : Р(К)^ 
-+К барицентра вероятностных мер (см. [1]) . Это отображение непре­
рывно, а для К=Р(Х) имеем Ьр(х)=^х (см. [1] ) , где tyx : Р2(Х)-+Р(Х) — 
ретракция монады вероятностных мер. 

В § 1 получены необходимые и достаточные условия того, что отоб­
ражение Ьк открыто. С их помощью мы показываем, что ретракция 
монады : Р2-+Р есть открытое преобразование. В § 3 доказано, что 
для выпуклого компакта К из открытости отображения b : Р(К)-+К 
вытекает, что оно является тривиальным расслоением со слоем гиль­
бертов куб Q над дополнением до множества Е(К) всех экстремаль­
ных точек. Важным вспомогательным элементом в доказательстве яв­
ляется лемма об аппроксимационной селекции (§ 2 ) . Недостающую 
информацию о пространстве мер и о ковариантных функторах чита­
тель найдет в [1, 2] . Результаты работы сформулированы в [1]. 

§ 1. Об открытости отображения барицентра 

Через К будем обозначать выпуклый бикомпакт, лежащий в неко­
тором локально выпуклом пространстве Е. 

Л е м м а 1. Для любой точки х^К в множестве b~l(x) всюду 
плотно множество мер с конечными носителями. 

Это утверждение фактически доказано в [3, гл. IV, § 7, предложе­
ние 3]. 

Точку а={у\,уп}^ехрпК назовем отмеченной относительно точки 
х^К, если x e c o n v { y b . . . , * /*} . Множество всех отмеченных относитель­
но х точек обозначим через сп(х). 

Л е м м а 2. Множество сп(х) замкнуто в ехрпК. 
В самом деле, пусть а={уиyk}^expnK\cn{x). Это означает суще­

ствование такой выпуклой симметричной окрестности V нуля в £ , что 
'(x+V)(]conv{yu ...,yk}=0. Уменьшив в случае необходимости эту ок­
рестность, можно считать, что (yi+V)f}(y}+V)=0 при 1Ф\. Положив 
Oa=0(yi + V, yk+V)()expnK, несложной проверкой у б е ж д а е м с я в 
том, что Оа(]сп(х)=0. 

Таким образом, для всякого выпуклого бикомпакта К и для вся­
кого натурального п определено отображение сп : К-*ехр(ехрпК). 

Т е о р е м а 1. Отображение барицентра Ьк открыто тогда и толь-
ко тогда, когда для всякого натурального п непрерывно отображе­
ние Сп. 

* M M f 
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