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c© 2000 £. �.Ǳ. � à¥¢∗������������ ������������������������ �Ǳ��������� �������� Ǳ����������� � ���������� �������������� ������������������� � �������� Ǳ������������  ®á­®¢¥ ­®¢®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¡®¡é¥­­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ áç áâ­ë¬¨¯à®¨§¢®¤­ë¬¨®¡áã¦¤ îâáï ¢®§¬®¦­ë¥®¡®¡é¥­¨ï¯®­ïâ¨ï¨­â¥£à¨àã¥¬®áÄâ¨ ¯® � à¡ã ­¥«¨­¥©­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© á ç áâ­ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨.1. ��������� XIX ¢¥ª¥ à §¢¨â¨¥ à §«¨ç­ëå ¬¥â®¤®¢ ­ å®¦¤¥­¨ï â®ç­ëå à¥è¥­¨© ­¥«¨­¥©­ëå¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© á ç áâ­ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ ¯à¨¢¥«® ª á®§¤ ­¨î ¬¥â®¤®¢� £à ­¦ , �®­¦ , �ã«ï ¨ �¬¯¥à . � à¡ã [1] ®¡®¡é¨« ¬¥â®¤ �®­¦  (¨§¢¥áâ­ë© ª ª¬¥â®¤ ¯à®¬¥¦ãâ®ç­ëå ¨­â¥£à «®¢), ¯à¥¤«®¦¨¢ ­ ¨¡®«¥¥ ¬®é­ë© ¨§ ¨¬¥îé¨åáï ­  ª®Ä­¥æ ¯à®è«®£® ¢¥ª  ¬¥â®¤®¢ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï.�¥¤ ¢­® ¢ á¥à¨¨ à ¡®â [2{4] ¬¥â®¤ � à¡ã ¡ë« ¯¥à¥®á¬ëá«¥­ ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ ¡®«¥¥â®ç­®© ¨ íää¥ªâ¨¢­®© (å®âï ¨ ­¥ ¢¯®«­¥  «£®à¨â¬¨ç­®©) ä®à¬¥. �«ï á«ãç ï ®¤­®£®­¥«¨­¥©­®£® ãà ¢­¥­¨ï á ç áâ­ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ®¤­®© äã­ªæ¨¨ ®â ¤¢ãå­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢¨¤  uxy = f(x; y; u; ux; uy) (1)¨¤¥ï ãª § ­­ëå à ¡®â á®áâ®ï«  ¢ «¨­¥ à¨§ æ¨¨ ãà ¢­¥­¨ï (1). �á¯®«ì§ãï ¯®¤áâ ­®¢ªãu(x; y) → u(x; y)+�v(x; y) ¨ ¯à¥­¥¡à¥£ ï á« £ ¥¬ë¬¨ á �n, n > 1, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ «¨­¥©­®¥ãà ¢­¥­¨¥ ¢ ç áâ­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå (���Ǳ)vxy = Avx +Bvy + Cv (2)
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������������ �������� ���������������� �Ǳ�������� : : : 145á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ A, B, C, § ¢¨áïé¨¬¨ ®â x, y, u, ux, uy. �à ¢­¥­¨ï â¨¯  (2) ¨§ãç Ä«¨áì ¥é¥� ¯« á®¬, ª®â®àë© á®§¤ «¬¥â®¤ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ­  ®á­®¢¥ ¨å ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï(­ §ë¢ ¥¬ë© ¨­®£¤  ª áª ¤­ë¬ ¬¥â®¤®¬ � ¯« á ) [5]. Ǳà¥¦¤¥ ¢á¥£® ®â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ïá®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® «¨­¥©­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ®¯¥à â®à  á ç áâ­ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨(����Ǳ) ¢ë¯®«­¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ à ¢¥­áâ¢ :L = Dx◦Dy−A·Dx−B ·Dy−C = (Dx−B)◦(Dy−A)+H = (Dy−A)◦(Dx−B)+K; (3)£¤¥ Dx = @=@x, Dy = @=@y. �¥«¨ç¨­ë H = DxA − AB − C, K = DyB − AB − C­ §ë¢ îâáï ¨­¢ à¨ ­â ¬¨ � ¯« á  ãà ¢­¥­¨ï (2). Ǳ®íâ®¬ã, ¥á«¨ H ≡ 0 «¨¡® K ≡ 0,ãª § ­­ë© ®¯¥à â®à ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  L ä ªâ®à¨§ã¥âáï ¢ \®¡ëç­®¬" á¬ëá«¥ ¨ à¥è¥­¨ïãà ¢­¥­¨ï (2) ¬®£ãâ ¡ëâì ­ ©¤¥­ë ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª¢ ¤à âãàë. �á«¨ ®¡  ¨­¢ à¨ ­â  H¨K ®¡à é îâáï ¢ ­ã«ì, â®L ï¢«ï¥âáï «¥¢ë¬ ­ ¨¬¥­ìè¨¬ ®¡é¨¬ ªà â­ë¬ (lLCM) ¤¢ãå����Ǳ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª . �á«¨ ®¡ H ,K ­¥ à ¢­ë ­ã«î, â® ¬®¦­® ¯à¨¬¥­¨âì ªL ®¤­®¨§ ¤¢ãå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© � ¯« á : L→ L1, L→ L−1, ¨á¯®«ì§ãï ¯®¤áâ ­®¢ª¨v1 = (Dy −A)v; v−1 = (Dx −B)v: (4)�â¨ ®¡à â¨¬ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¯à¨¢®¤ïâ ª ¤¢ã¬ ¤àã£¨¬ ����Ǳ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  L1,L−1 â®© ¦¥ ä®à¬ë (3) á ¤àã£¨¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ H 6= 0 (á®®â¢¥âÄáâ¢¥­­®K 6= 0). � á«ãç ¥ ®¡é¥£® ¯®«®¦¥­¨ï ¯®«ãç ¥¬ ¤¢¥ ¡¥áª®­¥ç­ë¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìÄ­®áâ¨ L→ L1 → L2 → · · · ;L→ L−1 → L−2 → · · · :�á«¨ ª ª ï-â® ¨å íâ¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ª®­¥ç­  (â.¥. á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¨­¢ à¨ ­â� ¯« á  ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì ­  ­¥ª®â®à®¬è £¥ ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥� ¯« á  ­¥¬®¦¥â¡ëâì¤ «¥¥ ¯à¨¬¥­¥­®), ª®­¥ç­ë© ����Ǳ Li âà¨¢¨ «ì­® ä ªâ®à¨§ã¥¬, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,¯à¨¬¥­ïï ®¡à â­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï, ¬ë ¬®¦¥¬ ¢ ª®­¥ç­®© ä®à¬¥ (¢ ª¢ ¤à âãà å) ¯à®Ä¨­â¥£à¨à®¢ âì ¨áå®¤­®¥ ãà ¢­¥­¨¥.� §ã¬¥¥âáï, ¢ ­ è¥¬ á«ãç ¥ ¬ë ¤®«¦­ë ¯à¨­¨¬ âì ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ¨áå®¤­®¥ ãà ¢­¥Ä­¨¥ (1), ¢ë¯®«­ïï ¢á¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¨­¢ à¨ ­â®¢� ¯« á  ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©� ¯« á  (çâ®¯®§¢®«ï¥â ­ ¬ ¢ëà §¨âì ¢á¥ á¬¥è ­­ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ u ç¥à¥§ x, y, u ¨ ­¥á¬¥è ­­ë¥ ¯à®Ä¨§¢®¤­ë¥ ux···x, uy···y).�¥®à¥¬  1 ([2{4]). �ª «ïà­®¥ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª®¥ ãà ¢­¥­¨¥ (1) ¨­â¥£à¨àã¥¬® ¯®� à¡ã, ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ ®¡¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© � ¯« á  ª®Ä­¥ç­ë.� à ¡®â å [2, 3] íâ®â ¬¥â®¤ ¡ë« ®¡®¡é¥­ ­  ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ £¨¯¥à¡®«¨ç¥áÄª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  á ¤¢ã¬ï ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ F (x; y; u;ux; uy; uxx; uxy; uyy) = 0.



146 �.Ǳ. ������¥â®¤� à¡ã (ª ª ãâ¢¥à¦¤ «� à¡ã ¢ [1]) ¢ ¯à¨­æ¨¯¥ \¯à¨¬¥­¨¬ ª ãà ¢­¥­¨ï¬«î¡®Ä£® ¯®àï¤ª  á ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ ¤ ¦¥ ª á¨áâ¥Ä¬ ¬ â ª¨å ãà ¢­¥­¨©"; ®¤­ ª® ¢ [1] ¨ ¯®á«¥¤ãîé¨å ¬­®£®ç¨á«¥­­ëå à ¡®â å �ãàá , �®,�®áá , �¥áá¨® ¨ ¤à. ª®­ªà¥â­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë «¨èì ¤«ï ®¤­®£® ãà ¢­¥­¨ï¢â®à®£® ¯®àï¤ª  á ®¤­®© ­¥§ ¢¨á¨¬®© ¨ ¤¢ã¬ï § ¢¨á¨¬ë¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨.� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¬ë ¯®ª §ë¢ ¥¬, çâ® ¨­â¥£à¨àã¥¬®áâì ¯®� à¡ã â¥á­ë¬ ®¡à §®¬ á¢ïÄ§ ­  á (®¡®¡é¥­­®©) ä ªâ®à¨§ã¥¬®áâìî á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® «¨­¥ à¨§®¢ ­­®£® ®¯¥à â®Äà . Ǳà¥¦¤¥ ¢á¥£® ¢ëïá­¨¬, çâ® ¬®¦­® áª § âì ® ä ªâ®à¨§ã¥¬®áâ¨ ®¯¥à â®à  L (3).� ª¬ë®â¬¥ç «¨, ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥� ¯« á à §àãè ¥â âà¨¢¨ «ì­ãîä ªâ®à¨§ã¥¬®áâìL = (Dx − B) ◦ (Dy − A) ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® L = (Dy − A) ◦ (Dx − B). �ë ¤ ¥¬ ­¨¦¥¯®¤å®¤ïéãî¬®¤¨ä¨ª æ¨î ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ä ªâ®à¨§ã¥¬®áâ¨. � á¬ëá«¥ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¢ à §¤¥«¥ 6 ¡ã¤ãâ ¤®ª § ­ë á«¥¤ãîé¨¥ â¥®à¥¬ë.�¥®à¥¬  2. �¯¥à â®à L = Dx ◦ Dy − a(x; y)Dx − b(x; y)Dy − c(x; y) ¨¬¥¥â ­¥Äâà¨¢¨ «ì­ë© ¯à ¢ë© ®¡®¡é¥­­ë© ¤¨¢¨§®à­ë© ¨¤¥ «, ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ ®¤­  ¨§¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© � ¯« á  ª®­¥ç­ .�¥®à¥¬  3. �¯¥à â®à L = Dx◦Dy−a(x; y)Dx−b(x; y)Dy−c(x; y) ¥áâì ­ ¨¬¥­ìÄè¥¥ «¥¢®¥ ªà â­®¥ ¤¢ãå ®¡®¡é¥­­ëå ¯à ¢ëå ¤¨¢¨§®à­ëå ¨¤¥ «®¢, ¥á«¨ ¨ â®«ìª®¥á«¨ ®¡¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ � ¯« á  ª®­¥ç­ë.�®ª § â¥«ìáâ¢  íâ¨å â¥®à¥¬ ª®­áâàãªâ¨¢­ë ¨ ®áâ îâáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨ ¤«ï ¯à®¨§Ä¢®«ì­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ¯®«ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢, ¯®íâ®¬ã ®­¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­ëª ãà ¢­¥­¨î (2).� è¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®¡®¡é¥­­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ â ª¦¥ ¬®¦¥â ®¡¥á¯¥ç¨âì ®¡®¡é¥­¨¥¯®­ïâ¨ï ¨­â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ ¯® � à¡ã ­  á«ãç © (áª «ïà­®£®) ­¥«¨­¥©­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨Ä «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï á ç áâ­ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ á ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ç¨á«®¬ ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯¥Äà¥¬¥­­ëå (á¬. ­¨¦¥ à §¤¥« 7).2. ������������ ������������������������ �Ǳ��������� ªâ®à¨§ æ¨ï (à §«®¦¥­¨¥ ­ ¬­®¦¨â¥«¨) ç áâ® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ïã¯à®é¥­¨ï ¯à®æ¥Ä¤ãà à¥è¥­¨ï ¯®«¨­®¬¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©. �áâ¥áâ¢¥­­ë¥  ­ «®£¨ ®á­®¢­ëå à¥§ã«ìâ â®¢â¥®à¨¨ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¬­®£®ç«¥­®¢ ®¤­®© ¯¥à¥¬¥­­®© áãé¥áâ¢ãîâ â ª¦¥ ¤«ï «¨­¥©­ëå®¡ëª­®¢¥­­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢ (����)L = f0(x)Dn + f1(x)Dn−1 + · · ·+ fn(x); D = ddx; ord(L) = n:�å ª®íää¨æ¨¥­âë fs(x) áç¨â îâáï ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¬¨ ­¥ª®â®à®¬ã ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®¬ã¯®«î K. �«ï ¯à®áâ®âë ¬®¦­® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® íâ® ­¥ª®â®à®¥ ¯®«¥ äã­ªæ¨©, ª®â®Äà®¥ § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï. � ¡®«ìè¨­áâ¢¥ ¯à¨«®¦¥­¨©K = Q(x) { ¯®«¥ à æ¨®­ «ì­ëåäã­ªæ¨© á à æ¨®­ «ì­ë¬¨ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. � ¯à¨¬¥à,è¨à®ª® ¨§¢¥áâ­®, çâ® «î¡®© ¯®«¨­®¬ à §« £ ¥âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå (­ ¤



������������ �������� ���������������� �Ǳ�������� : : : 147¤ ­­ë¬ ¯®«¥¬ ª®íää¨æ¨¥­â®¢) ¯®«¨­®¬®¢ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬. �«ï ����  ­ «®Ä£¨ç­ë© à¥§ã«ìâ â ¡ë« ¤®ª § ­ � ­¤ ã [6] ¨ ¢ ¡®«¥¥ â®ç­®© ä®à¬¥ �¥¢¨: «î¡ë¥ ¤¢ à §«®¦¥­¨ï § ¤ ­­®£® ���� L ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ (ª®¬¯®§¨æ¨î) ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ����L = P1 ◦ · · · ◦ Pk = P 1 ◦ · · · ◦ Pp ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢®¥ ç¨á«® ¬­®¦¨â¥«¥© (ä ªâ®à®¢), â.¥.k = p, ¨ ¬­®¦¨â¥«¨ Pi, P j ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë¥ ¯®àï¤ª¨ (ª ª ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ®¯¥à Äâ®àë) á â®ç­®áâìî ¤® ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨. �¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ ¬ë ¯®¤ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ���� ¯®­¨Ä¬ ¥¬ ¨å ª®¬¯®§¨æ¨î ª ª ®¯¥à â®à®¢. �¥ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâì â ª®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ����¢«¥ç¥â §  á®¡®© ­¥ª®â®àë¥ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ãá«®¦­¥­¨ï [7].�¥®à¨ï ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ���� (â¥®à¨ï �¥¢¨{�à¥) ¡ë«  à §¢¨â  ¢ à ¡®â å [8{10]. � «£®à¨â¬¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥­¨ï ä ªâ®à¨§ æ¨ï ���� ¢¯¥à¢ë¥ à áá¬ âà¨¢ « áì ¢ [11],£¤¥ ¡ë« ¤ ­ ­ ¡à®á®ª  «£®à¨â¬ ä ªâ®à¨§ æ¨¨����¤«ï ¯à®áâ¥©è¥£® (¨ ¢ ¦­¥©è¥£®)á«ãç ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ¯®«ï à æ¨®­ «ì­ëå äã­ªæ¨© á  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ª®íää¨æ¨Ä¥­â ¬¨ (â.¥. K = Q(x)). � ¯®á«¥¤­¨¥ ¤¥áïâì «¥â ¡ë«¨ ¯à¥¤«®¦¥­ë ¬­®£®ç¨á«¥­­ë¥ãâ®ç­¥­¨ï, ãá®¢¥àè¥­áâ¢®¢ ­¨ï ¨  «ìâ¥à­ â¨¢­ë¥  «£®à¨â¬ë [7].� á®¦ «¥­¨î, ¯®¤®¡­®¥ âà¨¢¨ «ì­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ª ª ¯à¥¤áâ ¢«¥Ä­¨ï ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¬¥­ìè¨å ¯®àï¤ª®¢ ­¥ ®¡« ¤ ¥â å®à®è¨¬¨á¢®©áâ¢ ¬¨ ¤«ï ����Ǳ.�«¥¤ãîé¨© ¨­â¥à¥á­ë© ¯à¨¬¥à ¯à¨­ ¤«¥¦¨â � ­¤ ã (á¬. [12]). �á«¨P = Dx + xDy ; Q = Dx + 1;R = D2x + xDxDy +Dx + (2 + x)Dy ; (5)â®L = Q◦Q◦P = R◦Q. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ®¯¥à â®àR  ¡á®«îâ­® ­¥¯à¨¢®¤¨¬, â.¥. ¥£®­¥¢®§¬®¦­® à §«®¦¨âì ¢ ª®¬¯®§¨æ¨î ®¯¥à â®à®¢ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢«î¡®¬ à áè¨à¥­¨¨Q(x; y), çâ® «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì ¯àï¬ë¬ ¢ëç¨á«¥­¨¥¬.�â®â ¯à¨¬¥à ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï \å®à®è¥©" â¥®à¨¨ ä ªâ®à¨§ æ¨¨����Ǳ ­¥®¡å®¤¨¬® ¨á¯®«ì§®¢ âì ­¥ª®â®à®¥ ®¡®¡é¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï ä ªâ®à  (¤¥«¨â¥«ï,¤¨¢¨§®à ). Ǳ®¤®¡­ë¥ ®¡®¡é¥­¨ï ®¡ëç­ë ¢ ª®¬¬ãâ â¨¢­®©  «£¥¡à¥. � ª ®¤¨­ ¨§ ¯¥àÄ¢ëå ¯à¨¬¥à®¢ ã¯®¬ï­¥¬ â¥®à¨î �ã¬¬¥à {�¥¤¥ª¨­¤  ¤¨¢¨§®à®¢ (¨¤¥ «®¢) ¢ ª®«ìæ åæ¥«ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ç¨á¥«. Ǳ®áª®«ìªã ­¥ ¢á¥ ¨¤¥ «ë ¢ íâ¨å ª®«ìæ å (¢®®¡é¥ £®¢®àï)£« ¢­ë¥, â.¥. ¯®à®¦¤¥­ë ®¤­¨¬ í«¥¬¥­â®¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ à áè¨à¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï ä ªâ®à¨Ä§ æ¨¨; íâ®£® ®ª §ë¢ ¥âáï ¤®áâ â®ç­® (á¬., ª ¯à¨¬¥àã, [13, £«.12]) ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ à §«®¦¥­¨ï æ¥«®£®  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ç¨á«  (â®ç­¥¥, £« ¢­®£® ¨¤¥ « ,ª®â®àë© ®­® ¯®à®¦¤ ¥â) ¨§ ¤ ­­®£® ª®­¥ç­®£® à áè¨à¥­¨ï Q ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯à®áâëå\¨¤¥ «ì­ëå" ¤¨¢¨§®à®¢.�«ï ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­®£® á«ãç ï ª®«ìæ  ���� (á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¤¨äÄä¥à¥­æ¨ «ì­®¬ ¯®«¥) «¥£ª® (á ¯®¬®éìî  «£®à¨â¬  �¢ª«¨¤  ¤¥«¥­¨ï á ®áâ âª®¬) ¤®ª Ä§ âì, çâ® «î¡®© «¥¢ë© ¨«¨ ¯à ¢ë© ¨¤¥ « ¢ ª®«ìæ¥ ����Q(x)[Dx] { £« ¢­ë©; ¤ ­­®¥ª®«ìæ® ­¥ ¨¬¥¥â ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå ¤¢ãáâ®à®­­¨å ¨¤¥ «®¢. Ǳ®íâ®¬ã ­¥â ¢®§¬®¦­®áâ¨ (¨­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨) \¨¤¥ «ì­®£®" ®¡®¡é¥­¨ï ¯®­ïâ¨ï ¤¨¢¨§®à . �¤¨­áâ¢¥­­ë¬ á«¥¤áâ¢¨Ä¥¬ ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ ®ª §ë¢ ¥âáï \áå®¤áâ¢®" ä ªâ®à®¢ ¢ à §«¨ç­ëå ä ªâ®à¨§ æ¨ïå¤ ­­®£® ���� [7, 10]). �àã£®© è¨à®ª® ¨§¢¥áâ­ë© ¯à¨¬¥à \¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ä ªâ®à¨§ Äæ¨¨" { ª« áá¨ç¥áª ï â¥®à¥¬ �®à¤ ­ {�¥«ì¤¥à  ¢ â¥®à¨¨ ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ (¨«¨ ª®­¥ç­®¯®à®¦¤¥­­ëå ¬®¤ã«¥©).



148 �.Ǳ. ������ ¯®á«¥¤ãîé¨å à §¤¥« å ¤ ¥âáï ®¤­® ¨§ ¢®§¬®¦­ëå ®¡®¡é¥­¨© ¯®­ïâ¨ï ä ªâ®à¨§ Äæ¨¨ ¤«ï����Ǳ, ª®â®à®¥ ¯®§¢®«ï¥â ®¡êïá­¨âì ¯à¨¬¥à� ­¤ ã ¨ ®¯¨á âì á¢®©áâ¢  ä ªÄâ®à¨§ æ¨¨ ®¯¥à â®à®¢� ¯« á  (£¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å����Ǳ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª ) ¢ æ¥¯®çª¥¯à¥®¡à §®¢ ­¨© � ¯« á .3. ���������� ������ � ������ ����Ǳ�ë ¡ã¤¥¬ ¨§ãç âì ®¡é¨¥ ����ǱL = ∑

|~i|6mai1:::in(~x )Di1x1Di2x2 : : :Dinxn ; (6)
|~i| = i1+· · ·+in, ~x = (x1; : : : ; xn), Dxi = @=@xi, ord(L) := m. �«ï ¯à®áâ®âë¨ ¡¥§ ¯®â¥Äà¨ ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ç¨á«® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå n = 2, x := x1,y := x2 ¨ ª®íää¨æ¨¥­âë aij(x; y) ¢ (6) ï¢«ïîâáï à æ¨®­ «ì­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ á à æ¨®Ä­ «ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, aij(x; y) ∈ Q(x; y), L ∈ Q(x; y)[Dx; Dy]. �®«ìæ® ����Ǳ­¥ ¨¬¥¥â ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå ¤¢ãáâ®à®­­¨å ¨¤¥ «®¢, «¥¢ë¥ (¯à ¢ë¥) ¨¤¥ «ë ¡®«¥¥ ­¥ ï¢«ïÄîâáï £« ¢­ë¬¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥. �â® ¯®§¢®«ï¥â ¯à¥¤«®¦¨âì á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥(¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ª  ®¡ëç­®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤«ï ���� ¢ á¨«ã â®£®, çâ® ¢á¥ ¨¤¥ «ë ¢ª®«ìæ¥Q(x)[Dx] { £« ¢­ë¥): ¢¬¥áâ® ä ªâ®à¨§ æ¨¨L = L1 ◦ · · · ◦ Lk (7)®¯¥à â®à  L ª ª í«¥¬¥­â  ª®«ìæ  ¬ë à áá¬®âà¨¬ ¢®§à áâ îé¨¥ æ¥¯®çª¨ á®®â¢¥âáâ¢ãÄîé¨å «¥¢ëå (¯à ¢ëå) £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢

|L〉 ⊂ |L2 ◦ · · · ◦ Lk〉 ⊂ |L3 ◦ · · · ◦ Lk〉 ⊂ · · · ⊂ |Lk〉 ⊂ |1〉: (8)�ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì «¥¢ë© (¯à ¢ë©) ¨¤¥ «, ¯®à®¦¤¥­­ë© ����Ǳ L, ª ª |L〉 (á®®â¢¥âÄáâ¢¥­­® 〈L|). �¥¯à¨¢®¤¨¬®áâì ä ªâ®à®¢ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¬ ªá¨¬ «ì­®áâ¨ â ª®© æ¥¯®çÄª¨, â.¥. ­¥¢®§¬®¦­®áâ¨ ¢áâ ¢¨âì ¯à®¬¥¦ãâ®ç­ë¥ ¨¤¥ «ë ¬¥¦¤ã ª ª¨¬¨-«¨¡® ¤¢ã¬ïí«¥¬¥­â ¬¨ íâ®© æ¥¯®çª¨. � á®¦ «¥­¨î, íâ® ¯à®áâ¥©è¥¥ ®¡®¡é¥­¨¥ â ª¦¥ ­¥ã¤ çÄ­® ¤«ï ����Ǳ: ®¡ëç­® ¢á¥£¤  ¬®¦­® ¢áâ ¢¨âì áª®«ì ã£®¤­® ¬­®£® ¯à®¬¥¦ãâ®ç­ëå¨¤¥ «®¢ ¬¥¦¤ã ­¥ª®â®àë¬¨ ¨§ ­¨å, ¯®íâ®¬ã ¤«¨­  æ¥¯®ç¥ª (8) ¤«ï ¤ ­­®£® ����Ǳ¬®¦¥â ¡ëâì ­¥®£à ­¨ç¥­­®©. � ¯à¨¬¥àã, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ���� L ∈ Q(x)[Dx] ⊂Q(x; y)[Dx; Dy] ¬®¦­® ¢§ïâì |L〉 ⊂ |L〉 + |Dmy 〉 ⊂ |L〉 + |Dm−1y 〉 ⊂ · · · ⊂ |L〉 + |Dy〉 ⊂Q(x; y)[Dx; Dy]. � ¦¥ ¯à®áâ¥©è¨© ®¯¥à â®àDx áâ ­®¢¨âáï \¯à¨¢®¤¨¬ë¬"! �®¦­® § Äª«îç¨âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¨¤¥ «®¢ á«¨èª®¬ \¢¥«¨ª®". �«ï ª®¬¬ãâ â¨¢­®£® á«ãç ï¯®«¨­®¬®¢ ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå (£¤¥ â ª¦¥ áãé¥áâ¢ãîâ ¯®¤®¡­ë¥ ¯à¨¬¥àë) ¬ë ¬®¦¥¬®£à ­¨ç¨âìáï £« ¢­ë¬¨ ¨¤¥ « ¬¨ ¨ ¯®«ãç¨âì ª®­¥ç­ë¥ æ¥¯®çª¨. �¤­ ª® ¤«ï ����Ǳ¬­®¦¥áâ¢® £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢ á«¨èª®¬ \¬ «�®", ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â ¯à¨¬¥à � ­¤ ã. �àãÄ£®© ¢ ¦­ë© ¤«ï ­ á ­¥¤®áâ â®ª á¥¬¥©áâ¢  £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢ ª®«ìæ  ����Ǳ á®áâ®¨â ¢®âáãâáâ¢¨¨ ­ ¨¬¥­ìè¨å ®¡é¨å ªà â­ëå ¨ ­ ¨¡®«ìè¨å ®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥©: ¤«ï ¤¢ãå ®¯¥Äà â®à®¢ P , Q ¢ (5) ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢ |P 〉 ∩ |Q〉 (¨å ­ ¨Ä¬¥­ìè¥¥ ®¡é¥¥ ªà â­®¥, LCM) ¬®¦¥â ­¥ ¡ëâì £« ¢­ë¬ ¨¤¥ «®¬. �¥£ª® ï¢­® ¯à®¢¥à¨âì,



������������ �������� ���������������� �Ǳ�������� : : : 149çâ® ­¥â ®¡é¥£® «¥¢®£® ªà â­®£® ¤«ï P , Q ¢â®à®£® ¯®àï¤ª , ­® ¨¬¥îâáï ¤¢  «¨­¥©­®­¥§ ¢¨á¨¬ëå ®¯¥à â®à  âà¥âì¥£® ¯®àï¤ª , ¤¥«ïé¨åáï á¯à ¢  ­  P ,Q:L31 = (xDxDy + (x− 1)Dy −Dx − 1) ◦ P == (x2D2y + xDxDy − (x+ 1)Dy −Dx)
◦Q;L32 = (D2x + 2Dx + 1) ◦ P = Q ◦Q ◦ P == (D2x + xDxDy + (x+ 2)Dy +Dx)

◦Q = R ◦Q;¯®íâ®¬ã ­¥â \­ ¨¬¥­ìè¥£®" «¥¢®£® ªà â­®£®. �­ «®£¨ç­® ¬ë ¬®¦¥¬ ¯à®¢¥à¨âì, çâ®íâ¨ ®¯¥à â®àë L31, L32 ¨¬¥îâ «¨èì Q, P ¢ ª ç¥áâ¢¥ á¢®¨å ¯à ¢ëå ®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥©,¯®íâ®¬ã L31, L32 ­¥ ®¡« ¤ îâ \­ ¨¡®«ìè¨¬" ¯à ¢ë¬ ®¡é¨¬ ¤¥«¨â¥«¥¬.�¨¦¥ ¬ë ®¯à¥¤¥«¨¬ \¯à®¬¥¦ãâ®ç­®¥" ¬­®¦¥áâ¢® ¨¤¥ «®¢ \ª®à §¬¥à­®áâ¨ 1", ª®â®Äà®¥ è¨à¥, ç¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢, ­® �ã¦¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¢á¥å ¨¤¥ «®¢. � ª ¡ãÄ¤¥â ¯®ª § ­®, íâ® ­®¢®¥ ¬­®¦¥áâ¢® \¤¨¢¨§®à­ëå ¨¤¥ «®¢" ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ­¥®¡å®¤¨¬ë¥á¢®©áâ¢  ä ªâ®à¨§ æ¨¨,  ­ «®£¨ç­ë¥ á¢®©áâ¢ ¬ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ®¡ëç­ëå ª®¬¬ãâ â¨¢Ä­ëå ¯®«¨­®¬®¢ ¨ ����. � íâ®¬ ¨ á®áâ®¨â ­ è ®á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â.�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ����Ǳ L1; : : : ; Lk ¬®¦­® «£®à¨â¬¨ç¥áª¨ ­ ©â¨ ­¥ª®â®à®¥ ¨å «¥¢®¥ ®¡é¥¥ ªà â­®¥ (lCM { left Common MultiÄple) ¢¯«®âì ¤® § ¤ ­­®£® ¯®àï¤ª  N . �®§ì¬¥¬M1 ◦ L1 = · · · = Mk ◦ Lk á ord(Mi) =N − ord(Li) ¨ ­¥®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �âáî¤  ¬ë ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©Ä­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å (­¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå) ãà ¢­¥­¨© ­  ª®íää¨æ¨¥­âë Mi. �¨á«®ãà ¢­¥­¨© ¢ íâ®© «¨­¥©­®© á¨áâ¥¬¥ ¡ã¤¥â ¬¥­ìè¥, ç¥¬ ç¨á«® ­¥¨§¢¥áâ­ëå ª®íää¨æ¨Ä¥­â®¢ ¤«ï ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® N , ¯®íâ®¬ã ¬­®¦¥áâ¢® ®¡é¨å «¥¢ëå ªà â­ëå ¢á¥£¤ ­¥¯ãáâ®.�á¥ íâ¨ ¨ ­¨¦¥á«¥¤ãîé¨¥ à¥§ã«ìâ âë, à §ã¬¥¥âáï, ¢¥à­ë ¨ ¯à¨ § ¬¥­¥ «¥¢ëå ¨¤¥ Ä«®¢ ­  ¯à ¢ë¥, ¤®áâ â®ç­® ¯à¨¬¥­¨âì ®¡ëç­ãî ®¯¥à æ¨î á®¯àï¦¥­¨ï.�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �¥¢ë© ¨¤¥ « 1LCM (
|L1〉; : : : ; |Lk〉) := |L1〉∩· · ·∩|Lk〉 ­ §ë¢ ¥âáï«¥¢ë¬ ­ ¨¬¥­ìè¨¬ ®¡é¨¬ ªà â­ë¬ ¤«ï ����Ǳ Li.�â®â ¨¤¥ « 1LCM ¢á¥£¤  ­¥¯ãáâ ¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¬®¦¥â ®ª § âìáï ­¥ £« ¢­ë¬.�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. � §®¢¥¬ ¤¢  ����Ǳ L, R (®¡®¡é¥­­®©) ¤¨¢¨§®à­®© ¯ à®© ®¯¥Äà â®à®¢ ¤«ï ����ǱM , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ����ǱX , Y ,Q, çâ®X ◦M = Y ◦R;X ◦ L = Y ◦Q: (9)�¥ä®à¬ «ì­® ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì á¥¡¥, çâ® M ∼= L ◦ R, ¨ ¥á«¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® Mä ªâ®à¨§ã¥âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ L ¨ R, â®, à §ã¬¥¥âáï, ¬ë ¬®¦¥¬ ¢ë¡à âì X = Q = 1,Y = L ¢ (9). �¨¢¨§®à­ ï ¯ à  ®¯¥à â®à®¢ ­ §ë¢ ¥âáï­¥âà¨¢¨ «ì­®©, ¥á«¨ ord(L) > 0,ord(R) > 0 ¨ L,R ­¥ ¤¥«ïâáï ­ M , â.¥. L 6=M ◦ P , R 6= K ◦M . � â ª®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥¬£®¢®à¨âì, çâ® ®¯¥à â®àëM ¨ R (M ¨ L) ¨¬¥îâ ­¥âà¨¢¨ «ì­ë© (®¡®¡é¥­­ë©) ¯à ¢ë©(á®®â¢¥âáâ¢¥­­® «¥¢ë©) ¤¥«¨â¥«ì (¤¨¢¨§®à).



150 �.Ǳ. ������¥¬¬  1. �á«¨ ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ (9) ¨ ¤«ï ­¥ª®â®àëå ����Ǳ X1, Y1 ¨¬¥¥¬X1 ◦M = Y1 ◦R, â® X1 ◦ L = Y1 ◦Q.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ©¤¥¬ ­¥ª®â®à®¥ «¥¢®¥ ®¡é¥¥ ªà â­®¥ X1, X : X̃ = X ◦ X1 =X1 ◦X . �®£¤ X ◦X1 ◦M = X ◦Y1 ◦R = X1 ◦X ◦M = X1 ◦Y ◦R ¨ (¯®áª®«ìªã ª®«ìæ®����Ǳ ­¥ ¨¬¥¥â ¤¥«¨â¥«¥© ­ã«ï) X ◦ Y1 = X1 ◦ Y ¨ X1 ◦ Y ◦ Q = X1 ◦X ◦ L = X ◦X1 ◦ L = X ◦ Y1 ◦Q, ®âªã¤ X1 ◦ L = Y1 ◦Q.�«¥¤®¢ â¥«ì­®, (9) ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  LCM(M;R) = X ◦M = Y ◦R.�¥¬¬  2. �á«¨ ¢ë¯®«­¥­® (9) ¨ ¢ë¡à ­® ­¥ª®â®à®¥ ¯à ¢®¥ ®¡é¥¥ ªà â­®¥M , L,M ◦X = L ◦ Y , â® M ◦X = L ◦ Y ;R ◦X = Q ◦ Y : (10)�®ª § â¥«ìáâ¢®. Y ◦Q◦Y = X ◦L◦Y = X ◦M ◦X = Y ◦R◦X ⇒ Q◦Y = R◦X.�§ (9) ¨ «¥¬¬ë 1 § ª«îç ¥¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ®¯¥à â®à®¢L, ®¡à §ãîé¨å ®¡®¡é¥­­ë¥®¯¥à â®à­ë¥ ¯ àë á ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬¨R,M , ®¡à §ãîâ¯à ¢ë© ¨¤¥ «; ¨§ (10) ¢¨¤­®, çâ®¤«ï ä¨ªá¨à®¢ ­­ëåM , L ®¯¥à â®àëR ®¡à §ãîâ «¥¢ë© ¨¤¥ «.�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �¥¢ë© ¨¤¥ « |R} ¨ ¯à ¢ë© ¨¤¥ « {L| ®¡à §ãîâ (®¡®¡é¥­­ãî) ¤¨Ä¢¨§®à­ãî ¯ àã ¨¤¥ «®¢ ¤«ï ����ǱM (¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì íâ®â ä ªâ á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬: {L|M |R}), ¥á«¨:a) «î¡ë¥ ¤¢  ®¯¥à â®à  R ∈ |R}, L ∈ {L| ®¡à §ãîâ ¤¨¢¨§®à­ãî ¯ àã ®¯¥à â®à®¢¤«ïM , â.¥. ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (9);¡) ¥á«¨ ­¥ª®â®àë© ����Ǳ L ®¡à §ã¥â ¤¨¢¨§®à­ë¥ ¯ àë ®¯¥à â®à®¢ ¤«ïM á ª ¦Ä¤ë¬ R ∈ |R}, â® L ∈ {L|;¢) ¥á«¨ ­¥ª®â®àë© ����Ǳ R ®¡à §ã¥â ¤¨¢¨§®à­ë¥ ¯ àë ®¯¥à â®à®¢ ¤«ïM á ª ¦Ä¤ë¬ L ∈ {L|, â® R ∈ |R}.�¥¬¬  3. Ǳãáâì {L|M |R} { ¤¨¢¨§®à­ ï ¯ à  ¨¤¥ «®¢ ¤«ï M . �®£¤  ¤«ï «î¡®£®M1 ∈ |R} ¬®¦­® ­ ©â¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¯à ¢ë© ¨¤¥ « {Q1| â ª®©, çâ® {Q1|M1|R}.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳ®áª®«ìªãM1 ∈ |R}, â® ¤«ï ¢áïª®£®L ∈ {L|¨¬¥¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­Ä­ë© («¥¬¬  1)Q1 â ª®©, çâ® ∃X1; Y1, ¤«ï ª®â®àëåX1 ◦M = Y1 ◦M1;X1 ◦ L = Y1 ◦Q1: (11)�®§ì¬¥¬ ­¥ª®â®à®¥ «¥¢®¥ ®¡é¥¥ ªà â­®¥ ®¯¥à â®à®¢M1, R á R ∈ |R}: Z1 = XM1 ◦M1 = YM1 ◦R, ¨ ­¥ª®â®à®¥ «¥¢®¥ ®¡é¥¥ ªà â­®¥ ®¯¥à â®à®¢ Y1,XM1 : Z2 = Y 1 ◦XM1 =XM1 ◦Y1. �®£¤ XM1 ◦X1 ◦M = XM1 ◦Y1 ◦M1 = Y 1 ◦XM1 ◦M1 = Y 1 ◦YM1 ◦R, ¨ ¬ë¯®«ãç ¥¬XM1 ◦X1 ◦M = Y 1 ◦ YM1 ◦ R. � ¯®¬®éìî «¥¬¬ë 1 ¬®¦­® § ª«îç¨âì, çâ®XM1 ◦X1◦L = Y 1◦YM1 ◦Q ¤«ï «î¡®£®L ∈ {L|¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®Q. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,



������������ �������� ���������������� �Ǳ�������� : : : 151Y 1 ◦YM1 ◦Q = XM1 ◦X1 ◦L = XM1 ◦Y1 ◦Q1 = Y 1 ◦XM1 ◦Q1. �®ªà é ï Y 1, ¯®«ãç ¥¬YM1 ◦Q = XM1 ◦Q1, â.¥. XM1 ◦M1 = YM1 ◦R;XM1 ◦Q1 = YM1 ◦Q: (12)� ¢¥­áâ¢  (12) ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® «î¡®¥ Q1 ¢ (11) (Q1 § ¢¨á¨â ®â L ∈ {L|) ®¡à §ã¥â ¤¨Ä¢¨§®à­ãî ¯ àã ®¯¥à â®à®¢ ¤«ï M1 á «î¡ë¬ R ∈ |R}, â.¥. ãá«®¢¨¥ \a" ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3¢ë¯®«­¥­®. �â®¡ë ¤®ª § âì ãá«®¢¨¥ \¢" íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤«ï {Q1|M1|R}, ¯à¥¤¯®«®Ä¦¨¬, çâ® (12) ¢¥à­® ¤«ï ­¥ª®â®à®£®����ǱR ¨ ¢á¥åQ1, ¯®«ãç¥­­ëå ¨§ (11) áL ∈ {L|.�¨ªá¨àãï XM1 , YM1 ,X1, Y1 ¨ ¨á¯®«ì§ãï â® ¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¤«ïXM1 , YM1 : Z2 = Y 1 ◦XM1 = XM1◦Y1, ¯®«ãç ¥¬Y 1◦XM1◦M1 = XM1◦Y1◦M1 = Y 1◦YM1◦R = XM1◦X1◦M ,Y 1 ◦XM1 ◦Q1 = Y 1 ◦ YM1 ◦Q = XM1 ◦ Y1 ◦Q1 = XM1 ◦X1 ◦ L, â¥¬ á ¬ë¬XM1 ◦X1 ◦M = Y 1 ◦ YM1 ◦R;XM1 ◦X1 ◦ L = Y 1 ◦ YM1 ◦Q; (13)â.¥. à ¢¥­áâ¢  (9) ¢ë¯®«­¥­ë («¥¬¬  1) ¤«ï íâ®£® R ¨ ¢á¥å L ∈ {L|, ¯®íâ®¬ã R ∈ |R}.�á«®¢¨¥ \¡" ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3 ¤®ª §ë¢ ¥âáï â¥¬ ¦¥ á¯®á®¡®¬: ¥á«¨ (12) ¢ë¯®«­¥­® ¤«ï­¥ª®â®à®£® ����Ǳ Q1 ¨ ¢á¥å R ∈ |R} (Q, XM1 , YM1 § ¢¨áïâ ®â R), ¢®§ì¬¥¬ R =M ∈ |R}. � ¢¥­áâ¢  (12) ¯à¥¢à é îâáï ¢ à ¢¥­áâ¢ X̃M1 ◦M1 = ỸM1 ◦M;X̃M1 ◦Q1 = ỸM1 ◦ Q̃:� íâ®¬ á«ãç ¥, ª ª ¢¨¤­® ¨§ (11), ¬®¦­® ¯®«®¦¨âì («¥¬¬  1) X̃M1 = Y1, ỸM1 = X1,L := Q̃. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬ë ¨¬¥¥¬ (11), (12) á R ∈ |R}, ¨ ­ ¬ ­¥®¡å®¤¨¬® ¤®ª § âì (9)¤«ï ¯®áâà®¥­­ëåL,Q,M ,R. �­®¢ì ¨¬¥¥¬ æ¥¯®çªãà ¢¥­áâ¢Z2 = Y 1◦XM1 = XM1 ◦Y1,XM1 ◦Y1 ◦M1 = XM1 ◦X1 ◦M = Y 1 ◦XM1 ◦M1 = Y 1 ◦YM1 ◦R, XM1 ◦X1 ◦L = XM1 ◦Y1 ◦Q1 = Y 1 ◦XM1 ◦Q1 = Y 1 ◦ YM1 ◦Q, â.¥. ¢­®¢ì ¯®«ãç ¥¬ á®®â­®è¥­¨ï (13) ¨«¨ (9)(¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1).�¥¬¬  3 ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ ¢ ¯ à¥ {L|M |R}¬®£ãâ ¡ëâì ¢­ãâà¥­­¨¬ ®¡à Ä§®¬ (­¥§ ¢¨á¨¬® ®âM) ®å à ªâ¥à¨§®¢ ­ëª ª ­¥ª®â®àë¥ á¯¥æ¨ «ì­ë¥«¥¢ë¥¨¤¥ «ë. �®¦¥ ¢¥à­® ¤«ï {L|. �ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì â ª¨¥ ¨¤¥ «ë |R} ¯à ¢ë¬¨ ¤¨¢¨§®à­ë¬¨ ¨¤¥ Ä« ¬¨, ¨«¨ r.d.i. (right divisor ideals; ®­¨ ï¢«ïîâáï «¥¢ë¬¨ ¨¤¥ « ¬¨ ª®«ìæ  ����Ǳ),¨ {L| {«¥¢ë¬¨ ¤¨¢¨§®à­ë¬¨ ¨¤¥ « ¬¨, ¨«¨ l.d.i. (left divisor ideals; ®­¨ ï¢«ïîâáï ¯à Ä¢ë¬¨ ¨¤¥ « ¬¨ ª®«ìæ ����Ǳ). �î¡®© £« ¢­ë© «¥¢ë© ¨¤¥ « ¥áâì r.d.i.: |R0〉 = |R0},¯®áª®«ìªã á ®ç¥¢¨¤­®áâìî ¨¬¥¥¬ {1|R0|R0}, â.¥. ¢ë¯®«­¥­® (9) á R = P ◦R0, M = R0,Y = 1, X = P , Q = P ◦L (P ,L { ¯à®¨§¢®«ì­ë¥����Ǳ). � á«¥¤ãîé¥¬ à §¤¥«¥ ¡ã¤¥â¯®ª § ­®, çâ® ­¥ ¢á¥ («¥¢ë¥ ¨«¨ ¯à ¢ë¥) ¨¤¥ «ë ª®«ìæ  ����Ǳ ¤¨¢¨§®à­ë¥.�¨¢¨§®à­ ï ¯ à  ¨¤¥ «®¢ {L|M |R}­ §ë¢ ¥âáïâà¨¢¨ «ì­®©, ¥á«¨ {L| = 〈M | (â®£¤ 
|R} = |1〉) «¨¡® |R} = |M〉 ({L| = 〈1|).�«ï ¤¢ãå r.d.i. |R1}, |R2} ¢®§ì¬¥¬ ¨å ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¨å «¥¢®£® ­ ¨¬¥­ìè¥£®®¡é¥£® ªà â­®£® (lLCM): lLCM(

|R1}; |R2}) := |R1}∩|R2}. �®£¤  ¤«ïM ∈ |R1}∩|R2}



152 �.Ǳ. �����¬ë¬®¦¥¬ ­ ©â¨ ¤¢  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å l.d.i. («¥¬¬  3): {L1|M |R1}, {L2|M |R2}. �¥¯¥àì¢®§ì¬¥¬ ¢á¥ ����ǱL â ª¨¥, çâ® (9) ¢ë¯®«­¥­® ¤«ï ª ¦¤®£®R ∈ |R1}∩|R2}. Ǳà ¢ë©¨¤¥ « {L| â ª¨å ®¯¥à â®à®¢ ®¡à §ã¥â ¤¨¢¨§®à­ãî ¯ àã ¨¤¥ «®¢ á |R} = |R1} ∩ |R2}¤«ï M , ¯®áª®«ìªã ãá«®¢¨ï \a" ¨ \¡" ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ 3 ¢ë¯®«­ïîâáï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨¨ {L| ⊃ {L1| ∪ {L2|, ¯®íâ®¬ã ¢áïª¨© ®¯¥à â®à R â ª®©, çâ® (9) ¢ë¯®«­¥­® ¤«ï ¢á¥åL ∈ {L|, ®¡à §ã¥â ¤¨¢¨§®à­ãî ¯ àã ®¯¥à â®à®¢ á® ¢á¥¬¨ L ∈ {L1| ¨ L ∈ {L2|, ®âªã¤ R ∈ |R1}∩|R2} ¨ ãá«®¢¨¥ \¢" â ª¦¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï. � ª¬ëã¢¨¤¨¬ ¢ á«¥¤ãîé¥¬à §¤¥«¥,¯®áâà®¥­­ë©¨¤¥ « {L| ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¡®«ìè¥,ç¥¬¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å áã¬¬í«¥¬¥­â®¢ {L1|¨ {L2|. �ç¥¢¨¤­®, çâ® íâ®â ¨¤¥ « {L| ¨£à ¥â à®«ì lGCD(
{L1|; {L2|) ¢® ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥ål.d.i (GCD { greatest common divisor). �¯à¥¤¥«¥­¨¥ |R} = rGCD(

|R1}; |R2}) ä®à¬ã«¨Äàã¥âáï  ­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬: ¢®§ì¬¥¬ â¥¯¥àì {L| = rLCM(
{L1|; {L2|) := {L1| ∩ {L2|;â®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© |R} ⊃ |R1} ∪ |R2} ®¯à¥¤¥«¨¬, ¨á¯®«ì§ãï (9).4. ��������������� ���������� ��������î¡®¥ (­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­®¥ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥) ª®«ìæ® R, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ â ª ­ §ë¢ Ä¥¬®¬ã ãá«®¢¨î �à¥ (®âáãâáâ¢¨¥ ¤¥«¨â¥«¥© ­ã«ï ¨ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤Ä­®£® ¯à ¢®£® ¨ ®¤­®£® «¥¢®£® ®¡é¨å ªà â­ëå ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ­¥­ã«¥¢ëå í«¥¬¥­â®¢),¬®¦¥â ¡ëâì ¢«®¦¥­® ¢ â¥«® (­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ë© ¯® ã¬­®¦¥­¨î  ­ «®£ ¯®«ï), ®¡à §®Ä¢ ­­®¥ ä®à¬ «ì­ë¬¨ ¤à®¡ï¬¨ (ç áâ­ë¬¨) L−1 ◦M = M ◦ �L−1, L;M; �L;M ∈ R [14].�®§ì¬¥¬ R = Q(x; y)[Dx] ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ â¥«® ç áâ­ëå Q(x; y;Dx). �ë ¬®¦¥¬®¡à §®¢ âì ª®«ìæ® Q(x; y;Dx)[Dy] ®¯¥à â®à®¢ â¨¯  L = a0Dny + a1Dn−1y + · · · + an,ai = (Li)−1 ◦Mi ∈ Q(x; y;Dx), ¥á«¨ ¬ë ®¯à¥¤¥«¨¬ Dy-¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥ ¤«ï ª®íäÄä¨æ¨¥­â®¢ @((Li)−1 ◦Mi)@y = (Li)−1 ◦ @(Mi)@y − (Li)−1 ◦ L′i ◦ (Li)−1á @(Mi)@y = @(m0(x; y)Dkx + · · ·+mk(x; y))@y = @m0(x; y)@y Dkx + · · ·+ @mk(x; y)@y :�«¥¬¥­â L′i ∈ Q(x; y)[Dx] ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬:Dy ◦ Li = Li ◦Dy + L′i ⇒ L−1i ◦Dy = Dy ◦ L−1i + L−1i ◦ L′i ◦ L−1i :� ª ®¡êïá­ï¥âáï ¢ [10], ®á­®¢­ë¥ ä ªâë â¥®à¨¨ �¥¢¨{�à¥ (¨¬¥­­® ­ «¨ç¨¥  «£®à¨âÄ¬  �¢ª«¨¤ , ­ ¨¡®«ìè¨å ®¡é¨å ¤¥«¨â¥«¥©, ­ ¨¬¥­ìè¨å ®¡é¨å ªà â­ëå ¨ â.¯.) ¢¥à­ëâ ª¦¥ ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå â¥« å. �î¡®© ¯à ¢ë©¨«¨ «¥¢ë© ¨¤¥ « ¢­®¢ì ï¢«ï¥âáï £« ¢­ë¬, ¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ¢á¥ ®á­®¢­ë¥ â¥®à¥¬ë â¥®à¨¨ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ����.�ë ¨¬¥¥¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ ¯à®¥ªæ¨¨

Px :Q(x; y)[Dx; Dy] → Q(x; y;Dy)[Dx]¨
Py :Q(x; y)[Dx; Dy] → Q(x; y;Dx)[Dy]:



������������ �������� ���������������� �Ǳ�������� : : : 153�«ï «î¡®£® «¥¢®£® ¨¤¥ «  I ⊂ Q(x; y)[Dx; Dy] ¨¬¥îâáï ¤¢  £« ¢­ëå «¥¢ëå ¨¤¥ « 
Px(I) = |Ix〉, Py(I) = |Iy〉. Ǳ®à®¦¤ îé¨¥ ¨å Ix, Iy ­ §®¢¥¬ ª®®à¤¨­ â ¬¨ ¨¤¥ «  I ;Ix ∈ Q(x; y;Dy)[Dx], Iy ∈ Q(x; y;Dx)[Dy]. �®à¬ «¨§ã¥¬ ¨å ãá«®¢¨¥¬ lcofDx(Ix) = 1,lcofDy (Iy) = 1. �âà®£® £®¢®àï,Px(I) ¨Py(I) ­¥ ï¢«ïîâáï ¨¤¥ « ¬¨ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨åª®«ìæ å. �«ï â®£® çâ®¡ë ®¡à §®¢ âì ­ã¦­ë¥ ­ ¬ ¨¤¥ «ë-¯à®¥ªæ¨¨, ­¥®¡å®¤¨¬® ã¬­®Ä¦ âì ¨å í«¥¬¥­âë ­  ¢á¥¢®§¬®¦­ë¥ ®¯¥à â®àë L−1, L ∈ Q(x; y)[Dx] (á®®â¢¥âáâ¢¥­­®L ∈ Q(x; y)[Dy ]). � ¤ «ì­¥©è¥¬ íâ® ¢á¥£¤  ¡ã¤¥â ¯®¤à §ã¬¥¢ âìáï.Ǳà¥¦¤¥ ¢á¥£® § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¬ë ¨¬¥¥¬ ¯ àã {L|M |R}, â® ¤«ï ª®®à¤¨­ â ¢ë¯®«Ä­ï¥âáï ãá«®¢¨¥

Px(M) = Lx ◦Rx; (14)íâ® ¤ ¥â í¢à¨áâ¨ç¥áª®¥ ®¡®á­®¢ ­¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¯à¥¤ë¤ãé¥£® à §¤¥« . �à®¬¥ â®£®,ª ª ®ç¥¢¨¤­®,
Px(lLCM(

|R1}; |R2})) = lLCM(
Px(

|R1});Px(|R2}));  íâ®, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¯à¨¢®¤¨â ª
Px(lGCD(

{L1|; {L2|)) = lGCD(
Px(

{L1|);Px({L2|))¢ á¨«ã (14). �­ «®£¨ç­®
Px(rGCD(

|R1}; |R2})) = rGCD(
Px(

|R1});Px(
|R2}));

Px(rLCM(
{L1|; {L2|)) = rLCM(

Px(
{L1|);Px(

{L2|)):�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ¨£à ¥â ª«îç¥¢ãî à®«ì ¢ ¤ «ì­¥©è¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å.�¥¬¬  4. �á«¨ r.d.i. |R} ⊂ Q(x; y)[Dx; Dy] á®¤¥à¦¨â ¤¢  í«¥¬¥­â  A◦P , B◦Pâ ª¨å, çâ® A ∈ Q(x; y)[Dx], B ∈ Q(x; y)[Dy ], â® P ∈ |R}.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¯®«ì§ãï (10), ¯®«ãç ¥¬A ◦P ◦X = Q ◦Y , B ◦P ◦X = S ◦Y¤«ï ­¥ª®â®àëå S, Q. � íâ®¬ á«ãç ¥P ◦X = A−1 ◦Q ◦ Y ∈ Q(x; y;Dx)[Dy];B ◦ P ◦X = B ◦A−1 ◦Q ◦ Y = S ◦ Y ;â.¥. B ◦A−1 ◦Q = S ∈ Q(x; y)[Dx; Dy]; (15)B ∈ Q(x; y)[Dx]. Ǳ®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤ Q ¤¥«¨âáï ­ A: Q = A◦Q, Q ∈ Q(x; y)[Dx; Dy].�¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é­®áâ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® lcof(B) = 1 ¨ ä®à¬ã«  (15) ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤
(Dmy + b1(x; y)Dm−1y + · · ·+ bm(x; y))︸ ︷︷ ︸B ◦ (C0Dny + C1Dn−1y + · · ·+ Cn)︸ ︷︷ ︸A−1◦Q = S (16)á Ci ∈ Q(x; y;Dy). �â àè¨© ª®íää¨æ¨¥­â (¢ Q(x; y;Dx)[Dy]) «¥¢®© ç áâ¨ (16) ¥áâìC0, ¨ ¯®áª®«ìªã S ∈ Q(x; y)[Dx; Dy], â® C0 ∈ Q(x; y)[Dx]. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ª®íää¨æ¨Ä¥­âDm+n−1y ¢ (16) ¡ã¤¥âC1+ @C0=@y+ b1C0 ∈ Q(x; y)[Dx], â.¥. C1 ∈ Q(x; y)[Dx]. �áÄ¯®«ì§ãï ¨­¤ãªæ¨î, ¯®«ãç ¥¬Ci ∈ Q(x; y)[Dx], ®âªã¤ A−1 ◦Q = Q ∈ Q(x; y)[Dx; Dy].�â® ¤ ¥â ­ ¬ ¢®§¬®¦­®áâì á®ªà â¨âìA ¢ à ¢¥­áâ¢¥A ◦X = Q ◦Y , ¯®«ãç¨¢X = Q ◦Y .�âáî¤  ¨¬¥¥¬ P ∈ |R}, ¯®áª®«ìªã P ◦X = (P ◦Q) ◦ Y ¢ (10).



154 �.Ǳ. ������«¥¤áâ¢¨¥ 1. �á«¨ r.d.i. |R} á®¤¥à¦¨â ¤¢  í«¥¬¥­â  A, B ¨ A ∈ Q(x; y)[Dx],B ∈ Q(x; y)[Dy], â® ¨¤¥ « |R} âà¨¢¨ «¥­, â.¥. |R} = |1〉 = Q(x; y)[Dx; Dy].�â® á«¥¤áâ¢¨¥ ®¡êïá­ï¥â, ¯®ç¥¬ã r.d.i. á«¥¤ã¥â áç¨â âì ¨¤¥ « ¬¨ \ª®à §¬¥à­®áâ¨n − 1": ¥á«¨ ¬ë ¢®§ì¬¥¬ «¥¢ë© ¨¤¥ « \ª®à §¬¥à­®áâ¨ n − 2", ¯®à®¦¤¥­­ë© Dnx , Dmy(à¥è¥­¨ï¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© á¨áâ¥¬ëDnxf = 0, Dmy f = 0 ï¢«ïîâáï äã­ªæ¨¨ n−2 ¯¥Äà¥¬¥­­ëå, ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­­ë¥ ­¥áª®«ìª¨¬¨ ª®­áâ ­â ¬¨,   ­¥ äã­ªæ¨¨ n − 1 ¯¥à¥¬¥­Ä­®©), â® íâ®â ¨¤¥ « á®¤¥à¦¨âáï «¨èì ¢ âà¨¢¨ «ì­®¬ r.d.i. |1}. �­®¦¥áâ¢® ¤¨¢¨§®à­ëå¨¤¥ «®¢ ­¥áª®«ìª® ¡®«ìè¥ ¬­®¦¥áâ¢  £« ¢­ëå ¨¤¥ «®¢ (¨¤¥ «ë \ª®à §¬¥à­®áâ¨n− 1"ï¢«ïîâáï à¥è¥­¨ï¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© á¨áâ¥¬ë ¨§ ®¤­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¨ ¯ à ¬¥âà¨§ãÄîâáï äã­ªæ¨ï¬¨ n− 1 ¯¥à¥¬¥­­®©).�¥®à¥¬  4. �¢  r.d.i. |R1}, |R2} á®¢¯ ¤ îâ, ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ ¨å ª®®à¤¨­ âëá®¢¯ ¤ îâ, â.¥. Px(
|R1}) = Px(

|R2}), Py(|R1}) = Py(|R2}).�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ R ∈ |R1}. Ǳ®áª®«ìªã Px(
|R1}) = Px(

|R2}), ¬ë ¬®Ä¦¥¬­ ©â¨ â ª®©R ∈ |R2}, çâ®C◦R = R, C = (C1)−1C2 ∈ Q(x; y;Dy). �¬­®¦ ï­ C1,¯®«ãç ¥¬C2◦R = C1◦R = R̃ ∈ |R2}. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï ­¥ª®â®à®£®C2 ∈ Q(x; y)[Dy]¨¬¥¥¬ C2 ◦ R ∈ |R2}. �­ «®£¨ç­ë¥ à áá¬®âà¥­¨ï ¤«ï Py ¤ îâ K2 ◦ R ∈ |R2} ¤«ï ­¥Äª®â®à®£® K2 ∈ Q(x; y)[Dx], ®âªã¤  R ∈ |R2} («¥¬¬  4), â.¥. |R1} ⊂ |R2}. �­ «®£¨ç­®¯®«ãç ¥¬ |R2} ⊂ |R1}.� ¬¥ç ­¨¥. �â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥¢¥à­® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå ¨¤¥ «®¢: ¨¤¥ «, ¯®à®¦Ä¤¥­­ë©Dx,Dy, ¨¬¥¥â â¥ ¦¥ ¯à®¥ªæ¨¨, çâ® ¨ âà¨¢¨ «ì­ë© ¨¤¥ « |1〉.5. ������������ ������� ���������� ��������¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ¤®ª § âì ¢á¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ á¢®©áâ¢  ®¡®¡é¥­­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ­ ®á­®¢¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¯à¥¤ë¤ãé¨å à §¤¥«®¢. �«ï íâ®£® ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ®¡é¨© ¯®¤å®¤ ª¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ â¨¯  �®à¤ ­ {�¥«ì¤¥à  ¢ à ¬ª å â¥®à¨¨ ç áâ¨ç­® ã¯®àï¤®Äç¥­­ëå ¬­®¦¥áâ¢ á¯¥æ¨ «ì­®£® â¨¯  { à¥è¥â®ª. �¢¥¤¥¬ ®ç¥¢¨¤­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ­ ¬­®¦¥áâ¢¥ («¥¢ëå) ¨¤¥ «®¢: I1 6 I2, ¥á«¨ I1 ⊃ I2; ­ §®¢¥¬ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ I1 ¤¥«¨â¥«¥¬(¤¨¢¨§®à®¬) I2. � áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­®¥¬­®¦¥áâ¢®M¨¤¥ «®¢ ¢ ã¯®¬ï­ãâëå ¢® ¢¢¥¤¥Ä­¨¨ á«ãç ïå ­ «¨ç¨ï \å®à®è¥©" â¥®à¨¨ ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ ¢ ¦­ë¬¨á¢®©áâ¢ ¬¨:�. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ A;B ∈ M áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© í«¥¬¥­â C =sup(A;B), â.¥. â ª®© í«¥¬¥­â, çâ® C > A, C > B ¨ ∀X ∈ M (X > A;X > B) ⇒X > C. �­ «®£¨ç­® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© í«¥¬¥­â D = inf(A;B) â ª®©, çâ®D 6 A, D 6 B, ∀X ∈ M (X 6 A;X 6 B) ⇒ X 6 D. � ª¨¥ ç áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥¬­®¦¥áâ¢  ­ §ë¢ îâáï à¥è¥âª ¬¨. �«¥¬¥­âë sup(A;B) ¨ inf(A;B) á®®â¢¥âáâ¢ãîâ­ ¨¬¥­ìè¥¬ã ®¡é¥¬ã ªà â­®¬ã ¨ ­ ¨¡®«ìè¥¬ã ®¡é¥¬ã ¤¥«¨â¥«î ¢ á«ãç ¥ ç¨á«®¢ëå,¯®«¨­®¬¨ «ì­ëå ª®«¥æ ¨ ����. � ­ è¨å á«ãç ïå à¥è¥âª  ¢á¥£¤  ¨¬¥¥â ­ã«ì, â.¥. í«¥Ä¬¥­â 0 ∈ M â ª®©, çâ® ∀X ∈ M X > 0. �«ï ªà âª®áâ¨ (¨ á«¥¤ãï ãáâ ­®¢¨¢è¥©áï ¢â¥®à¨¨ à¥è¥â®ª âà ¤¨æ¨¨) sup(A;B) ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ª ª A+B,  inf(A;B) { ª ªA · B.



������������ �������� ���������������� �Ǳ�������� : : : 155�. �«ï«î¡ëåâà¥å í«¥¬¥­â®¢A;B;C ∈ M ¢ë¯®«­¥­® á«¥¤ãîé¥¥¬®¤ã«ïà­®¥ â®¦Ä¤¥áâ¢®: (A · C +B) · C = A · C +B · C: (17)�â  á« ¡ ï ä®à¬  ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢­®áâ¨ ¡ë«  ®âªàëâ  �¥¤¥ª¨­¤®¬. �¥®à¨ï ¬®¤ã«ïàÄ­ëå à¥è¥â®ª, â.¥. ç áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¬­®¦¥áâ¢, ¢ ª®â®àëå ¢ë¯®«­¥­ë ®¡  ¢ëÄè¥¯à¨¢¥¤¥­­ëå á¢®©áâ¢  (â ª¨¥ à¥è¥âª¨ ­ §ë¢ «¨áì à ­¥¥ \¤¥¤¥ª¨­¤®¢ë¬¨ áâàãªâãÄà ¬¨"), á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤«ï ­ á à¥§ã«ìâ âë. �¬¥­­® ¤ ­­ëå ¤¢ãå ¯à®áâëåá¢®©áâ¢ ¤®áâ â®ç­® ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥¤ãîé¨å â¥®à¥¬ [15{17]:�¥®à¥¬  5 (â¥®à¥¬  �®à¤ ­ {�¥«ì¤¥à {�¥¤¥ª¨­¤ ). �î¡ë¥ ¤¢¥ ª®­¥ç­ë¥ ¬ ªÄá¨¬ «ì­ë¥ æ¥¯®çª¨ L > L1 > · · · > Lk > 0;L > M1 > · · · > Mr > 0 (18)¤«ï § ¤ ­­®£® í«¥¬¥­â  L ∈ M ¬®¤ã«ïà­®© à¥è¥âª¨ ¨¬¥îâ à ¢­ãî ¤«¨­ã : k = r.�¥®à¥¬  6 (�ãà®è{�à¥). �á«¨ L = L1 + L2 + · · · + Lp =M1 +M2 + · · · +Mr {¤¢  ­¥á®ªà â¨¬ëå sup-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï L ∈ M, â® p = r ¨ ¤«ï «î¡®£® Li ¬®¦­®­ ©â¨ Mj â ª®©, çâ® L = L1 + · · ·+ Li−1 +Mj + Li+1 + · · ·+ Lp.� ¯®¬­¨¬, çâ® sup-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥L = L1 + L2 + · · ·+ Lk (19)­ §ë¢ ¥âáï ­¥á®ªà â¨¬ë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® i ¨¬¥¥¬ (L1+· · ·+Li−1+Li+1+· · ·+Lk) 6=L ¨ ª ¦¤ë© Li ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ­¥âà¨¢¨ «ì­® sup-à §«®¦¥­: Li 6= Ai + Bi á Ai 6= Li,Bi 6= Li. Sup-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ (19) ­ §ë¢ ¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®©, ¥á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­Äâ®¢ {Li} ­¥§ ¢¨á¨¬®, â.¥. ¤«ï «î¡®£® i ¨¬¥¥¬ (L1+ · · ·+Li−1+Li+1+ · · ·+Lk) ·Li = 0¨ ª ¦¤ë© Li ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ª ª áã¬¬  ¤¢ãå ­¥§ ¢¨á¨¬ëå í«¥¬¥­â®¢. ǱàïÄ¬ë¥ áã¬¬ë ®¡®§­ ç îâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: L = L1⊕L2⊕· · ·⊕Lk. �«¥¬¥­âA ∈ M­ §ë¢ ¥âáï ­¥à §«®¦¨¬ë¬, ¥á«¨ A 6= B ⊕ C, B 6= 0, C 6= 0.�¥®à¥¬  7 (�à¥). Ǳãáâì í«¥¬¥­â L ¬®¤ã«ïà­®© à¥è¥âª¨ ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ë¥ ¬ ªÄá¨¬ «ì­ë¥ æ¥¯®çª¨ (18) ¨ L = L1 ⊕ · · · ⊕ Lk = M1 ⊕ · · · ⊕Mr á ­¥à §«®¦¨¬ë¬¨Li, Mj. �®£¤  k = r ¨ ∀Li ­ ©¤¥âáï â ª®© Mj, çâ® L = L1 ⊕ · · · ⊕ Li−1 ⊕Mj ⊕Li+1 ⊕ · · · ⊕ Lp.� §®¢¥¬ ç¨á«® l(L) := k + 1 ¤«¨­®© í«¥¬¥­â  L ∈ M, ¥á«¨ L ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ãî ¬ ªÄá¨¬ «ì­ãî æ¥¯®çªã (18) (¤«¨­ë k + 1). Ǳ®«®¦¨¬ l(0) = 0. �«¨­  ���� à ¢­  ç¨á«ã­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ¬­®¦¨â¥«¥© ¢ à §«®¦¥­¨¨ (7).�¥®à¥¬  8. �á«¨ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¬®¤ã«ïà­®© à¥è¥âª¨ M ¨¬¥îâ ª®­¥ç­ãî ¤«¨Ä­ã, â® l(A+B) + l(A · B) = l(A) + l(B).�¥¬ á ¬ë¬â¥®à¨ï¬®¤ã«ïà­ëå à¥è¥â®ª § ª«îç ¥â ¢ á¥¡¥ ¬­®£¨¥ ä ªâë â¥®à¨¨ £àã¯¯(¨ ¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨©), ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå ¨ ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå ª®«¥æ; ¢ ç áâ­®áâ¨, â¥®à¥Ä¬ë 5{8 ¢ª«îç îâ ª ª ç áâ­ë¥ á«ãç ¨ ¬­®£¨¥ à¥§ã«ìâ âë â¥®à¨¨ �¥¢¨{�à¥ ä ªâ®à¨Ä§ æ¨¨ ����.



156 �.Ǳ. ������®ª ¦¥¬ ¤«ï ¯®«­®âë ¨§«®¦¥­¨ï, çâ® ç áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® («¥¢ëå)¨¤¥ «®¢ «î¡®£® (­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­®£®) ª®«ìæ  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®¤ã«ïà­ãî à¥è¥âÄªã [15, 16]. Ǳà¥¦¤¥ ¢á¥£® § ¬¥â¨¬, çâ® sup(A;B) = A + B á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯¥à¥á¥ç¥Ä­¨î ¨¤¥ «®¢ A, B; inf(A;B) = A · B á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨¤¥ «ã, ¯®à®¦¤¥­­®¬ã áã¬¬ ¬¨a + b, a ∈ A, b ∈ B. �á«¨ x ∈ A · C + B · C (¯à ¢ ï ç áâì (17)), â® x ∈ C, x = a + b,a ∈ A, a ∈ C, b ∈ B, b ∈ C. �ç¥¢¨¤­®, çâ® a + b ∈ C, a + b ∈ A · C + B, ¯®íâ®¬ãA · C +B ·C ⊂ (A ·C +B) ·C. �¡à â­®, ¥á«¨ x ∈ (A ·C +B) · C, â® x ∈ C, x = a+ b,a ∈ A, a ∈ C, b ∈ B ⇒ b = x− a ∈ C, b ∈ B · C ¨ x ∈ A · C + B · C, çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â¢«®¦¥­¨¥ (A · C +B) · C ⊂ A · C +B · C.� à ¬ª å â¥®à¨¨ ¬®¤ã«ïà­ëå à¥è¥â®ª â ª¦¥ ¨¬¥¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®­ïÄâ¨¥ \áå®¤áâ¢ " ¯à®¬¥¦ãâª®¢¬ ªá¨¬ «ì­ëåæ¥¯®ç¥ª¢ â¥®à¥¬¥ 5,çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â áå®¤Äáâ¢ã ®¯¥à â®à®¢ ¢à §«¨ç­ëåä ªâ®à¨§ æ¨ïå����(7)¨«¨¨§®¬®àä¨§¬ãä ªâ®à-£àã¯¯(ä ªâ®à-¬®¤ã«¥©) ¢ æ¥¯®çª å�®à¤ ­ {�¥«ì¤¥à .� á®¦ «¥­¨î, ­¥¢®§¬®¦­®¨á¯®«ì§®¢ âì á¢®©áâ¢® ¬®¤ã«ïà­®áâ¨¬­®¦¥áâ¢  ¢á¥å («¥Ä¢ëå ¨«¨ ¯à ¢ëå) ¨¤¥ «®¢ ¢Q(x; y)[Dx; Dy], ¤®ª § ­­®¥ ¢ëè¥: ª ª ¬ë ¢¨¤¥«¨, æ¥¯®çª¨¨¤¥ «®¢ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ®¡ëç­® ¨¬¥îâ ­¥®£à ­¨ç¥­­ãî ¤«¨­ã, ¯®íâ®¬ã â¥®à¥¬ë 5{8 ­¥Ä¯à¨¬¥­¨¬ë.�¥®à¥¬  9. �¥è¥âª  r.d.i. (l.d.i.) ¬®¤ã«ïà­ .�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳ®áª®«ìªã ¬®¤ã«ïà­®¥ â®¦¤¥áâ¢® (17) ¢ë¯®«­¥­® ¤«ï ¯à®¥ªÄæ¨© Px, Py ¢ á¨«ã ¬®¤ã«ïà­®áâ¨ à¥è¥âª¨ (£« ¢­ëå) «¥¢ëå ¨¤¥ «®¢ ¢ Q(x; y;Dx)[Dy],Q(x; y;Dy)[Dx] ¨ GCD, LCM á®åà ­ïîâáï ¯à¨ ¯à®¥ªæ¨¨, ¬®¦­® § ª«îç¨âì, çâ®
Px((A · C + B) · C) = Px(A · C + B · C), Py((A · C + B) · C) = Py(A · C + B · C),®âªã¤  ¨¬¥¥¬ (A · C +B) · C = A · C +B · C.�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �«ï ¢áïª®£® r.d.i. |R} ¤«¨­  k + 1 æ¥¯®çª¨ r.d.i. |R} >
|R1} > · · · > |Rk} > 0 ®£à ­¨ç¥­ : k + 1 6 ordDx(

|R}x) + ordDy(|R}y).�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳ®áª®«ìªã Px(
|Ri}), Py(|Ri}) ¤ îâ æ¥¯®çª¨ ¤¨¢¨§®à®¢ ¤«ï

Px(
|R}), Py(|R}) ¢Q(x; y;Dy)[Dx] (á®®â¢¥âáâ¢¥­­®Q(x; y;Dx)[Dy]), á®á¥¤­¨¥ í«¥¬¥­Äâë Px-á¯à®¥æ¨à®¢ ­­®© æ¥¯®çª¨ ¬®£ãâ ®â«¨ç âìáï «¨èì ¢ ordDx(

|R}x)-¬¥áâ å (á®®âÄ¢¥âáâ¢¥­­® ¢ ordDy(|R}y)-¬¥áâ å).�­ «®£¨ç­ë© à¥§ã«ìâ â ¢¥à¥­ ¤«ï (¯àï¬ëå) sup-áã¬¬ r.d.i.� ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬ë 5{8 ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­ë ª ¯®áâà®¥­­®© ­ ¬¨ à¥è¥âª¥r.d.i. (l.d.i.) § ¤ ­­®£® ����Ǳ.�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 1. �î¡®© ����Ǳ R ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ­¥¯à¨¢®¤¨¬, â.¥. ­¥ ¨¬¥Ä¥â ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå ¤¨¢¨§®à­ëå ¯ à ¨¤¥ «®¢.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳãáâì R = r1(x; y)Dx + r2(x; y)Dy + r3(x; y), ­® â¥¬ ­¥ ¬¥Ä­¥¥ ¨¬¥îâáï ­¥ª®â®àë¥ r.d.i. |R1}, |R} > |R1} > 0. � ­¥®¡å®¤¨¬®áâìî ¨¬¥¥¬ordDx(|R1}x) = 1, ordDy(|R1}y) = 0 (á â®ç­®áâìî ¤® ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ x ↔ y), ¯®íâ®¬ãáãé¥áâ¢ãîâ R1;1 = C0 ◦Dx + C1 ∈ |R1};R1;2 = K1 ∈ |R1}; Ci ∈ Q(x; y)[Dy ]; K1 ∈ Q(x; y)[Dx]:



������������ �������� ���������������� �Ǳ�������� : : : 157� ª ª ª |R} ⊂ |R1}, ¯®«ãç ¥¬R1;3 = R1;1 − C0r1(x; y)R = K2 ∈ |R1}; K2 ∈ Q(x; y)[Dy]:� á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 1 «¥¬¬ë 4 ¨¬¥¥¬ |R1} = 0 = Q(x; y)[Dx; Dy].�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 2. �î¡®© ���� M ∈ Q(x)[Dx], ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë© ¢ íâ®¬ ª®«ìæ¥,­¥¯à¨¢®¤¨¬ ª ª í«¥¬¥­â Q(x; y)[Dx; Dy].�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬ë ¨¬¥¥¬ ­¥âà¨¢¨ «ì­ãî ¤¨¢¨§®à­ãî ¯ àã¨¤¥ «®¢ {L|M |R}; â®£¤  ¤«ï ­¥ª®â®à®£®L ∈ {L|, R ∈ |R} ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ (10). Ǳ®Äáª®«ìªãM ∈ {L|, M ∈ |R}, ¬®¦­® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì (¢ëç¨â ï ¯®¤å®¤ïé¥¥ ªà â­®¥ ®¯¥à Äâ®à M), çâ® ordDx(L) = ord(Px(L)) < ordDx(M) = m, ordDx(R) < m. �¡à §ãï â¥«®ç áâ­ëåQ(x; y;Dx; Dy), ¬ë ¬®¦¥¬ ¢ íâ®¬ â¥«¥ ­ ¯¨á âìX = Y ◦Q ◦ L−1 ⇒ X ◦M = Y ◦Q ◦ L−1 ◦M = Y ◦R ⇒ Q ◦ L−1 ◦M = R:�á«¨ ¬ë ­ ©¤¥¬lLCM(
Px(Q);Px(L)) = Z = Q ◦ L = �L ◦Qx ∈ Q(x; y;Dy)[Dx];â® ordDx(�L) 6 ordDx(L) < m. �«ï ­¥ª®â®à®£®C ∈ Q(x; y)[Dy] ¡ã¤¥â ¢¥à­®C ◦Q = Q̃ ∈ Q(x; y)[Dx; Dy];C ◦ �L = ~L ∈ Q(x; y)[Dx; Dy]; ordDx(~L) = ordDx(�L) < m:�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ~L ◦Q ◦L−1 ◦M = ~L ◦R ⇔ Q̃ ◦L ◦L−1 ◦M = Q̃ ◦M = ~L ◦R. �®§ì¬¥¬lcofDy (~L ◦R) : = lcof(Py(~L ◦R)) = lcofDy(~L) · lcofDy (R) == C~L ◦ CR ∈ Q(x; y)[Dx]; ord(C~L) < m; ord(CR) < m;lcofDy (Q̃ ◦M) = lcofDy(Q̃) ◦M = C eQ ◦M; ord(M) = m:� «¥¥ ¯®«ãç ¥¬ C~L ◦ CR = C eQ ◦ M ¢ Q(x; y)[Dx], çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ­¥¯à¨¢®¤¨¬®áÄâ¨M ¨ â®¬ã ä ªâã, çâ® ord(M) = m, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¯®àï¤ª¨ ä ªâ®à®¢ ¢ «¥¢®© ç áâ¨¬¥­ìè¥m.�¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ®¡êïá­¨âì ¯®ï¢«¥­¨¥ ¯à¨¬¥à  � ­¤ ã (5): ¢ á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1æ¥¯®çª  |Q ◦ Q ◦ P} > |Q ◦ P} > |P} > 0 ¬ ªá¨¬ «ì­ , ¯®íâ®¬ã ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ¬¥áâ®,£¤¥ ¬®¦¥â ¯®ï¢¨âìáï ®¡®¡é¥­­ë© ¤¨¢¨§®à­ë© ¨¤¥ « { ¨­â¥à¢ « ¬¥¦¤ã |R ◦ Q} ¨ |Q}¢ |R ◦ Q} > |Q} > 0. �¬¥­­® ¬ë ¬®¦¥¬ ¢áâ ¢¨âì §¤¥áì I = lLCM(

|Q}; |P}). Ǳà®¥ªÄæ¨ï Px(I) ¯®à®¦¤¥­  ®¯¥à â®à®¬ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  (®â­®á¨â¥«ì­®Dx) L31 = (x2D2y +xDxDy−(x+1)Dy−Dx)◦Q, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ªPx(R◦Q) { ®¯¥à â®à âà¥âì¥£® ¯®àï¤ª . Ǳ®íÄâ®¬ã ®¯¥à â®àR ¯à¨¢®¤¨¬ ¢ ­ è¥¬ á¬ëá«¥ (¨ ¯à¨¢®¤¨¬ ¢Q(x; y;Dy)[Dx]), ®­ ¨¬¥¥â ­¥Äâà¨¢¨ «ì­ë©\®¡®¡é¥­­ë©®¡é¨© (¯à ¢ë©) ¤¥«¨â¥«ì" á x2D2y+xDxDy−(x+1)Dy−Dx(®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2).



158 �.Ǳ. �����6. ���������� ��������������� �Ǳ�������� ��Ǳ����� íâ®¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¤®ª ¦¥¬ â¥®à¥¬ë 2 ¨ 3 (ã¯®¬ï­ãâë¥ ¢® ¢¢¥¤¥­¨¨). Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬,çâ® ®¯¥à â®à L = Dx ◦Dy − a(x; y)Dx − b(x; y)Dy − c(x; y) (20)¨¬¥¥â ­¥âà¨¢¨ «ì­ë© r.d.i. |R}, â.¥. ¬ë ¨¬¥¥¬ ­¥ª®â®àë© ­¥âà¨¢¨ «ì­ë© ����ǱP ∈ |R}, P =∈ |L〉. �á¥£¤  ¬®¦­® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì (¯® ¬®¤ã«î L), çâ® P ­¥ ¨¬¥¥â á« Ä£ ¥¬ëå á® á¬¥è ­­ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨, â.¥.P = n∑i=1 pi(x; y)Dix + m∑j=1 qj(x; y)Djy + c0(x; y); (21)pn 6= 0, qm 6= 0.�¥¬¬  5. �á«¨ ¢ ä®à¬ã«¥ (21) n > 0, m > 0, â® |R} âà¨¢¨ «¥­.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥«ï DxP ­  L á ®áâ âª®¬, ¯®«ãç ¥¬ ®¯¥à â®à á® áâ àè¨¬¨ç«¥­ ¬¨ pnDn+1x , qmbDmy . �â®à®© ¨§ ­¨å ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¢¥¤¥­ ª ­ã«î ¯® ¬®¤ã«î P .�¥à¥§ ­¥ª®â®à®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® â ª¨å è £®¢ ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª í«¥¬¥­âã ¨¤¥ «  |R}, ¨¬¥îé¥¬ã«¨èì Dx-¯à®¨§¢®¤­ë¥. �­ «®£¨ç­® ¬ë ­ ©¤¥¬ í«¥¬¥­â |R} á ç¨áâë¬¨ Dy-¯à®¨§¢®¤-­ë¬¨. �§ á«¥¤áâ¢¨ï 1 ¯®«ãç ¥¬, çâ® |R} = |1〉.�â ª, ­¥âà¨¢¨ «ì­ë© r.d.i. ¤«ï L á®¤¥à¦¨â ¢ â®ç­®áâ¨ ®¤¨­ ¬¨­¨¬ «ì­ë© í«¥Ä¬¥­â P «¨¡® á ç¨áâë¬¨Dx-, «¨¡® á ç¨áâë¬¨Dy-¯à®¨§¢®¤­ë¬¨, ¨ á¨áâ¥¬  ¨§ ¤¢ãå ãà ¢Ä­¥­¨© L = 0, P = 0 ­ å®¤¨âáï ¢ ¨­¢®«îæ¨¨ (á®¢¬¥áâ­ ): DyP (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® DxP )¯à¨¢®¤¨âáï ª ­ã«î ¯® ¬®¤ã«î L. �«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â ¡ë« ¤®ª § ­ ¢ [18].�¥¬¬  6. �á«¨ ãà ¢­¥­¨¥ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  (20) ­ å®¤¨âáï ¢ ¨­¢®«îæ¨¨ á «¨Ä­¥©­ë¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª  n á ç¨áâë¬¨ Dx- «¨¡® Dy-¯à®¨§¢®¤­ë¬¨, â® æ¥¯®çª ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© � ¯« á  ¤«ï (20) ª®­¥ç­  ¢ ®¤­ã ¨§ áâ®à®­.�¥®à¥¬  2 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ íâ¨å ¤¢ãå «¥¬¬. �¥®à¥¬  3 ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â®£®ä ªâ , çâ® ¤«ï ¤¢ãå r.d.i. |R1} = ∣∣L; P1(x; y;Dx)〉 ¨ |R2} = ∣∣L; P2(x; y;Dy)〉 ®¯¥à â®àëDyP1 ¨ DxP2 ¯à¨¢®¤ïâáï ª ­ã«î ¯® ¬®¤ã«î L, ¯®íâ®¬ã |R1} ∩ |R2} = |L〉. �â® â ª¦¥®âà ¦ ¥â â®â ä ªâ (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [5]), çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® à¥è¥­¨© ãà ¢­¥­¨ï Lu = 0¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¥áâì (­¥ ¯àï¬ ï) áã¬¬  ¤¢ãå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ (¯à®áâà ­áâ¢ à¥è¥­¨© ¤«ï¨¤¥ «®¢ |R1} ¨ |R2}, ®¡  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ¯ à ¬¥âà¨§ãîâáï äã­ªæ¨ï¬¨ ®¤­®£® á®®âÄ¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯¥à¥¬¥­­®£®):u = u1 + u2; u1 = n−1∑i=0 �i (x; y)Diy(Y (y)); u2 = m−1∑j=0  j (x; y)Dix(X(x))á ¯à®¨§¢®«ì­ë¬¨X(x), Y (y). �¥¬ á ¬ë¬ ¯®¤®¡­ë¥ r.d.i. ¨¬¥îâ áå®¤áâ¢® á ®¯¥à â®à ¬¨¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª .



������������ �������� ���������������� �Ǳ�������� : : : 1597. ����������Ǳ®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¯®§¢®«ïîâ ¢ë¤¢¨­ãâì á«¥¤ãîéãî £¨¯®â¥§ã.�¨¯®â¥§ . �ª «ïà­®¥ ­¥«¨­¥©­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ á ç áâ­ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ á ­¥Äáª®«ìª¨¬¨ ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ¨ ®¤­®© § ¢¨á¨¬®© ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ ï¢«ï¥âáï \¨­â¥£à¨àãÄ¥¬ë¬ ¯® � à¡ã" â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© «¨­¥ à¨§®¢ ­Ä­ë© ®¯¥à â®à ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ª ª «¥¢®¥ ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ®¡é¥¥ ªà â­®¥­¥áª®«ìª¨å r.d.i., ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥¥â \¯®àï¤®ª 1", â.¥. ¨¬¥¥â ¯à®áâà ­Äáâ¢® à¥è¥­¨©, ¯ à ¬¥âà¨§ã¥¬®¥ ®¤­®© äã­ªæ¨¥© n− 1 ¯¥à¥¬¥­­®£®.Ǳà¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥à¥á ¯®áâà®¨âì  «£®à¨â¬ à §«®¦¥­¨ï § ¤ ­­®£® ����Ǳ ¢ lLCM­¥ª®â®à®£® ª®«¨ç¥áâ¢  r.d.i. �«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¯à®æ¥¤ãà , á¢ï§ ­­ ï á ¯à¥®¡à §®Ä¢ ­¨¥¬� ¯« á ,­¥  «£®à¨â¬¨ç­ : ­¥â ¢®§¬®¦­®áâ¨ ®æ¥­¨âì ª®«¨ç¥áâ¢® ­¥®¡å®¤¨¬ëå¤«ï íâ®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©� ¯« á . � ¤àã£®© áâ®à®­ë, à¥§ã«ìâ âë� à¡ã [5, £«.2] ¯à¥Ä¤®áâ ¢«ïîâ ¢ ï¢­®© ä®à¬¥ ®¯¥à â®àë � ¯« á  á æ¥¯®çª®© ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© � ¯« á ,ª®­¥ç­®© ¢ ®¡®¨å ­ ¯à ¢«¥­¨ïå, çâ® ¬®¦¥â ®¡¥á¯¥ç¨âì ­¥®¡å®¤¨¬ãî ®æ¥­ªã.�à®¬¥ á¢ï§¨ á ¨­â¥£à¨àã¥¬®áâìî ¯® � à¡ã, ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ����Ǳ ¢ ¢¨¤¥ lLCM¯à ¢ëå ¤¨¢¨§®à­ëå ¨¤¥ «®¢ ¨¬¥¥â ®ç¥¢¨¤­®¥ ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ª ã¯à®é¥­¨î à¥è¥­¨ï ¯¥à¥®Ä¯à¥¤¥«¥­­ëå á¨áâ¥¬ ����Ǳ: 



L1f = 0;L2f = 0;
· · ·Lkf = 0: (22)Ǳà¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® |L1〉 = R1+ · · ·+Rp ¤«ï ­¥ª®â®àëå r.d.i.Ri. �®£¤ , ¯®áª®«ìªã ª ¦Ä¤ë© Ri ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­: Ri = |Li1; : : : ; Lisi〉, ¬ë ¬®¦¥¬ à §«®¦¨âì (22) ¢ ®¡ê¥¤¨­¥Ä­¨¥ \¡®«¥¥ ¯à®áâëå" á¨áâ¥¬:





L11f = 0;
· · ·L1s1f = 0;L2f = 0;
· · ·Lkf = 0; · · ·





Lp1f = 0;
· · ·Lpspf = 0;L2f = 0;
· · ·Lkf = 0:�¡®¡é¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¤¨¢¨§®à­®£® ¨¤¥ «  ¤«ï á¨áâ¥¬ ���Ǳ ¨«¨ ®¤­®£® ���Ǳ á ­¥Äáª®«ìª¨¬¨ § ¢¨á¨¬ë¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ (­¥¨§¢¥áâ­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨) ¯®ª  ­¥¨§¢¥áâ­ë.�®§¬®¦­ë¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï ¯à¥¤« £ ¥¬®© â¥å­¨ª¨ ¤¨¢¨§®à­ëå ¨¤¥ «®¢ ¢ â¥®à¨¨ á®«¨Äâ®­®¢ (­ ¯à¨¬¥à, ª ¡¨á¯¥ªâà «ì­ë¬ ®¯¥à â®à ¬) ¡ã¤ãâ à áá¬®âà¥­ë ¢ ¤àã£¨å ¯ã¡«¨Äª æ¨ïå.�« £®¤ à­®áâ¨. � ­­ ï à ¡®â  ¯®«ãç¨«  ä¨­ ­á®¢ãî ¯®¤¤¥à¦ªã ����, £à ­âò 98-01-00426, ¨ Ǳà¥§¨¤¥­âáª®£® £à ­â  ¯®¤¤¥à¦ª¨ ¬®«®¤ëå ¤®ªâ®à®¢ ­ ãªò 96-15-96834.
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