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Введение 

В (16) (см. также предшествующую работу (15)) автор показал, что 
множество решеток Галуа дискретных арифметических групп, порож­
денных отражениями (эквивалентно, арифметических фундаментальных 
многогранников), в пространствах Лобачевского и, как следствие, мно­
жество максимальных таких групп с точностью до конечного числа за­
висит от двух естественных натуральных параметров — размерности п 
пространства Лобачевского и степени N основного поля (канонически 
строящегося по матрице Грама арифметического фундаментального мно­
гогранника) над Q. Кроме того, независимо от п конечно множество 
основных полей фиксированной степени N. 

В результате в (16) было показано, что дальнейшие успехи в направ­
лении классификации арифметических групп, порожденных отражения­
ми, в пространствах Лобачевского должны быть связаны с ограничени­
ем области значений, принимаемых этими параметрами п, N. В настоя­
щей работе мы показываем и это является основным результатом ра­
боты: 

При я 5? 16 и N^ZNQ, где N0—некоторая константа, не существует 
дискретных арифметических групп, порожденных отражениями. В част­
ности, возможна классификация таких групп при фиксированной раз-1 
мерности п ^ 1 6 и возможна их классификация при фиксированной сте­
пени N^NQ (см. § 4). 

Таким образом, настоящая работа продолжает исследования работ 
(15), (16). Как и в работе (16), успех в доказательстве связан с нахожде­
нием нужных геометрических свойств выпуклых замкнутых многогран­
ников в пространствах Лобачевского. В данном случае ими являются 
найденные в (16) плюс нужные нам топологические свойства многогран­
ников с симплициальными углами (см. § 3), которые мы вывели из 
свойств их комбинаторного многочлена, указанных В. И. Арнольдом в 
[(4), 7.1], Кроме того, как и в (16), эти геометрические свойства должны 
быть подкреплены арифметикой. Здесь главную роль сыграло исполь­
зование найденных в 1923 г. М. Фекете (17) (см. также обзор в (i0)) 
многочленов с целыми коэффициентами, мало уклоняющихся от нуля 
(см. § § 1 , 2 ) . 

8 Серия математическая, Jft 1 
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Перспективы дальнейших исследований, связанные с открытыми как 
геометрическими, так и арифметическими вопросами, обсуждаются в 
§ 4, 8°. В § 5 рассматривается одно важное приложение работ (16) и на­
стоящей работы, посвященное описанию гиперболических решеток, груп­
пы автоморфизмов которых порождены отражениями с точностью до 
конечного индекса. 

В заключение автор благодарит И. Р. Шафаревича за полезные об­
суждения. 

§ 1. Гиперболические числа 

1°. Т е о р е м а Ф е к е т е . Следующая важная теорема, составляю­
щая основу настоящего параграфа, получена Фекете (17) (см. также 
(!0)). Хотя Фекете рассматривает случай Q, его метод доказательства 
непосредственно переносится на чисто вещественные поля алгебраиче­
ских чисел. 

ТЕОРЕМА 1.1.1 (М. Фекете). Пусть F—чисто вещественное поле ал­
гебраических чисел и каждому вложению о: F->R поставлен в соответ­
ствие отрезок [аа, Ь0] в R. Тогда для каждого неотрицательного целого 
числа п найдется такой ненулевой многочлен Рп(Т)^0[Т] степени не 
выше п над кольцом О целых поля К, что для каждого о имеет место 
неравенство 

max | Ра
п (х) | ̂  | discr F |2[F:Q] . 2n+1 (п + 1) f Ц Л 

*£[аа ,6а] ^ 0 4 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ar=[F : Q] и у ь . . . , yN— базис О над Z. 
Пусть задан ненулевой многочлен 

Я» (Л = 5] S «vY/r 'e=Om 
1 = 0 / = 1 

степени не выше я, где a f jeZ не все равны нулю. Для каждого о: F-^R 
рассмотрим вещественные функции Рп°(х) на отрезке [а0, Ь0]. 

Сделаем замену 

, ч
 Ьа+ аа , К— аа х = х (г) = — h — cosz. W 2 2 

Если г пробегает [0, я], то х пробегает [аа, Ьа]. И положим Qn°(z) = 
= Рп°(х(г)). 

Так как Q„CT(z) —четный тригонометрический многочлен, то 

Qa
n{z) =У} Ako-coskz, (1.1) 
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где 
я /Ь~+ а« bn — a 

Aka = ± $P°n(^ + ^coszyoskzdz = 

п N 

-2 2(-Н*(ьР+!т5!Н«**Ь и 

если & ^ 1 , и 

=0 / = 1 

Аоо = = 

п N 

1=0 / = : 

Таким образом, 

-я 

-я 

L -я 

Л*а = 

+ д
( 

2 

<1± 
2 

я 

1 = 0 

у . bG-aG 

2 

' ) 
cos zldz = 

— линейные функции от aih где 

а 1 Г/^+а<> , К ~ ' 
C w / = tf . J - j р ± ^ 2 + ^ - р cosz) cos кг dz, 

-я 

если & ^ 1 , и 

о 1 Г / А У + а а , Ьа~аа 
У1 2л J \ 2 ^ 2 У 

Заметим, что в силу этих формул с № = 0, если i<k\ 

Ckckj = V/ • 2 ( ^ 7 ^ ) * • е с л и * > * ; 

(1.2) 

соа0з-=«уД Отсюда, лексикографически упорядочивая индексы ко и £/, по­
лучаем, что абсолютная величина определителя системы линейных форм 
(1.2) равна 

n(n+i)N 

a/4 lMJ.i ~Nn / „ brt — ап^ 
А = |с1е1(ТГ /)Г 1-2 Т| va ""a 

4 a 

По теореме Минковского о линейных формах (см., например, (5), (13))> 
найдутся не все равные нулю a ^ Z , для которых 

1 

1Л,к^' 
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откуда, в силу (1.1), 

г 

Учитывая, что det (л7^)2 = discr F, мы получаем доказательство теоремы. 
2°. Г и п е р б о л и ч е с к и е ч и с л а . Чисто вещественные целые алгеб­

раические числа {а}, которые мы здесь рассматриваем, очень похожи 
на числа Пизо — Виджиягхавана (13), хотя последние и не чисто веще-
ствены. 

ТЕОРЕМА 1.2.1. Пусть F—чисто вещественное поле алгебраиче­
ских чисел и каждому вложению о: F-^R поставлен в соответствие от­
резок [a0i ba] в R, причем 

TT*LZ^<1. 
у 4 сг 

Пусть, кроме того, фиксированы натуральное число m и отрезки 
[sti tt], . . . , [sm, tm] в R. Тогда существует константа N(s,u U) такая, что 
если а — чисто вещественное целое алгебраическое число и для вложе­
ний х : F(a)-^R выполнены неравенства 

5 г ^ т ( а ) ^ ^ для T=TI , . . . , тт, 

aT[F ^ т (a) ^ bx\r для т Ф тх, . . . , т т , 

то 
[F(a) :F\^N(suU). 

ТЕОРЕМА 1.2.2. При условиях теоремы 1.2.1 в качестве N(sh tt) 
можно взять N(su ti)=N(S), где N(S)—наименьшее натуральное ре­
шение неравенства 

nMln(l/R)— Mln(n+l)— InB^lnS. 
Здесь 

а 
m 

В = 2 / | discr F|, 5 = Ц (2ert фч — аГ() 1), 

где (Xf = Tf|F, r* = maxflfy — aa.\, \Ь^ — а(\}. 

Асимптотически 
Nfatt)- lnS . w " Mln(\/R) 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 1.2.1, 1.2.2. 
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ЛЕММА 1.2.3. Пусть Q„(T)^.R[T]— многочлен над R степени не 
выше п, а<.Ь и M0=max\Qn(x) \. Тогда для х^Ь имеем: 

[а.Ь] 

\Qn(x)\: 
МЛх_[а1±1+Ь1^1\1о\\п т№ 

Ь—а\п 

п\ 

М.|,_,.!±1+»!±1)/,Г^ 
» - < i V . „ _ if vs 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое неравенство вытекает из тривиальных 
оценок интерполяционной формулы Лагранжа с равномерными узлами 
на [а, Ь] для многочлена Qn{x). Второе — следствие первого и формулы 
Стирлинга. 

Продолжим доказательство теорем. 
Рассмотрим для данного п многочлен Рп(Т)^(У[Т], существование 

которого дает теорема Фекете. Полагая N=[F(a) : F], M=[F:Q], полу­
чаем по теореме Фекете и лемме, что 

пм«)'|=т11р»(т(а))|= п [рп(г(о-))\ а мы*»] 
m 

< П max 1P5(х)|П max|P ' ( * ) | < 

( ( d i s c r F r - 2 . ( n + l ) ^ r M r [ 
r?en 

^г/4-ЧГ 
^MNBN . 5» . ( n + iy»«^ 

Так как R<\, то найдется достаточно большое п0 такое, что 

Я м ' . . В - ( / 1 0 + 1 ) м < — . 

Тогда если Ат>п0, то мы получаем, что 
^MN ^ BN snu ( П о + l)MN ^ Sn0-N < j ? 

так как S > 1. Отсюда и из цепочки неравенств выше имеем: 

(2.1) 

П^.(«)Т < 1 . 

Но 

l}Pno(a)X = VFiaUQ{Pn,(a))^Z, 
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откуда РПо(а)=0. Следовательно, N^nQ—получаем противоречие. Итак, 
мы доказали, что N^.n0, где п0—натуральное решение неравенства (2.1). 
Неравенство (2.1), очевидно, эквивалентно неравенству 

п0М In (l/R) — Mln(n0+l)— InB^lnS, 

что завершает доказательство теорем. 

§ 2. К -арифметические реберные многогранники 
данной минимальности 

1°. М и н и м а л ь н о с т ь , V - а р и ф м е т и ч е с к и е м н о г о г р а н ­
н и к и . Рассмотрим в пространстве Лобачевского 9? выпуклый много­
гранник §"и обозначим, как в (16), через Р(8) множество элементов с 
квадратом (—2), ортогональных граням 8 и направленных наружу (под 
гранью, если не оговорено противное, всегда понимается грань старшей 
размерности). Через Т(Р(*&)) мы обозначаем матрицу, эквивалентно 
диаграмму Грама, элементов Р(&). Если бг, 6^Г (Р(3?)) и аг; = б , гб^0 , 
то элементы 6t, б,- соединяются ребром веса a{j. 

О п р е д е л е н и е 2.1.1. Многогранник ^ , эквивалентно Y(P(&)), на­
зывается /-минимальным, где teR, если a{j<Ct для всякого элемента ati 
матрицы Грама Г(Р(&)). 

Если многогранник 8 фундаментальный (для дискретной группы, по­
рожденной отражениями), то, как обычно, мы будем взвешивать ребра 
Г(Р(&)) по следующему правилу: если б,-, 8^Р(&) и 8Аф-8}, аг7=бг-б;, 
то вершины Г(Р(&)), соответствующие б,-, б,-, соединяются пунктирным 
ребром веса aih если а,-,->2; толстым ребром, если а«=2; тонким ребром 
веса k, если ay=2cos—, или в этом случае для небольших k вершины 

k 
соединяются k—2-кратным ребром. 

О п р е д е л е н и е 2.1.2. Фундаментальный многогранник 2?, эквива­
лентно Г(Р(&)), называется V'-арифметическим, если выполнены следу­
ющие условия ((ау) —матрица Грама Y(P(S?))): 

а) 8 имеет конечное число граней, эквивалентно Y(P(&)) имеет ко­
нечное число вершин. 

б) Матрица Грама Y(P(S)) гиперболична, т. е. форма 
Т = 2 atfXtYj/Ker • 

гиперболична (имеет сигнатуру (1, / (- })) . 
в) Все элементы (а#) матрицы Грама Y(P($?)) —целые аглебраиче-

ские числа. 
г) Подполе L=Q({at-j})c:R — чисто вещественное поле алгебраиче­

ских чисел. 
д) Основным полем К называется подполе поля L, порожденное все­

ми циклическими произведениями 

а KczL называется расширением 8 (или Y(P(&))). 
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Для всякого вложения о : L->~R, отличного на подполе К от геомет­
рического вложения а(+) : K->R, определяемого в г), форма о(Т) отри­
цательно определена. Как легко видеть, поле К порождено над Q дис­
криминантом формы Т над полем L и условия на о(Т) эквивалентны 
тому, что 

( _ l ) r ^ - 1
a W ( d i s c r f ) > 0 , 

( _ \yzT~1
 G (discr 7 ) < 0, о =f= a<+>, 

где a пробегает все вложения K->R, отличные от a(+). 
Определение 2.1.2 оправдано тем, что, как сразу вытекает из крите­

рия арифметичности Э. Б. Винберга (7), имеет место 
ТЕОРЕМА 2.1.3 (Винберг). 1) Многогранник Л в пространстве Ло­

бачевского арифметичен, т. е. является фундаментальным многогран­
ником для дискретной арифметической группы, порожденной отраже­
ниями, в пространстве Лобачевского, если и только если он имеет конеч­
ный объем и V-арифметичен. 

2) Если многогранник *§ V-арифметичен, то для заданного подмно­
жества Р'аР(&) (эквивалентно многогранника <S>\ для которого Р ' = 
= Р($')) диаграмма Г рама Т(Р') {эквивалентно $') V-арифметична, 
если и только если Т(Р') гиперболична. Причем в случае гиперболич­
ности Y(Pf) основное поле Г(Р') (эквивалентно &') совпадает с основ­
ным полем Р($) (эквивалентное). 

2°. Р е б е р н ы е м н о г о г р а н н и к и . 
О п р е д е л е н и е 2.2.1. Пара ({Ль Л2}, ,92), где Л ь Л2—две различ­

ные, соединяющиеся ребром, вершины выпуклого многогранника 52 в 
пространстве Лобачевского, называется реберным многогранником, если 
всякая грань 52 проходит через одну из вершин Аи Л2. 

Обозначим через г={Аи Л2} ребро 52, соединяющее Л ь Л2, и через 
Г (ДО, Г(Л2), Г (г) —диаграммы Грама элементов Р(52), гиперплоско­
сти которых проходят через Аи Л2, г соответственно. Легко видеть, что 
реберный многогранник определяется диаграммами Грама Г(Л0> Г(Л2), 
общей поддиаграммой T(r) =T(Ai)f]T(A2) в Г(Л0 и Г(Л2), а также 
одним действительным параметром, определяющим элементы матрицы 
Грама T(R), не входящие в Г(Л1)ПГ(Л2). Мы называем Г (ДО, Г(Л2), 
Г(г)с!Г(Л1), Г(/)с1Г(Л2) соответственно диаграммами Грама вершин и 
поддиаграммами Грама ребра. 

Для реберного многогранника ({Ль Л2}, 52) рассмотрим разложение 
Г (52) = Г0(i?) UTi (i?) на две несвязные поддиаграммы Грама, где Г0(52)— 
объединение компонент связности вершин Г (52), не входящих в Г (г), а 
Fi (5?)—дополнительная к Г0(52) диаграмма. Тогда Г0(52) гиперболич­
на, так как Г4(52)с:Г(г), и, следовательно, отрицательно определена, а 
Г (52), очевидно, гиперболична. Мы называем Г0(52) гиперболической 
связной компонентой Г (52). Очевидно, диаграмма Грама Г0(52) =Г(520) 
с диаграммами вершин Г (Л/) = Г (А,) ПГ0 (52) с=Г0 (52), Г(Д/) =Г(Д2)Г) 

file:///yzT~1
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ПГ0(5?)с:Го(/?) также определяют реберный многогранник 
({Л/, Л / } , 5?0) в пространстве Лобачевского коразмерности r g ^ ^ ) . 
Таким образом, с точностью до несущественной отрицательной части 
Тх(91) описание реберных многогранников сводится к описанию таких 
многогранников с гиперболически связной диаграммой Грама. 

Для дальнейшего нам будет важен следующий частный случай. 
П р и м е р 2.2.2. Пусть ({Ль Л2}, Щ —реберный многогранник, при­

чем 5? фундаментальный и обе его вершины Л ь Л2 конечны, т. е. не 
лежат на оо-сфере. Тогда такой реберный многогранник определяется 
диаграммами Кокстера Г(Л4), Г(Л2), общей их поддиаграммой Кокете-
ра Г(Л1)ПГ(Л2) и действительным числом u = ei-e2, где еи е2—единст­
венные вершины T(Ai)y Г (Л о) соответственно, не принадлежащие 
Т(А1)ПТ(Аг). 

3°. У - а р и ф м е т и ч е с к и е р е б е р н ы е м н о г о г р а н н и к и . 
Целью настоящего параграфа является доказательство следующей тео­
ремы. 

ТЕОРЕМА 2.3.1. Для заданного t>0 существует константа N(t) та­
кая, что всякий V-арифметический реберный многогранник минималь­
ности t со степенью основного поля К над Q, большей N(t), имеет одну 
из следующих диаграмм Грама гиперболической связной компонентой: 

где волнистое ребро означает, что допускается и^О. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ({Ль Л2}, Ж) — F-арифметический ре­

берный многогранник. В силу теоремы 2.1.3, 2), мы можем считать, что 
Y(fft) гиперболически связна. Обозначим, как в определении 2.1.2, через 
К с С расширение 91 и через Т= 2^Д<1УКег— решетку над кольцом О^ 

целых поля L, где (ai5) —матрица Грама Г (Ж). 
Если хотя бы одна из вершин Аи Л2 бесконечна, то, как легко видеть, 

Г (52) связна. И, как в [(16), § 1], мы можем определить действие группы 
Галуа G = Gal(L/K) на Т, удовлетворяющее условию 

6*= ±6 Vge=G, V6e=/>(<#). (3.1) 

Свойство д) определения У-арифметичности эквивалентно тому, что 
Gi+)(TG) гиперболична, a a ( f G ) < 0 , афо(+). Но если одна из вершин Aiy 
Л2 бесконечна, то, в силу (3.1) TG представляет ноль над К, откуда 
K=Q. 

Поэтому, так как в теореме 2.3.1 нас интересуют поля К большой 
степени над Q, мы можем считать, что обе вершины Аи Л2 конечны. 
И воспользоваться обозначениями примера 2.2.2. 
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Так как Г {Ж) гиперболически связна, то Г {Ж) является объединени­
ем связных диаграмм Кокстера Г<?1, Гв2—компонент связности в диаграм­
ме Грама Т(Ж) вершин еи ег, и ребра, соединяющего еи е2, веса и. Таким 
образом, основное поле для Т{Ж) содержится в поле, порожденном ко­
эффициентами матриц Грама Ге„ Гб2 и элементом и. Отсюда следует, что 
степень основного поля Г {Ж) может стать большой только по следую­
щим причинам: либо степень и над Q велика, либо одна из диаграмм Tei 
или Ге2 имеет тип Gky где k велико (последнее вытекает из классифика­
ции диаграмм Кокстера). Таким образом, нам достаточно доказать (при­
нимая во внимание утверждение теоремы), что: 

а) степень и ограничена, если обе диаграммы Ге„ Ге2 отличны от Gkr 
где &^6, и хотя бы одна из них нетривиальна; 

б) степень и и натуральное k ограничены, если одна из диаграмм, 
скажем Ге„ имеет тип Ghj где k^6, а вторая диаграмма Гв2 отлична от 
Gh где / ^ 6 , и нетривиальна; 

в) степень и и натуральные k, l ограничены, если Гб1 есть Gfe, Гб2 есть 
Gh причем k, / ^ 6 , а вся диаграмма Г/{Ж) имеет вид диаграммы Г/таб­
лицы 1. 

В силу классификации диаграмм Кокстера (6) диаграмма Г (Ж) со­
держит в случае а) одну из диаграмм Г/, Г2

/, Г3
/, в случае б) —одну из 

диаграмм Г3', Г/ ; в случае в), как мы уже отмечали,— диаграмму Г / 
(см. таблицу 1). 

Таким образом, нам достаточно для каждой из диаграмм таблицы 1 
ограничить степень и и натуральные &, / при условии, что эти диаграммы 
содержатся в гиперболической диаграмме Т(Ж). 

Таблица 1 

о 

Г2 ;r,s = 3,%5 

Тц;,к,Ь>3 
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Разберем каждый из этих случаев; мы обозначаем через К основное 
поле Г (5?) и через d(u) —дискриминант диаграммы Гг. 

С л у ч а й Г/. В этом случае 

d(u) = 2u2 — 8 sin2— . 
г 

Положим F--=Q(sin2 —], очевидно, F(u2)czK. Поэтому из условий ги­

перболичности получаем: 

О < о {и2) < 4а (sin2 — ) , а Ф а<+>, 

где сг пробегает все вложения F(u2)-+R. Здесь, очевидно, применимы 
теоремы 1.2.1, 1.2.2, дающие ограничение на степень [F(u) : Q] в зависи­
мости от г. В обозначениях этих теорем 

#=/?( / • ) = j / | N F/Q (Sin* — 

M = M(r)= |Q ( s in 2 - ^ ) :Q | , 

В = В (г) = 2 У\ discr Q (sin2 - | - ) I , 

S = 5 (г) = е • 2~1 • /sin -у)2*2. 

Для /"=3, 4, 5 получаем, соответственно: 

R (3) = / 3 / 2 , 7? (4) = 1/2/2, # (5) = / 5 / 4 , 
М ( 3 ) = 1 , М ( 4 ) = 1 , Л* (5) = 2, 

5(3) = 2, Б (4) = 2, Л(5) = 2У"5. 
С л у ч а й Г/ . В этом случае 

d (и) = 2 Пи + 2 cos — cos — J — 4 sin2 — sin2 — j . 

Положим F = Q(cos— , cos — ] . Степень [F (u): F (u) f| K] < 4 , так как К 

содержит и2, cos2 — , cos 2—, и cos — cos — . Поэтому условия гипербо-
r s г s 

личности дают: 
— t < %i (и) < t, 1 < i < т < 4; 

для хфх{ 

\ — 2т (cos — cos — ] — 2 j / т (sin2 — sin2 — \ < т (и) 

< _ 2т (cos -5 . cos -=-) + 2 j A ( s i n 2 - ^ s i n 2 ^ - ) 

< 
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где х пробегает все вложения F(^)-^R, а т*—вложения F(i/)->R, инду­
цирующие геометрическое вложение на F(^)HK. 

Опять, очевидно, применимы теоремы 1.2.1, 1.2.2, дающие ограниче­
ние на степень [F(u) : Q] в зависимости от (г, s). В обозначениях этих 
теорем 

R = R (г, s) = ] / | iVF/Q (sin2 -£- . sin2 i j I 

M = M(r, S) = [Q(COS — , cos— ̂ :QJ , 

я 
COS 

s 

В = Б (r, s) = 2 j / 1 discr Q (cos — 

5 - 5 (rf s) <g e4 • 2~* (sin-y sin — Г (* + 2)4. 

Для 3 ^ r ^ s ^ 5 мы получаем: 

M(3,3);=l, Л1(3,4)'=2, М(3,5).=2, М(4,4)=2, М(4,5).=4, 
М(5,5):=2; 

Я(3,3) = ^ 1 , Я(3,4) = ^ 1 , / ? ( 3 f 5 ) = ^ 5 . f 

/?(4f4) = ^ f /?(4.6) = J ^ f * (5 ,б ) = ^ ; 

В (3, 3) = 2, В(3, 4) - 4 / 2 , В (3, 5) = 2]/Ъ, В (4, 4) = 41/2, 

В (4, 5) = 90, В (5, 5) = 2 ]/*5. 
С л у ч а й Г3'. Диаграмма Г3' содержит диаграмму Г/. Поэтому из 

разбора случая Г / вытекает, что степень z/ ограничена. 
Предположим, что а ( + )(и2)>4, где а(+)—геометрическое вложение. 

Тогда основное поле К порождено и2, так как при вложениях а: K-̂ -R, 
отличных от а(+), выполнено неравенство G ( U 2 ) < 4 . Поэтому достаточно 
рассмотреть случай а(+) (г/2) < 4 . Тогда u — 2cos(nlq), где натуральное # 
ограничено, так как степень ^ ограничена. Так как q и s ограничены, то 
аналогично разбору случая IY получаем, что степень cos(^/&) ограни­
чена над Q, откуда получаем нужную нам ограниченность k. 

С л у ч а й Г/. В этом случае 

d (и) == 4 и2 — 4 sin2 — sin2 —) . V ; I k I ) 

Пусть F=Q(a2 , cos2—, cos2—) — подполе К. Тогда условия гипербо­

личности дают, что 
ГО <sg aW (и2) < /2, 

0 < а (а2) < 4а (sin2 — sin2 — \ , а # а<+>, 
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где а пробегает все вложения F в R. Мы получаем отсюда, что 

IfeMK 
/2 ( Я Jt 

4 sin2 — sin2 — 
Л • 2 Я - 2 Я 

4 sin2 —- • sin2 — 
я / 

,a6 
%/о(281п2т)| | V Q ( 2 sin2ir) 

а£ 

4 sin2-—sin2 — 

(3.2) 

weF»=Q(cos»-5-),a*=(F:FJ. 

Легко проверяется, что при k^3 

[F„:Q]=<p(k)/2, 

М'-'тЖГ если k = pa, где /? простое, а > 1 ; 
в противном случае. 

Будем считать, й ^ / ^ 3 . Из приведенного значения нормы 

|JVF//Q(2sin2-^) 

откуда по неравенству (3.2) 

^ NVF,/Q f 2 sin5 

|%МК t* 

iJL) 
з/ 

| ^ / a ( 4 s i n 2 f ) | 

_3_ 
2 

<*£ 

4 sin2—- Ш Ф(*)/2 
< 

так как ф (ft) > ]/"& — 2 , sin — > — cos — при k > 3. Отсюда при доста-
& & з 

точно больших £=тах{£ , /} получаем |#F /Q (м2) | < 1 , т. е. и = 0. Но 
если &^6, то при ^ = 0 из классификации диаграмм Кокстера вытекает, 
что диаграмма Г (5?), содержащая Г/, не является гиперболической, так 
как она состоит из двух отрицательных компонент: компоненты связ­
ности et типа Gh и компоненты связности в2, являющейся диаграммой 
Кокстера. Получаем противоречие. 

Таким образом, тах{&, /} ограничен константой, зависящей от t. При 
фиксированных же k, l теоремы 1.2.1, 1.2.2 дают ограничение на степень 
и2. В обозначениях этих теорем 
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Я = #(£, / ) = |7V Я (4sin2 — sin2— ) \ , 

B = B(k, I) = 2 ] / " |d i scrQ(cos 2 ^ , cos2 — \ I , 

M = M(fe, 0 - [Q(COS 2 — , cos2—V. QJ f 

S = S(kJ) = ТЧР (sin2 — • sin2 — V 1 . 

Теорема 2.3.1 доказана. 

§ 3. Топология выпуклых многогранников с симплициальными 
углами 

1°. К о м б и н а т о р н ы й м н о г о ч л е н . Пусть Ж—выпуклый замк­
нутый многогранник (в пространстве Евклида или Лобачевского) с сим­
плициальными углами. Если обозначить через Ж* комбинаторный тип 
двойственного к Ж многогранника, то симплициальность углов Ж экви­
валентна тому, что Ж*—симплициальный многогранник, т. е. все грани 
Ж* являются симплексами. Пусть п — размерность пространства и 
а0, о&1, . . . , ап_!—числа граней ^размерности 0, 1, . . . , п—1 или числа 
граней «#* размерности я—1, п—2, . . . , О соответственно. Составим ком­
бинаторный многочлен 

R(s) = а 0 + (5— l )a t + . . . + (s—l)n-lan~i+ {s— l )n . (1.1) 

Как предположил, основываясь на анализе гипотез Стинбринка (по­
священных особенностям функций), В. И. Арнольд (4), что и было дока­
зано В. И. Даниловым, А. Г. Кушниренко и Д. Б. Фуксом, этот много­
член имеет положительные коэффициенты. Кроме того, как давно дока­
зано Дэном и Соммервилем, этот многочлен возвратен (( i8), (19), ( u ) , 

Эти свойства — положительность и возвратность коэффициентов мно­
гочленов (1.1) мы и будем использовать в получении необходимых нам 
топологических фактов об Ж. Отметим, что все грани Ж также являют­
ся многогранниками с симплициальными углами и к ним также приме­
нимы свойства многочлена (1.1). 

Для удобства читателя приведем основные моменты доказательства, 
содержащегося в оригинальной работе (и одновременно обзоре) В.И.Да­
нилова ( и ) ; при этом скобки [ ] отсылают к соответствующей части ( и ) . 

Пусть М — решетка (т. е. свободный Z-модуль) ранга п. И пусть Жа 
c:Al®R —выпуклый многогранник с симплициальными углами. Шевеля 
грани Ж и пользуясь симплициальностью углов Ж, мы можем считать, 
что ЖаМй =M®Q, т. е. грани Ж образованы гиперплоскостями в MQ 

* См. также дополнение. 
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По конструкции [5.8] с М и Jfd MQ канонически связан полный веер 
Ям и полное алгебраическое торическое многообразие р<м = р11/П размер­
ности п над С. 

Симплициальность углов Ji эквивалентна симплициальности [5.1] веера 
Им- А из симплициальности веера 2 ^ вытекает [12.11], что 

dim#2*(P JbC) = p b (1.2)i 

где pfe—коэффициент при sh многочлена (1.1). Кроме того, из симплици­
альности ^л вытекает квазигладкость Р м (см. [14.1], [13.2]), а для ква­
зигладкого полного алгебраического многообразия имеет место двойст­
венность Пуанкаре [14.4], откуда, в силу (1.2), вытекают равенства pfe = 
= Pn-ft, т. е. возвратность многочлена (1.1). 

Из конструкции Ям вытекает существование на 12^ | строго выпуклой 
относительно 1>л функции [6.9]: она задается вершиной Г0 на части аГо у 
| 2 ^ | . А существование такой функции эквивалентно [6.9.1] проективности 
Рм\ отсюда, в силу (1.2), вытекает положительность р&, так как ^-кратное 
пересечение гиперплоского сечения Рл дает нетривиальный элемент в 
Н2к(Х,С) (см. [10.1 — 10.9]). Это завершает рассуждение. 

Отметим, что нам будет достаточно неотрицательности рА, что сразу 
вытекает из (1.2). Кроме того, еще одно доказательство неотрицатель­
ности рА содержится в [(и)> 3.8]. 

2°. С у щ е с т в о в а н и е т о п о л о г и ч е с к и х п р о с т ы х г р а н е й . 
Легко показать, используя равенство двум эйлеровой характеристики, 
что для всякого выпуклого многогранника в трехмерном пространстве 
существует ^-угольная грань, причем k^.5. Используя свойства много­
члена (1.1), можно доказать существование топологически простых гра­
ней и в более высокой размерности, если предположить, что многогран­
ник имеет симплициальные углы. 

ТЕОРЕМА 3.2.1. Пусть Э0, Qiy . . . , 9ft-i—неотрицательные действи­
тельные числа, где k^2. Тогда для всякого выпуклого многогранника Ж 
с симплициалъными углами в пространстве размерности n^2k—1 сред­
нее взвешенное при помощи 60, . . . , 6 -̂1 число граней—а0

г, . . . , а£_х у 
граней Г размерности k многогранника Ж удовлетворяет неравенству 

k Там i=o i=o 
dimT=k 

где 

A(i,k) _ Ctl-i ' (С[П/2] + СП-[п/2]) ftn _ # 

Ь[П/2]~Г ^П~[п/2] 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

$(s) =Po + pi5 + .. . + p ^ + . . .+'Mn 
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— многочлен (1.1) для Ж. Представляя R (s) в виде 

/г(5)=Ро + . . . + ^((5—1) + 1)4...+-Pn((s—1) + 1)п, 

по биному Ньютона получаем, что 

Ъ=У]С%! (2.1) 

(конечно, С/ = 0, если **>/). 
Так как многогранные углы М симплициальны, то для i^Zk^Zn на­

ходим: 

аГ = -L £ af = ^ . (2.2> 
а* гож 

сНтГ=/г 

И по формулам (2.1), (2.2) 

S С/Р/ 
af> = C ^ ^ . (2.3) 

Пользуясь возвратностью коэффициентов многочлена (1.1), т. е. ра­
венствами Pj=|3n-j, получаем из (2.3), что 

(/1-1)/2 

2 (З+с^+^р,,,, 
1-1)/2 «Г = CVi - ^ , (2.4) 

(Я-1)/2 

/ = 0 

где мы считаем С„/2 равным нулю при п нечетном. 
Следующее элементарное неравенство доказывается приведением к 

общему знаменателю: если Ь0> . . . , Ьт>0, х0у . . . , хт>0 и числа а0/Ь0, . . . 
. • •, ат/Ьт не все одинаковы, то 

а0х0 + . . . + аФХ
т ^ at < max — . 

Mo + • • • + bmXm o<i<m bt 

Если n^2k—1 и £ ^ 2 , то это неравенство, как легко видеть, применимо 
к выражению аг

(А) по формуле (2.4), так как |3j>0, и дает неравенство 

o f > < c £ max 4 ± % ' 
o^f<[-2]

CI+Cn~j 

Простые вычисления показывают (см. лемму 3.2.2 ниже), что при 0 ^ / ^ 
^[п/2] последовательность (С) + Cl

n-j)l{C) + Ck
n-j) строго возрастает, от­

куда af]<:An'k) для А{пк) из условия теоремы. 
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ЛЕММА 3.2.2. Лля фиксированных целых чисел i, k, n, удовлетворя­
ющих неравенствам 2 ^ f e ^ Г , 0=^л<£, последовательность 

tf + cL, 

строго возрастает при 0 ^ / = п" 
2_ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Перемножая неравенства, достаточно дока­
зать следующие неравенства: 

С/+ С„-/ ^ c /+ i+ cn-/-i 

если 0 < / + 1 ^ И , 2 < i 4 1 ^ p - i - i ] , эквивалентно, я > 2 / + 2 > 2 и п^ 

^ 2 i + 1 ^ 3 . Доказательство этих неравенств разбивается на три случая. 
С л у ч а й 0 ^ / < / + 1 < О ' . Доказываемое неравенство имеет вид 

pi pi 
Чг-/ < Ч-/-1 
W + l W+1 

и приводится к эквивалентному виду 
1 < - х 

п — j — i п — / — i — 1 

что очевидно, так как n^2i+ \>i+j+ l. 
С л у ч а й 0 ^ / < С / + 1 = *'. Доказываемое неравенство имеет вид 

Сл-й-1 ^ 1 + Cn~i 

и вытекает из неравенства 

pi+1 pi+l 
Чг-i+l Ч1-1 

pi ri 

UAl-t+l 4 l - l 

доказываемого аналогично предшествующему случаю. 
С л у ч а й 1 ^ / ^ / < / + 1 ^ — .Доказываемое неравенство эквива­

лентно неравенству 

/ ( / - 1 ) . . . ( / - ; + ! ) + ( * - / ) ( Я - / - 1 ) . . . ( я - / - < + 1 ) 
/ ( / - 1 ) ••• ( / - * ) + ( * - / ) ( * - / - ! ) . . . ( « - / - О 

< ( / + ! ) / . . . (/ — f + 2 ) + ( n —/—1) . . . ( Д - / - 0 
( / + 1 ) / . . . (/ —1+ 1)+ (/х — / + 1) . . . (Л — / — i — 1) * 
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Рассмотрим определенную на [t, п—i] функцию 

D (х) = 
Ц ( * - / ) + Ц {п-1-х) 
1=0 1=0 

i i 

Ц (*-/)+ П (п-1-х) 
1=0 1=0 

Достаточно доказать, что D'(x)>0 на 

показать, что на и, — J положительна функция 

t, —), эквивалентно, достаточно 

i-l 

s=o х ' \/=о /=о / 

,(Цс-ч П<»-<-»>\,<-. <-. \ 
S==0 Ч \/=0 /=0 / 

, t - 1 i i - 1 t 

Ц (x-l) •"[[ ( я - / - * ) Ц ( п - / - х ) П 
/=о /=о /=о /=о 

# — s п — s — х 
-1 

П (х~1) П (*—* — *) Ц (п-1-х) Т\ (п-1-х) 
1=0 1=0 , / = 0 / = 0 

А: — s л — s — х 

\/=о 1=0 J \/=о /=о / 

= ( я - 2 х ) ( ц \ , - / ) ( , - ; - , ) ) з ( ^ + „ - з Ь ) + 
\/=о / s=o 

\l=0 1=0 ) 

что в таком преобразованном виде очевидно. 
Лемма доказана. Это завершает доказательство теоремы. 
Из теоремы 3.2.1 непосредственно вытекает нужное нам следствие. 
С л е д с т в и е 3.2.3. При условиях и обозначениях теоремы 3.2.1 у Ж 

найдется грань Г размерности k, для которой числа граней а? размер­
ности i удовлетворяют неравенству 

2 е1-аг<^1е,л^). 
1 = 0 1 = 0 

9 Серия математическая, № 1 
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З а м е ч а н и е 3.2.4. Легко видеть, что при фиксированных O ^ i ^ f e 
последовательность An

(i'k) убывает и 

— число граней размерности i у ^-мерного куба. 
Это показывает, что с ростом размерности п у Ж можно выбирать все 

более простые грани размерности k. При больших п теорему 3.2.1 и след­
ствие 3.2.3 нельзя улучшить; нужно взять в качестве примера М, равным 
кубу. По величине инвариантов аг

г куб является примером самых слож­
ных многогранников среди конечного набора многогранников размерно­
сти k, существование которых в качестве граней Ж размерности k с рос­
том п можно гарантировать. 

§ 4. Основная теорема 

Здесь, используя результаты предыдущих параграфов, мы докажем 
следующую теорему, являющуюся основной целью работы. Далее при­
водятся следствия и обсуждаются открытые вопросы. 

1°. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА 4.1.1. Не существует арифметических 
фундаментальных многогранников (или дискретных арифметических 
групп, порожденных отражениями) в пространствах Лобачевского раз­
мерности не менее 16 со степенью основного поля над Q не менее N (14), 
где N(14) — соответствующая /=14 константа теоремы 2.3.1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о разбивается на несколько шагов. 
2°. С у щ е с т в о в а н и е г р а н и Ж м и н и м а л ь н о с т и 14. Рас­

смотрим в пространстве Лобачевского Я? выпуклый замкнутый много­
гранник Ж. Пусть Р(Ж) — элементы с квадратом (—2), ортогональные 
граням Ж и направленные наружу. 

Фиксируем точку О внутри Ж. Если е, }<ЕЕР(Ж), еф^, то 

/ . Ох+бц . в2+612 
/ s in • • S I P 

e-f = 4 . 9г • » . 
\ sin — • sin 
х 2 2 

где g(x) =4x—2, Oi, 02 —растворы конусов с вершиной О граней Же, Mf 
и 612 — минимальный раствор конуса с вершиной О, одновременно пере­
секающего конусы граней Же, 2f6f. Под конусом грани мы понимаем конус 
с основанием, равным пересечению гиперплоскости грани с оо-сферой. 
Углы берутся в смысле геометрии Лобачевского. 

Выберем у Ж грань Ж>—3&е<> где е^Р(Ж), для которой раствор кону­
са с вершиной О минимален среди всех граней Ж. Обозначим через 
Р(Ж, Ж) подмножество Р(Ж), состоящее из тех 8^Р(Ж), для которых 
грань Ж6 теоретико-множественно пересекает грань Ж (грани считаются 
замкнутыми в пополнении пространства Лобачевского оо-сф-ерой). Тогда 
по формуле (2.1) имеем: 

(2.1) 

6-6 '<#(4) = 14 V6, 8'ЕЕР(Ж,Ж). 
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В этом смысле Ж и Р(Ж, Ж) имеют минимальность 14. 
3°. В ы б о р в Ж т о п о л о г и ч е с к и п р о с т о й т р е х м е р н о й 

г р а н и у3. Предположим, что грань Ж как многогранник имеет.симпли-
циальные углы. Пусть dim i? = /z+l или dim Ж = п. По следствию 3.2.3 
в случае £ = 2, & = 3, 0o = 6i = O, 92=1 для я ^ 5 у Ж найдется грань у3 раз­
мерности три, у которой число а2 граней старшей размерности удовлетво­
ряет неравенству 

а 2 < 
СП~2 (^[n/2T+ СП-[п/2]) 

С [ « / 2 ] + СП-[п/2] 

Или, как показывают вычисления правой части неравенства, 

а 2 <6 + 6/(/п—2), 

где tn = n/2 при п четном и tn= (n+ 1)/2 при п нечетном, откуда 

И для п = 5, 6, 

а0<с;< 8 д л я " = 7>8> (3.1) 
7 для 9 < п ^ 14, 

{ 6 для я > 15. 

Отметим, что грань у3 также 14-минимальна. То есть, обозначая, как и в 
1°, через Р(у3, Ж) элементы 8^Р(Ж), для которых грань Жь теоретико-
множественно пересекает у3, мы имеем: 

б.б'<14 V6, 6'еЕР(7з, Ж), (3.2) 

что вытекает из вложения Р(у5, Ж)аР(Ж, Ж). 
4°. Т и п ы р е б е р 7з- Предположим теперь, что Ж — арифметический 

фундаментальный многогранник в пространстве Лобачевского размер­
ности п-\-1, где я ^ 5 , и степень основного поля больше N(14). 

Так как N (14) > 1 , то Ж компактен, т. е. не имеет вершин на оо~ 
сфере. Действительно, в противном случае основное поле Ж есть Q. 

Так как Ж компактен, то его углы симплициальны, откуда следует, 
что все грани Ж, в частности Ж и уз> выбранные выше, имеют симплици-
альные углы. 

Обозначим через у3* двойственный у3 многогранник. Очевидно, верши­
ны у3* соответствуют элементам Р(у3). Для каждого ребра 7з* (эквива­
лентно, ребра у3), т. е. пары элементов бь 62^Р(у3) , для которых соот­
ветствующие им грани Жьх, Жь2 пересекаются по ребру у3, введем тополо­
гический вес, равный 0, если б±-б2 = 0 (или Ж&1±.Жь2), и 1 в противном 
случае. Типом ребра у3* назовем распределение топологических весов на 
двух треугольниках, примыкающих к этому ребру. Условимся не ставить 
вес на ребро, если его вес мы не знаем. 

ЛЕММА 4.4.1. Каждое ребро у3* имеет один из следующих deyxTuno&t 

9* 
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Тип Л Тип б 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся формулой: если Же, Жьх, ЖЬг— 
три различные гиперплоскости (точнее полупространства) с ортогональ­
ными им элементами е, бь б2, с квадратом (—2), причем |6 i - e |<2 , |62-
• е | < 2 (или Жь$ЛЖе, Жь^ЛЖе — гиперплоскости в пространстве Лобачев­
ского Же), то гиперплоскости Ж > =ЖьПЖе, Ж>=ЖьГ\Же в Же имеют 

6/, 82
/ ортогональными элементами с квадратом (—2), где 

откуда 

6 , = 

Si • б2 

(е W 
•(«* + * ( * • 8<)/2), 

16(61-д2 + (е-8^(6-^/2) (4.1) 
( 4 - ( в . б 1 ) 2 ) - ( 4 - ( в . б 2 ) 2 ) V 

Так как степень основного поля больше Af(14), где N(14) —констан­
та теоремы 2.3.1, то в силу (3.2) соответствующий каждому ребру rczy3 
реберный многогранник (определяемый множеством Р(г, Ж) = {8^ 
^Р(Ж)\Ж&Г\г=0} ортогональных его граням элементов с квадратом 
(—2)) имеет диаграмму Грама, удовлетворяющую теореме 2.3.1. Отсюда 
при помощи формулы (4.1) получаем требуемое индукцией по размерно­
сти п. 

Отметим, далее, что в силу (4.1) у3-
ми, так как Ж имеет острые углы. 

- многогранник с острыми угла-
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З а м е ч а н и е 4.4.2. То же рассуждение показывает, что реберный 
многогранник ребра типа В имеет двугранные углы вида я/я, где п нату­
рально. Отсюда вытекает, что все двугранные углы у3 имеют такой вид 
и у3 является фундаментальным многогранником. 

5°. У с л о в и я А н д р е е в а . В (3), (2) Е. М. Андреев нашел необхо­
димые и достаточные условия на двугранные углы трехмерного много­
гранника у с острыми углами, при которых он существует (нам понадо­
бится только необходимость). 

Обозначим через а&- двугранные углы между гранями Жи Ж,- ком­
пактного многогранника у с острыми (^я /2 ) двугранными углами. Усло­
вия Е. М. Андреева (2) заключаются в следующем. 

1) aij+ajk+ahi>n, если Жи Жь Жк определяют вершину. 
2) а#+«#+-аЛ»<л;, если Жи Жь Жк образуют треугольный призмати­

ческий элемент. 
3) Цепочка равенств а^=а^=:ам = ац = л/2 невозможна, если Жи Ж~, 

Жх образуют четырехугольный призматический элемент. 
4) Цепочки равенств 

невозможны, если грани Ж^, Ж[х, Ж[%, Ж1з, Ж\4 образуют четырехугольник, 
т. е. ребра Жи{\Ж^ Ж^Ж^ Ж^{\Жк, Ш\0 П Жи - последова­
тельные стороны четырехугольника на Ж^. 

Под ^-угольным призматическим элементом понимается последователь­
ность &tix, . . . , Mik граней у, для которой {Mix, Ж^, . . . , {3@ik_v Ж{}), 
{Ж^Ж^}— все пары попарно смежных (пересекающихся по ребру) граней 
этой последовательности и никакие три грани этой последовательности 
не пересекаются в вершине. 

Отметим, что необходимость этих условий легко вытекает из важной 
теоремы Е. М. Андреева, утверждающей, что размерность пересечения 
последовательности граней многогранника с острыми углами равна раз­
мерности пересечения соответствующей последовательности гиперплос­
костей (1). 

6°. П р о т и в о р е ч и е . Если dim J? ̂  16, то, в силу 3°, у3 содержит не 
более 6 граней. Простой перебор показывает, что тогда у3* имеет диа­
граммой Шлегеля одну из четырех диаграмм таблицы 2, где цифрами 
занумерованы грани у3. 

В случае 1) (тетраэдр) из связности диаграммы Грама у3 вытекает, 
что одно из ребер у3* имеет вес (топологический) 1. Отсюда по лемме 
4.4.1 получаем, что ребра у3* имеют топологические веса, указанные в 
таблице 2, 1). Получаем противоречие, так как диаграмма Грама у3 ока­
зывается несвязной. 
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Таблица 2 

3 & 6 

О 2) 3) ч) 

В случаях 2) и 3) вершины 1, 2, 3 образуют треугольный призматиче­
ский элемент. По условию 5°, 2) получаем, что по крайней мере два реб­
ра из (1,2), (2,3), (3,1) имеют вес 1. По симметрии диаграммы Шлеге-
.ля можем считать, что ребро (1,2) имеет вес 1. Отсюда по лемме 4.4.1 
получаем, что ребра у3* имеют веса, указанные в таблице 2, 2), 3). Полу­
чаем противоречие, так как грани 2; 1, 4, 3, 5 образуют четырехугольник, 
для которого условие 5°, 4) не выполнено. 

В случае 4) грани 2, 4, 6, 3 образуют четырехугольный призматиче­
ский элемент и по условию 5°, 3) одно из ребер (2,4), (4,6), (6,3), (3,2) 
имеет вес 1. По симметрии мы можем считать, что это ребро (4,6). По 
лемме получаем, что ребра у3* имеют веса, указанные в таблице 2, 4). 
Получаем противоречие, так как грани 1, 2, 5, 6 образуют четырехуголь­
ный призматический элемент, для которого не выполнено условие 5°, 3). 
Теорема 4.1.1 доказана. 

7°. С л е д с т в и я . В (16) автор показал, что при фиксированных раз­
мерности пространства Лобачевского и степени основного поля над Q 
множество решеток Галуа арифметических фундаментальных много­
гранников конечно и, независимо от размерности, конечно множество ос­
новных полей фиксированной степени над Q. Кроме того, классификация 
решеток Галуа содержит в себе классификацию максимальных арифме­
тических групп, порожденных отражениями, в пространствах Лобачев­
ского. 

Соединяя эти результаты с теоремой 4.1.1, мы получаем следующие 
следствия, означающие, ввиду конечности, возможность классификации. 

С л е д с т в и е 4.7.1. В пространстве Лобачевского фиксированной 
размерности, не меньшей 16-ти, множество решеток Галуа арифметиче­
ских фундаментальных многогранников конечно и, в частности, конечно 
множество максимальных арифметических групп, порожденных отраже­
ниями. Кроме того, в совокупности конечно множество основных полей 
арифметических фундаментальных многогранников в пространствах Ло­
бачевского размерности, не меньше \6-ти. 

З а м е ч а н и е 4.7.2. Известны примеры арифметических фундамен­
тальных многогранников в пространствах Лобачевского размерности 16, 
17, 18, 19 (см. (8), (9), (15)). При этом 19—максимальная размерность, в 
которой известно существование дискретной группы, порожденной отра­
жениями, с фундаментальным многогранником конечного объема (при-



АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ГРУППЫ 135 

мер построен Э. Б. Винбергом и И. М. Каплинской в (9)). Во всех этих 
примерах основное поле есть Q и, как следствие, фундаментальный мно­
гогранник некомпактен. 

С л е д с т в и е 4.7.3. При фиксированной степени основного поля над 
Q, не меньшей N(H), где N(14) —константа теоремы 2.3.1, соответству­
ющая £=14, множество решеток Галуа арифметических фундаменталь­
ных многогранников конечно, а их размерность меньше 16-ти. 

З а м е ч а н и е 4.7.4. В (16) автором предложена гипотеза, согласно 
которой размерность пространства Лобачевского, в которой существу­
ют арифметические группы, порожденные отражениями, с данной сте­
пенью основного поля ограничена. Таким образом, следствие 4.7.3 можно 
рассматривать как доказательство этой гипотезы для основных полей 
достаточно большой степени. Заметим, что, с другой стороны, для самой 
маленькой степени основного поля, т. е. поля Q, эта гипотеза доказана 
Э. Б. Винбергом, который использовал, главным образом, некомпакт­
ность фундаментального многогранника. 

Отметим далее, что примеры арифметических групп, порожденных 
отражениями, со сколь угодно большой степенью основного поля, по-ви­
димому, неизвестны. 

8°. П е р с п е к т и в ы и с с л е д о в а н и й . Во-первых, гипотеза, о ко­
торой мы упоминали в замечании 4.7.4 и доказательство которой пока­
зало бы возможность классификации арифметических фундаментальных 
многогранников в пространствах Лобачевского 5? достаточно большой 
размерности в совокупности (по теореме 4.1.1 для dim j ? ^ 1 6 ) , остает­
ся пока недоказанной в полной общности, хотя метод доказательства 
теоремы 4.1.1 указывает возможный подход к ее решению. Основные 
трудности здесь, по-видимому, геометрические, связанные с рассмотре­
нием вместо трехмерных многогранников ^з (см. доказательство теоре­
мы 4.1.1) многомерных. 

Во-вторых, хотелось бы, по возможности, понизить константу 16 тео­
ремы 4.1.1, заменяя, конечно, константу N (14) на какую-то другую кон­
станту. Здесь трудности, по-видимому, главным образом арифметиче­
ские. Так, несмотря на то, что благодаря (3.1) для dim 3?^z 10 мы мо­
жем выбрать многогранник у3 (см. доказательство теоремы 4.1.1) состоя­
щим не более чем из 7 граней (всего на одну грань больше чем при 
dim i ? : ^ 16), существуют многогранники ^з из 7 граней, для которых 
теорема 2.3.1 и лемма 4.4.1 не приводят к нужному противоречию. Одна­
ко усиление арифметической теоремы 2.3.1 позволило бы это сделать— 
достаточно было бы доказать, что теорема 2.3.1 имеет место, если заме­
нить волнистые ребра на пунктирные*. Ниже мы приводим три чисто 
арифметических вопроса, связанных с теоремой 2.3.1 и расположенных, 
по мнению автора, в порядке возрастания трудности, положительный от­
вет на каждый из которых позволил бы значительно понизить константу 
16. Верна ли теорема 2.3.1, если: 

* См. дополнение. 
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а) заменить волнистые ребра на пунктирные; * 
б) отбросить Г3; 
в) отбросить Г3 и Г2? 

Разумеется, в силу теоремы 2.3.1 для этого достаточно исследовать на 
гиперболичность сами диаграммы Г2, Г3. Чтобы заменить волнистые реб­
ра на пунктирные, достаточно показать, что диаграммы 

О 

г 
9 9 

могут быть гиперболическими только при ограниченных k, I, m, qy что 
кажется правдоподобным. Отметим, что эти диаграммы являются диа­
граммами Грама фундаментальных треугольников на плоскости Лоба­
чевского. 

В-третьих, остается неизвестной конечность множества основных по­
лей арифметических фундаментальных многогранников. Теорема 4.1.1 
убеждает, что соответствующие примеры, если они существуют, вероят­
ней всего найти на плоскости Лобачевского. 

§ 5. Приложение: гиперболические решетки, группы 
автоморфизмов которых порождены отражениями 

с точностью до конечного индекса 
1°. О п р е д е л е н и я . Пусть К — чисто вещественное поле алгебраи­

ческих чисел и О — его кольцо целых алгебраических чисел. 
Напомним, что решеткой S над К называется конечнопорожденный 

О-модуль S без кручения с заданной на 5 симметрической билинейной 
формой со значениями в О. При этом К называется основным полем S, 
рангом S называется dim 5®0K, отсутствие кручения означает, что Scz 
cz5®0K. Через х-у обозначается значение билинейной формы 5 на паре 
элементов х, y^S, а х2 обозначает х2 = х-х. 

Решетка 5 называется гиперболической, если ровно для одного вло­
жения а(+) : K-^R билинейная форма 5(8)0R над R неопределенна и при 
этом вложении она гиперболична, т. е. имеет сигнатуру (1, / ( - } ) . Обоз­
начим для rgS^3 канонически связанное с гиперболической решеткой 
S пространство Лобачевского 3?(S) (связанное с формой 5® 0 R при вло­
жении а ( + )). Группа автоморфизмов O(S) гиперболической решетки 5 
дискретна, арифметична в i?(S) и имеет фундаментальную область ко­
нечного объема. 

Пусть 5 — гиперболическая решетка. Пусть 6 e S , причем а ( + )(6 2)<0 
и 62 |2(S-6). Тогда формула 

SQ (X) = X ( * ' ' б, A'£S, 

б2 

* См. дополнение. 
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задает автоморфизм s6 решетки 5, называемый отражением относитель­
но элемента 6. Геометрически отражения s6 — в точности те автоморфиз­
мы 5, которые действуют в пространстве Лобачевского 9?(S) как отраже­
ния относительно гиперплоскостей (очевидно, ортогональных б). Обозна­
чим через W(S) подгруппу O(S), порожденную всеми отражениями 5, 
и через Jt{S)—фундаментальный многогранник для W(S) в i ? (5 ) . 
Всегда O(S) = A(S) -W(S) —полупрямое произведение, где A(S) состо­
ит из автоморфизмов S, переводящих Jl(S) в себя. Если A(S) конечна,, 
т. е. W(S)—подгруппа конечного индекса в 0 ( 5 ) , то говорят, что 
0(5) порождена отражениями с точностью до конечного индекса. 

2°. П о с т а н о в к а з а д а ч и . Пусть 5 — гиперболическая решетка 
над основным полем К, rg 5 :^3 и индекс [0(5) : W(S) ] конечен. Так как 
W(S) —группа Кокстера, строение которой хорошо известно (6), (7), то 
этот случай — один из немногих случаев, когда возможно явное канони­
ческое и простое описание группы автоморфизмов 0(5) гиперболической 
решетки 5. Кроме того, в этом случае фактор-проотранство i ? (5 ) /0 (5 ) = 
= J[(S)/A(S) является фактор-пространством выпуклого замкнутого 
многогранника M(S) по конечной группе Л (5) и легко вычисляется, что 
важно для приложений. Поэтому естествен вопрос: сколько существует 
гиперболических решеток 5, для которых индекс [0(S) : W(S) ] конечен? 
Заметим, что в этом случае основное поле К, естественно, является основ­
ным полем арифметической группы W(S), порожденной отражениями, в 
пространстве Лобачевского &{S) размерности rg 5—1. Поэтому резуль­
таты работ (16) и настоящей работы имеют непосредственное отношение 
к этому вопросу: при фиксированной степени [K:Q] множество основ­
ных полей К конечно (16); если r g 5 ^ 1 7 , [К : Q]^iV0 , то индекс [0(5) : 
: W(S)] бесконечен (настоящая работа). 

Однако еще остается вопрос о числе таких решеток 5 при фиксиро­
ванных ранге 5 и основном поле К. Заметим, что если 5 гиперболична, то 
решетка S(k), полученная из решетки 5 умножением формы 5 на эле­
мент k^K при условии, что S(k) остается решеткой и ai+)(k)>0, также 
является гиперболической, причем группы автоморфизмов 5 и S(k) есте­
ственно отождествляются в естественно отождествляющихся простран­
ствах Лобачевского, связанных с этими решетками. Поэтому естествен­
но ставить этот вопрос с точностью до подобий (перехода от 5 к S(k)) 
решеток. После работы (16) стало ясно, что с точностью до подобий ответ 
конечен. Но для доказательства этого все же требуются некоторые очень 
простые рассуждения, которые мы также решили здесь привести. 

ТЕОРЕМА 5.2.1. При фиксированных основном поле К и ранге 5 (не 
меньшем трех) существует конечное число классов подобия гиперболи­
ческих решеток 5, группы автоморфизмов которых порождены отраже­
ниями с точностью до конечного индекса. 

3°. Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Jt{S)—фундаментальный много­
гранник для W(S). Как вытекает из [(16), дополнение, теорема 1], суще­
ствуют такие элементы б ь . . ., SJV^5, которые ортогональны граням 
Jt(S) и отражения относительно которых принадлежат 0 ( 5 ) , что: 
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а) N = rgS и элементы бь . . ., 6^ решетки 5 порождают в S подре-
шетку конечного индекса; 

б) матрица Грама элементов бь . . . , 8N связна, т. е. среди них 
для всяких двух различных элементов бг-, б,- найдутся такие элементы 
ЪцФ^ф. . .ФЬгк, ЧТО 

bi - *ьфО, бг. . 6 , , # 0 , . . . , 6 i V l • \Ф0, 8lk • 8 , ^ 0 ; 

в) существует такая абсолютная константа А (можно взять А = 62), 
что 

0^,/l^W 
б? • 6? 

Отсюда уже совершенно элементарно вытекает теорема 5.2.1. 
Пусть а — вложение К в R, отличное от а(+). По неравенству Коши — 

Буняковского—Шварца при вложении о для определенной формы S® 
®0R над R получаем: 

/ 4 (6 , • б,)2 . 
0^<* , / < 4 . 

^ ' б? • б* ' 

Кроме того, числа 

а*/ 
4(б г б 7 ) 2 

•б/ 
поля К целые, так как бг-2|2(бгб3), б/|2(бг-б;-). Поэтому из вышеприведен­
ных неравенств вытекает конечность числа чисел а# поля К (на самом 
деле, как вытекает из гиперболичности S, поле К порождено элементами 
•ay и даже детерминантом det (arj), что и позволяет доказать конечность 
числа основных полей К фиксированной степени над Q). Конечность чис­
ла чисел ац позволяет разбить все решетки S из условия теоремы на ко­
нечное число типов (а#) и ограничиться доказательством конечности чис­
ла классов подобий решеток 5 заданного типа. При этом тип задается 
симметрической матрицей (а#) размера NxN из целых элементов поля 
К, удовлетворяющей условию: 

0) аг-г = 4, l^'^rAf; для любых элементов 1ф\, где l^i, j^N, най­
дутся среди 1, 2, . . . , N такие элементы 1ф1^фггф . . . ФнФ\, что 

aih • ailh • • • aiki ф 0. 

А под решеткой 5 над К типа (а#) понимается решетка 5 ранга N, со­
держащая такие элементы б ь .. . , §Ny которые удовлетворяют условиям: 

1) подрешетка A=[64 , . . ., б^] решетки S, порожденная элементами 
Siy ...,6л-, имеет конечный индекс в 5; 

2) a ( + ) (6 / )<0 , 1 < ^ < ^ , и 
4 (б. • б, ) 2 

б? . б2 ' ~ ' ^ 
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3) 6,2|2(6,-S), K i \ / < W . 
(последнее условие означает, что отражение относительно 6* принадле­
жит 0 ( 5 ) ) . 

Очевидно, что если S — решетка типа (а^), то ее подрешетка А также 
имеет тип (юс̂ ). Докажем сначала конечность числа классов подобий 
решеток А. Решетка А задается матрицей 

И условия 2), 3) переписываются так: 
2) / (T ( + ) (du)<0, 1 ^ 1 < # , и 

Ы ц = aijdiidij, 1 ^ i, /^ЛГ; 

3)' dii\2dij9 l < i , /<ЛГ. 
Рассмотрим, наконец, соответствующие этим матрицам (dy) дивизо-

риальные матрицы (S)*j), где 3)у— целые дивизоры поля К, удовлетворя­
ющие соответствующим 2)', З)7 условиям: 

2 ) " (4)+23)« = а« + 3)« + ^ , 1 < г , / ^ # ; 
3)"3>«<(2)+S)«, l < i , / < W 

(подразумевается, конечно, что дивизоры 5)̂  определены для тех (i, / ) , 
для которых ацфО). Покажем, что с точностью до подобий существует 
конечное число таких дивизориальных матриц, где, естественно, две ди-
визориальные матрицы (ЗЭу) и (3/,-j) считаются подобными, если суще­
ствует дивизор (необязательно целый) 3), для которого S /

l j =S i j +S для 
всех г, /. 

Пусть !р — простой дивизор К, не делящий как (2), так и все ненулевые 
элементы a<j. Покажем, что vp(3>«) = & р—одно и то же. Если а у # 0 , то 
из условий 2)" и 3 ) " получаем: 

2vp(Ov) = vp(O t t)+vp(© / /), 

v p (» / / )<v p (©,,), 

откуда vp(©«) = vp(Dv) = vp (©//), если а^фО. Пользуясь условием 0) и 
применяя это рассуждение несколько раз, мы докажем, что 

vp (©и) = vp (Э/7) для всех i, /. 

А отсюда и из равенств vp (£)l7) = vp (©«) = vp (£>/7), если a«=#=0, получим 
требуемое. 

Пусть теперь q— один из конечного числа простых дивизоров К, де­
лящих либо (2), либо какой-то из ненулевых элементов аг> Покажем, что 
для всех пар индексов (i, / ) , (£', /') 

| v q ( » v ) - v q ( © r / ' ) l < A « , 

где М — зависящая только от показателей Vq(2), {\^(ау), l ^ t , j^N} 
константа. Действительно, если а^фО, то из условий 2 ) " и 3 ) " получаем: 
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' 2vq (2) + 2vq (©,,) = vq (at,) + vq (©«) + vq (©„), 

vq (©«)< v, (2)+ vq (©„), 

v,(©//)<v<|(2) + vj,(©y), 

откуда 
v , ( A ( ) - v , № / ) < v , ( 2 ) , 

Vq(©/ , ) -V q (©, 7 )<V q (2 ) , 

Vq Фи) - \ <Pu) = (vq (©//) - vq (©,,-)) + vq (ai7) - 2vq (2) ^ vq (at,) _ vq (2). 

Аналогично, 
vq (©y) - vq (%) < vq (at,) - vq (2). 

В результате получаем: 

|Vq(©«)-v q(© / 7) |=c:v q(a , 7) , 

I ^ (©«) - vq (©,,-) | ^ m a x {vq (2), vq («,,) - vq (2)}, 

если а^ФО. Пользуясь условием 0), отсюда выводим: 

I vq (©,/) - vq (©, т ) | < | vq (©„) - vq (©«) | + 

+ I vq (©«) - vq (2W) | + | vq ( 2W)-v q ( » , T ) ! ^ m a x ( ^ (2), vq ( с ^ - г ^ Ж 

+ max{v q (2) ,v a (a , r ) -v q (2)} + 

+ vq (аЙ1) + vq (aWl) + • • • + vq ( a w J + vq ( a ^ ) , 

где элементы 1ф11ф12Ф • • . ФкФ^ обладают свойством: 

Отсюда вытекает требуемое, так как цепочку из таких элементов ily..., 4 
всегда можно найти так, чтобы к было не больше N. 

Это доказывает, что существует конечное число дивизориальных ма­
триц (3)^), • • . , (S)J/)f из которых все дивизориальные матрицы нашего 
типа получаются добавлением целого дивизора. Отсюда и вытекает ко­
нечность числа классов подобий таких матриц. 

Не теряя конечности, мы можем теперь считать, что, кроме условий 
2)', 3)', решетка А такова, что дивизориальная матрица ((d(j)) лежит в 
заданном классе подобия дивизориальных матриц, т. е. если (*4),. 
(d'if ) —две таких матрицы, то существует Й Е К и матрица из единиц. 
(уа)9 для которых (dij) = (ky^). Кроме того, в силу условия 2)' , 

Т?/ = Ун ' Т/7-

Матрицы (d^) и (М#) подобны, а матрицы вида (d^y^), где Y?/ = Y»7J> 
образуют естественным образом однородное пространство над подгруп-
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пой Н группы TI (Е)«> задаваемой уравнениями 7̂ ;—7*Л^> г д е Е— 

группа единиц поля К. Заметим, что в этой группе содержится под­
группа конечного индекса (Е2)^, где Е2 состоит из всех квадратов еди­
ниц из Е, причем эта подгруппа переводит решетку А в себя. Действи­
тельно, переход от матрицы (<2У) к матрице {йфг-г^), где s* — единицы, 
означает переход от образующих ди . . . , 6N решетки А к образующим 
€i6i, . . . , 8jvr62v этой же решетки. Это доказывает конечность числа клас­
сов подобия решеток Д. 

Для доказательства теоремы остается доказать конечность числа 
классов подобия решеток S, которые содержат подрешетки конечного 
индекса А типа (ati) и одного класса подобия, причем Acz5 удовлетво­
ряет условию 3). Для этого, очевидно, достаточно доказать, что индекс 
[S : А] ограничен. Пусть А — любая решетка из класса подобия А и 
М.= [А* : А]. Пусть A(k)aS— вложение решеток. Из условия 3) на 
A(k)czS получаем, что k\ (A(k) -2S), откуда 2SczkA(k)*. Следовательно, 

[S : A(k) ]^[kA{k)*: A(k) ] . [S : 2S] = [A* : A] • [O : 2 0 ] " = M . [O : 20]" , 

что и завершает доказательство теоремы. 
З а м е ч а н и е . Гиперболические решетки, группы автоморфизмов 

которых порождены отражениями с точностью до конечного индекса, 
первым стал рассматривать Э. Б. Винберг. В его работах (7), (8), (9) 
(последняя работа совместно с И. М. Каплинской) рассматривались 
некоторые примеры таких решеток над Q. В работе автора (15) пере­
числены все гиперболические решетки над Q ранга не меньше 5, груп­
пы автоморфизмов которых порождены отражениями относительно 
элементов с квадратом (—2) с точностью до конечного индекса. Пол­
ный список гиперболических решеток над Q ранга не меньше 3, груп­
пы автоморфизмов которых порождены отражениями с точностью до 
конечного индекса, неизвестен, несмотря на доказанную здесь конеч­
ность ответа. 

Дополнение 
Дополнительные результаты о коэффициентах комбинаторного мно­

гочлена (1.1) из § 3 содержатся в работах (20), (21), (22). 
Конечность числа гиперболических арифметических диаграмм вида 

рисунка на стр. 136 доказана в работе Такеучи (23) (см. также (24)), 
что позволяет, как мы отмечали в § 4, 8°, несколько повышая констан­
ту N(t), считать в теореме 2.3.1 волнистые ребра пунктирными. А это, 
в свою очередь (см. § 4, 8°), позволяет понизить константу 16 теоре­
мы 4.1.1 до 10. 

Автор благодарен Э. Б. Винбергу и О. В. Шварцману, указавшим 
ему на эти работы. 
Физ.-матем. школа № 18 Поступило 
при Моск. университете 8.VII.1980 
чм. М. В. Ломоносова 
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