
б.А.Ладыженская 

НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ-СТОКСА 

В ОБЛАСТЯХ С МЕНЯЮЩЕЙСЯ СО ВРЕМЕНЕМ ГРАНИЦЕЙ 

Рассмотрим потеку 

( I ) 

dlv XT = О 

в ограниченной области Q = { ( X , t ) : t & (0 ,T ) , X ft n t } 

вроотранотва E„ {(X,t): t & (г ° ° , 0 0 ) . X = (X,, *a,X4)€- E SJ, 
и будем предполагать границу S t области O t принадлежа­

щей С г при всех t € С.О,Т] (причем "иормн" S t » О г 

равномерно ограничены) и неняюневоя со временем о конечной 

скороотью.К системе ( I ) присоединим начальное и граничное у с ­

ловия: 

Ч- * V o W , X 6 n e , V-I =ΧΧ$Д). (2) t-0 

жить 

Ввиду уравнения dUtf U=0 на Xf0 1 f надо нало-

ограиячения: dlv 1^=0 и ^ 44s,t)- rv ds =0 , 
V t fetO.Tl • Задачу на определение скороотм V -
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= C t / 4 t X ) i ) , t r i C X , t ) , V 4 t ' x , t ) ) • давления p = p ( X , t ) 

введен, введя новые неизвестные функции U (X,t )=V (X,t)- 44x , t ) , 

х задаче 

> 

где IF.*}-4> t +V&4> + % 4> X l , Ио1Х) = и„1Х)-Ц'(Х!0) , 

a 44x , t ) есть достаточно гладкая вектор-функция, удовлетво­

ряющая условиях: 

ctltf 4 4 x , t ) = 0 и 4 4 x , t ) l = 4 ' lS , t ) δλ∞ V i fe tO .T ] . 
lx--SfeSt 

Мы докажем для задачи (3) однозначную разрешимость в 

W * ' 4 ( Q ) при любой Т , еола Χ * γ Ξ , а1Д0(Х) 

и | v.X,t) в определенной синоде налы, и для малых Т • воля 

Н\ и 0 и | обладают линь нвкосорой гладкостью. Приближен­

ные решения будем находить по методу Ротэ, ΰ их сходимость κ 

решению задачи (3) установим о помощью двух априорных оценок. 

§ I . Разобьем Q плоовоотяни t = t K = K&t s кК 

νΰ слои и обозначим через Ο κ сечение Q плоскостью t-L, 

ΰ через ٠ κ границу Ο κ ,, Приближенные рвяения будем 

определять последовательно νΰ сечениях QK , к=4 д, . . . ] , 

Эти же обозначения П к и 5 К оохраним н за их ортого­
нальными проекциями в Ε φ на гиперплоскость t = 0 - простран­
ство Ε 3 изменения υ = QX., , υ γ , υ 3 ) . 
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к а к решения следующих линейных стационарных задач: 

+ Ч ( К ) Ч > Х Д К ) = - ? р + \ ( к ) ) 
Ξ ) 

dtv щ к ) = о , w|sK

 = 0 , и (О) = u o l v i 

в которых < H K ) a и ( х Д к У , Х е П к , 11, ( К ) = ' т - f Щ К ) -

- Щ К - i ) ] ?

 <5r

KCK) = -~\^ < ?(x i

Ј l )d t , W o k ( x ) е с т ь с о л е н о -

идальный в е к т о р из (, E s ) , равный нуля вне Ο 0 Ο Ο , 

(ниже ны потребуем, чтобы " U o k ( .&) сильно сходились в норме 

W,J UE S ) к г!«ДХ) при К--»-0 ) . Более т о г о , Щ Х , ^ ) , 
X t Ρ1Κ , в ( 4 ) с ч и т а е т с я равным Ц ( .X , t K ) , если т о ч ­

ка (,X,t к м ) i Q к . , . На каждой сечении Οκ мы 

инеем, тем самым, линейную стационарную з а д а ч у . Она о д н о з н а ч -

но разрешима в \ λ / γ ( , Ο Κ ) ( т о ч н е е , U ( K ) е W 4 ( Ο к ) , у р 1 к ) * ٢ Γ Ρ Ο Δ 

если только Φ0 и обладают некоторой регулярностью. 

Именно, мы потребуем , чтобы: 

Χ Χ υ . Ъ * W . M ( Q T ) ; a j C x . t j e U l Q l ), (5) 

и з чего следует ,нак и з в е с т н о : 
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( 5 ' ) 

г д е 

При выполнении этих условий з а д а ч а ( 4 ) при в с е х К=1,2. , . . . 

Доказывается это т а к же , как в [ I ] для системы Н а в ь е - С т о к с а , 

линеаризированной по Стоксу ( с м . г л . У 1 , § 1 и гл . Ш § 5 ) . 

Наличие линейных членов младшего порядка не вносит никаких 

т р у д н о с т е й . Из § 5 г л . Ш [I] нам понадобится еще оценка типа 

( 6 ) (оценка В.А.Солонникова) для стокоовской линеаризации, 

именно 

ttt,CK)Vtnk)

 + И р ( К ) 1 а П к 4 С ( К ) (б) 

с постоянной С(К) , зависящей от , Ф , "U(.К-Д) и S, К ' 

( 7 ) 
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с п р а в е д л и в а я для любого соленоидального в е к т о р а V ( X ) и з 

С^к) . равного нулю на SK . Множество т а к и х 

1 Д Х ) обозначив через З а о (, П к ) „ Постоянная jb, 

в ( 7 ) з а в и с и т о т "норны" SK в С г . Наше предположение о 

гладкости границ S t , t lO,T 1 , с о с т о и т в т о й , что п о ­

стоянная |Ь 4 в ( 7 ) монет быть в з я т а общей для в с е х S t , 

t & [ 0 , T ] . Символ р к о з н а ч а е т оператор ортогонального 

проектирования в п р о с т р а н с т в е вектор-функций L u ( , П к ) на 

j ( f i j = L ! l ( n i c ) 0 G ( П „ ) , г д е G ( n j е с т ь с о в о ­

купность в с е х вектор-функций вида V f ( х ) , c i ( . X ) e W a ( f i K ) . 
Итак , мы н а в с е х f l K , к = 1 , 1 , . . . \ J- \ определим 

функцию гЦк) е J a o , считая 

• . Ч Л Х > О * 0 ( . П в ) (8) 

( т . е . t » 0 ( X ) & W l ( П 0 ) и dwr U o = 0 ) . Продолжим 

каждое Ш Ю , K = 0 , i , . . . вулем вне П к и з а этим п р о ­

должением сохраним прежнее обозначение 1 Ц к ) . Заметим,что 

т а к и е Ш Ю будут принадлежать \ 0 ( . E j ) , но не \ 0 ^ ) 

§ 2. Получим теперь для К ( К ) оценки, на зависящие 

о т К . Для э т о г о умножим ( 4 ) скалярно на 14 (Ю , проинте­

грируем по П к и р е з у л ь т а т после элементарных п р е о б р а з о в а ­

ний представим в виде 
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( 9 ) 

Здесь ж лике вам понадобится следующее равенстве 

[иск) - и (к-1)] и (.к)=^ [ и \ ю - и\к>о] +1 [иио-иск-о]* (Ю) 

Умножим (9) на к в просуммируем по К от I до 
т М К" ] * в силу (10) и нашего определения (К) 

будем иметь 

k £ ^ u l4K)u(K)dlx>j^u4*»i)dx-5 ^u a(0)dx (Ш 

j \ u \rr i )dx-^ u4o)dxt |a£ v ̂ u* (K)dx* 
n m л 0 *•« n k 

(12) 

m ( 

^ ^ Z . \ [- ui^)^x- ( K ) u c K ) t ' 3 :

K c K ) U ( K ) ] d x , 
*** 
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Оценки правую часть, хеножьзун неравенство S o n в бага 

я неравенотво (3) § I гл. I [1] хах : 

я 

Возьмем в (13) Е» таким, чхо - | С Ь = j 

йз (12) в силу посяедвих двух неравенсхв сведуех 

\ - \ u*dx + k £ v \ u*. d x 4, 

г 

А 
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где СА = \ + • Из (14) извеотши опоеобм заводится 

оцешжа 

(15) 

\ wl'dx + к 21 V V w x d% 4 

для т = 1 , 2 ̂  . . . ^ ̂ - j , k i ^ - причем поотоянпя С г зависит 
лишь о* Т i С { , 

Перейдем к выводу второй оценки. Для э т о г о умножим (4) 
скадярно на - р Д U(.K) и проинтегрируем по П к ' 

-Д tL ( K ) p * A U ( K ) d x t ( . p K £ u ( K ) f oix = 

ж \ \ ^ i K - i l ^ i l K l l ^ l K ) • (16) 

+u v0o p* *u (K)dx S^top" ли IK) dx. 

Оцеяяи сначала члены, стоящие в правой части (16). При 
этой используем кроме (7) .неравенства Гельдера и предположе­
ний (5) известные неравенства: 

^К,а 4 Ь » W * 4 n для VuftW^n), ( I? ) 
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| г Ч , а 4 Ь | u 4 w J t n ) д л я V u 6 У ! С О ) , ( И ) 

N ^ n ^ b x l l f t ^ c 6 ( . Ы г а 1 (19) 

i 

для V U fe W x (П.) с любым Ь > 0 I н 

УПОХ l u l 4 Ь 1 и х х Ц п + С £ Sttxli.n (20) 

w • ,г I *) 
для V Wl (£) и U J =0 о любым Ь > 0 . Имен­
но: ' 

I \ 4; (K)WX.(K)рКДCWdkl 4 1 p Ь U « 4 ,n K I M ' ^ 4 

"к 

4 l p f t u l ^ H I ^ U J ^ * 

*) Постоянные в (I7)-(20) зависят от S . При наиих нред-
пояожениях о $ t , t ь tO.Tl , они могут быть взяты общими для 
всех S t , t to,T] . 
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i \ u t с к) ц> х д ю р" д и W d x U 

^ 1 р&и 1 а П к • пго^х 1<u1Ю1 • 14>х 11 г П к 

4 й Р * и « а д , * ^ Ч а . С е 6 

Оставшийся член правой чаотя ( 1 6 ) оценим так я е , как это 

было сделано для задачи с неподвижной границей при получении 

оценки, аналогичной выводимой з д е с ь ( с м . г л . Л в т о р о г о а н ­

глийского издания книги [ I ] ) : 

1 \ U i(.KM)U x.CK)p , t^ULK)dx U 

^ И р ли 1гQr Ы(.кмм : \и х(.к) I1 1 П к £ 
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f % Vi 

4 » Р о и » 4 П к | W ( K M ) 1 6 Q k (Д • \ux\ dx) 4 

(a) 

Используем все только что полученные неравенства для 
оценим правой части (16): 
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..a 

(22) 

Займемся теперь изучением первого члена левой чаотя (22). 
Для этого заметим, что воли вектор V е L x ( П ) и tf= 

= р\Г © - е г о ортогональное разложение, то, 
умножая это равенство скалярно на V Ф « и интегрируя, по­
лучим 

^ UV<Nx = ^ х Ф х с А х (23) 

при любой скалярной функции Ф из UT. ( П ) . 

Обозначим через Y J % \ C L ) гильбертово пространство,) 

состоящее из скалярных функций 4 Ч Х ) & VI% ( Д ) , подчи-
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няющихся условии ^ Фо1х гО , Скалярное ярой г ведение в ней 
введем тан: п 

Тождество (23) однозначно определяет 1 и з W l v f l ) г о 

•О" и з Ь г ( П ) . Действительно , (23) можно з а п и с а т ь в виде 

г ^ 1 Г У <Nx. (23) 

а 
Правая ч а с т ь е г о , к а к л е г к о в и д е т ь , определяет линейный 

функционал над ^ в W x ^ П . ) . в силу теоремы Риоса ею 
можно п р е д с т а в и т ь в виде скалярного произведения [ Л ( V ) , $ ] 
причем А ( V ) определяется по IT однозначно . Этот элемент 

A ( V ) и з \л / г ( f l ) и е с т ь , очевидно, искомое решение ^ из 

$1 ( П ) . 

Первый член в (22) представим т а н : 

U . o o p ^ u w d x =-^ pK-U^Hc)AU(K)dx = 

1 . \ щк-ц-ркцос-0. j 
= - \ Л Л . С Ю Л и С о а х - J ^ &U(.K)Q,X = (24) 

= \ ^ x i w ^ x L K ) d x - ^ ds -
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учитывая : р * и ( к ) = V U K ) . Н о 

( 2 5 ) | 

Ниже будет доказано, что 

llHK-i)1^4 C<d (b I U x x (.к-0 » а Л и • £ ^ x C K - i ) 8 i a ) ( 2 б ) I 
; 

е любым ь & ( 0 Д 1 • Кроне т о г о известно, что для любой функ­

ции i i i s W j l f l ) ' . • 

I И х \% < - С ( Л 1 ^ х х iа |й + Т I W , * г , а ) ( 2 7 ) 

с любым Ь е ( 0 , 1 ] . ( с м . ниже неравенство (51 ') ) . В силу 

( 2 6 ) и ( 2 7 ) и з ( 2 5 ) получим 

U б С с д Ы г д х х И а , а м ^ 1 Ы х ! 1 а ^ ) * 

( 2 8 ) 

Элемент же и ( . к - 4 ) - р к U ( K - 0 имеет вид ^ , и 

для него в силу ( 2 3 ) имеем: 
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U ( . К - П ? Ф d x щ» V Ф t ( П к ) (29) 

Преобразуем правую часть (29) , помня, что Щ К -1н3 1 0 ( . Е . Д 

^ ^ х Ф х d x = - ^ Ф dur U (к-1) d x + 

^ щ к - о - п . Ф ds = ^ u a ( . K - n ^ d s . 

к 
Отсюда следует 

I \ ¥ Х Ф Х d x U 

4 I I uп. ек - <) II V k I IФ» , i S k 4 с г l u u-1) ! 1 i S k ft Ф х I ^ , 

, ввиду произвола Ф , 

И х 1 г а к - l U t K - n - p ^ C K ^ j l ^ ^ C j I u i K H ) ! ^ . (зо) 

Благодаря (30) и (26) 

I I I 

4 С, Сг II& u II 1 < П к ( Ы U x x 1 1 ^ + | 114,1 ^ м ) 

(31) 



и потому из (24) в силу (28), (31) и (7) получим 

Д гц1К)р к д U ( K ) d x > 

(32) > \ u x l н о v ^ t o d * - c s u l p ьи 1 г

4 п к

 + 

Заменим первый член в (22) меньшей величиной из (32), з а ­

тем полученные н е р а в е н с т в а просуммируем по К oi к « 1 до 

К = ил , приведен подобные члены, умножим на К , учтем 

условия (5 ) , (8) и оценку (15) ж выберем в с е 6 с т о л ь м а ­

лыми, чтобы коэффициенты при ^ Р ^ и й г а и 

Ирли if, п были бы не больше ~ . В 

р е з у л ь т а т е э т о г о придем к н е р а в е н с т в у 

(33) 

4 £ . c k £ ' I i 4 B | V l u * l \ £ M p & u t * _ . 
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Прибавим ж наму неравенотво (22) с К = i , уагаоже; эое на 1г , 

причем учтем, что ввиду i l iO) j . = iloK, 1 = О ври 

К = 1. вместо (24) справедлив Ч | | р Е е т в о 

U . U ) p 4 & U ( l ) o i x » ^ Uxi и Ш / и ) с 1 х . ( 3 4 ) 

Это дает 

(35) 

Для первого члена левой чаоти ( 3 5 ) в силу ( 1 0 ) и того, 

что U ( X , t(«) = 0 для X 5 Q k , верно неравенство (II) 

с функцией 1Д Х вместо U именно: 

\ U x l ( K ) W x ( K ) d x 
Kxl 

( 3 6 ) 

Поэтому из ( 3 5 ) следует 
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t ' О?) 

щш т = 1,2 [ £ ] , ССЦ = * С г ) . 

Из этих н е р а в е н с т в можно заключить, что на некотором и н ­

т е р в а л е [о,\~\ .величина, стоящая в левой части (37), не пре-

восходит некоторой постоянной С для ^ 4 m o = 1 ^ ) » 

причем Т и С определяются C s , С ц и R U х И х л 0 

Действительно, отбрасывая сначала второй член левой части (37) 
и обозначая правую ч а с т ь ( 3 7 ) через \(УП) , получим 

l u x l * f t m 4 X i m ) , т « 1 Д , . . . т п в , ( 3 8 ) 

£ [ u m ) - x i m - i ) ] = 

( 3 9 ) 

Подсчитаем, для каких иг выполняется неравенство 1{т% 

4 М X И ) I где М - число, которое будет выбрано 

114 



ниже (М > 1 ) . Пусть ХСК) 4 М 1 ( 1 ) для К 4 пг . Тогда 

и з (39) получим 

Х ( К ) 4 U * l C „ k М X l ( i ) ) 1 ( 1 ) 4 

4 в Х р \ ^ С Ч MV ( D ( K - l ) K i H i ) . 

(40) 

4 ! > и ч к hVci ) ] X ( K - 0 , 

считая k , удовлетворяющим условию 

C„k rfVtl) 4 -j . («) 

Далее, из (40) следует 

(42) 

Это неравенство верно, пока ИСК) 4 М H i ) , т . е . для 

К , удовлетворяющих условию 

е х р | о , С ц М Ч Ч 1 ) ( К - 1 ) Ц 4М. ( « ) 

Легко подсчитать, что при М = \ / в величина ( К - 1 )К , 

удовлетворяются (43) со знаком равенства, имеет наибольшее 

возможное значение. Поэтому возьмем M = V ¥ и обозначим, че-

рез 1 число ( й с й е % Ц ) ) . П р и к 4 i + [ ] 

будет выполняться (43) с М = \ Г ё " , а следовательно и оценка 

ХЧК) 4 V e Х(1) • Возвращаясь к ( 3 7 ) , находим, что 
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% т % 

I t » x \ Л т + v l l £ IPAU 1 г а к 4 ^ 1 1 10 (44) 

для m 4 A + ] s . Величина же оценивается 

через известные вам величин и з (37) при № = 1 » именно 

1 Ы Х ( П 1 6 1 ( 4 ) = С 3 + С ц к 1 « х С с 1 « х Г 1 1 й 1 , 

и потому 

fill I, 
4*4 

1 W ) 4 5 , C S ( « 5 ) 

при k , удовлетворяющих уолох 

Условие (41), наложенное на к выше, будет выполнять­

с я , если мы потребуем о т К , кроме (46), удовлетворения не­

р а в е н с т в у 
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1 I Л 

К 4 1&C„CS е) . . (47) 

Напомним, наконец, что при доказательств® неравенства (15) 

( а оно использовано при данном выводе), мы предполагали 

к 4 С ч ) , C 4 = l + ( . v ) С 4 , где " С " в з я т о иа (5 ) . 

Неравенства (44) и (45) с учетом н е р а в е н с т в а (7) дают 

оценку 

К С и ' ЬГ . ' Ч ^ с , ( . 8 ) 

при m= i ,2, . . . ,m 4 s[] j] , г д е Т , = Ci6 с* с ч е ) \ 

Из (48) и системы (4) получим оценку для 1Л- . В силу (4) 

0<." 

-рК UK-lK- i ) + % w) u X i ( K ) * п а ю 4>ж. (к) -

сг I Р ШК-1)-ЩК-1) 
" ^ i + At ' ^ 
Из этого соотношения, оценок (26) и (30), равенства(34), 

оценок членов, стоящих в правой чаотн (16), данных после фор-
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мулн (20) i уже установленной оценки (48), получим 

Ь-Il ^ _ W 4 C f e , m = 1 Д , • • • m t. 

Это неравенство вместе о (48) дзет вторую основную да 

нас оценку 

• ^ » » U + K t ^ ^ " U + t u i w * i f t l . ) ) 4 c ^ ( 4 9 ) 

•при m= I , 2, . . . m4 ] , где T 4 - (.16 С * с ч е) . посто­

янная С , общая дая всех достаточно малых к ( к , удовлет­

воряющих требованиям (46) и ( 4 7 ) ) . 

Для завершения доказательства оцени* (49) нам.осдеаое» 

проверить справедливость неравенства (26). Мы докажем (2б)дия 

любой скалярной функции Щ Х ) , используя лишь т о , что она 

принадяежнй W4 (О к . г ) (\ w t (, О. к . 4 ) и равна нулю вне 

П к . , . Относительно изменения границы S t предполо-

жим, что оно проноходит со скороотью, не превышающей никоторо­

го числа ft о , точнее считаем, что для всех tX i k 0 и всех 

t е [О.т] '. I ) множество точек Cl% * Г Ц ^ содер­

жит П t , где есть приграничная к St по­

лоса [ S t , S t +j!>eut ht ] ширины | > 0 &t ( т . е . совокуп­

ность точек X , расположенных на внешних к S t нормалях 

и отстоящих от вдоль этих нормалей на расстоя­

ние, не большее J i 0 e . t ) и 2) приграничная к S t . u t полооа 
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*V*l П n t , 6 t < ̂ - t - a , At СООТОИТ и з точек 

X , расположенных на внутренних к S t . u t нормалях а о т ­

стоящих от 5 t . & t на р а с с т о я н и е , не большее р 0 At ) . Из 

условий I ) и 2 ) видно, что S t при в о з р а с т а н и и t может 

" р а з д а в а т ь с я " о любой скоростью, а " с у ж а т ь с я " с конечной. 

Итак, нам надо оценить ^ -и* ( X ) d s , з н а я , что 

U * W J [ 4 n w t ) n & i t n t _ 4 t ) * и U (Х)НО для 

H t . 4 t . В силу условия I ) функция К (.ОС) равна 

нулю на внешней границе Г Ц ^ , поэтому , к а к хорошо и з ­

в е с т н о , 

^ иЧь 4 cjb0 At ^ u x d x = Cjbeut ^ t i x d x . 

Учитывая условие 2), отсюда заключаем, что 

Д t f d s 4Cji 0 At ^ t ^ d x ^ f o A t ^ u x d s d<t, (50) 

Ч * W 0 s* 
•с 

г д е через S обозначено семейство поверхностей $ t . A t • » 

п.. . ( т - е . о е с т ь совокупность к о н ц о в внутрен-

них нормалей к S t . A t длины % ) . Величину tX считаем 

при этом столь малой, что , 0 4 t 4ft 0 ut , с о с т а в -
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ляют регулярное семейство координатных поверхностей. Далее 

взвеотно, что в области П . , ограниченной гладкой поверх­

ностью S . для любой U4XV& W t (П.) . справедливо н е ­

равенство. 

^'|tfix)lds A C ^ U V l t l V ^ i y d x (51) 

о постоянной с,определяемой линь "нормой" 5 в С* . 
г 

Применяя его ж М = 1 1 х , получим 

( f • S" • % 

\ u l

f c dx 4 с \ \ и А + [ £ ^ l i ^ i ^ f ] ] d x 4 

4С 

(51') 

4 С \ U U x x + ( 1 + | ) ^ х 1 dx 

с любым ь>о . Подставляя эту оценку в (50), придем после 

элементарных' оценок ж желаемому неравенству 

^ u*ds 4 c t (jb0tXf ^ ( t w x x • j- t £ ) dx, ь с- to, u . 

л, 

•« Тем самым вывод оценки (49) закончен. 

. § 3. Устремим теперь К к нулю. Функции 1Де1дХ) будут 

при этом сходиться к И 0 (X) в Wx ( Е а ) , a 3 \(хД) к 
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т t x , . Обозначим ч е р е з u h в е к т о р - ф у н к ­

цию, определенную наии выше на сечениях П к , к*0,1,...[-р- ] ; т 0 , 

к а к решение з а д а ч (4) с Дt = к , причем u h t X , t K ) считяетоя 

продолженной нулей вне П К . Заключил Q в цилиндр 

Q T = £1 * СО , Т ) и построим по в Q m o k = 
П* t O , m 0 Ь ) непрерывные функции u ' h ( X , i ) , с о в п а ­

дающие с Vl h не сечениях t = к ! , к * 0 , 1 , . . - пг„ t и л и ­

нейные по t для t *СЧк-1)1г, К К ) . Как л е г к о в и д е т ь , такие 

функции принадлежат З г ' 0 ( Qm0w ) * т . е . соленоида л ь ­

ны, обращаются в нуль на боковой поверхности QW ob и имеют к о ­

нечную норму 

причем в силу (15) величины 11ТЛ. \ ~ i ) 0 , п ч р а в н о ­
г о (**">,U 

мерно ограничены. Поэтому из 11Д ц ̂  можно выделить п о д ­

п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь , к о т о р а я слабо сходится в i',o ( Q r - f c ) 

( £ - произвольно-малое ) к некоторому элементу t l (X , t ) и з 

l i ' . o ( Q T ) . Т . к . в любой точке C X , t ) e Q T N Q T 

в с е функции u'h , начиная с д о с т а т о ч н о малого К , равны 

нулю, т о и и в них равно нулями потому i u x , t ) t ^Ji*o ( Q T ) -

Д а л е е , Wy, ( К ) £ W L 0 , поэтому для лю­

бой области Q , отстоящей о т боковой поверхностн и 

в е р х н е г о основания Q 1 на положительное р а с с т о я н и е , в с е 

функции и'^ , начиная с некоторого К , принадлежат 
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и их аоршв 

'х о! 

ограничены постоянной С , не зависящей ни ох к , ни от 

О* . Ввиду этого и для предельной функции I n ^ ^ ' ( Q ' ) 4 С , 

а в силу произвольности 0* и fiul^V ^ Q T , ^ 4С 

Осталось показать, что функция U удовлетворяет систе­

ме (3) . Делается это так же, как в [2] ори доказательстве схо­

димости решений разностных уравнений к решению начально-крае­

вой задачи для гиперболических уравнений ( с и . § 6 гл. I ж §§ I-

2 гл. Ш). 

Именно, наряду о интерполяцией введен интерполяцию 

для . Функция il^ (X , t ) на слоях t ~ к к равна 

1 \ (К) = 1 Д К ( Х , Ц ) . а для t fe((K-i)k,Kk] равна 1 \ ( К ) . 

Ясно, что (и^г ) t x , t ) = ° Ц ^ Х ' ^ ) - для t бЦк-1)к, кк) и 

Возьмем гладкую соленоидальнуш вектор-функцию Ф(Х ,Ь , 

равную нулю вблизи боковой поверхности и верхнего основания 

области О.1 . Умножим на к Ф(Х,1) скалярно первое из урав­

нений (4 ) , проинтегрируем полученное равенство по П к , сложим 

по всем К от 1 до ш, , i результат запишем так: 

w r t Q ) 
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ill г 
к.» i 

+ *i <-к>) 4*T ^
+ % i w ^ А к) +ч р ц С к) -

t i u u ( x , t - Ю t ^ . [ x t ; t l x , t ) 4 - K x i L x , t ) -

очитая 1г достаточно нагни. Как показано в § б га. I [2] , вви­

ду оценок (15) и (49) вооиолнення 1 \ и ниеют один и то* 

же предел -ц (слабый в Ь г10,Т')), а функции —j^- , г \ х 

и 1 \ х х имеют своими пределами (слабыми в иг{0. ) ) производные 

~ , ti x я , соответственно. Кроме этого, {^(X.t) 

и U (x,t-W) сходятся к utx.t) сильно в L,4CQ) для любой обия-

GTH Q' описанного выше вида. Функции \ и ^ сходятся к 

Ч* и сильно в 1Ь(С1') , функции ' \ х сходятся 

* И» СИЛЬНО в ЬДСО, • % сходятся х Ф равномерно 

в QT' . Благодаря этому, предельным для (52) соотношением бу­

дет 

\ [ |И _ v*U U x . , и-^х. -<Г 1 Ф dxdt =0 , 

откуда ввиду достаточного произвола Ф я нринадлежности и 
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x W t ' (Q ) о т д у е т , чхо U удовлетворяв» уравнениям ( 3 ) . 

Ихек, доказана теорема: 

Теорема I . З а д а ч а (3) о д н о з н а ч н о р а е -
р е н м м а в W 4 ' {Q.') , г д а Т | - в о л о х х -

х е л ь х о е ч и с л о , о п р е д е л я е м о е 

я х же в е х я ч х х а м х о п р е д е я я е х о я х 

х о р м а Л t A i w v ^QT.J р е ш и и . О б х а о х ь 

QT =\х & n t , t tOJlJ и p и э х а м д о л ж н а 

х м е х ь в у о о ч в о - г л а д к у п г р а н и ц у в Е „ м , 

а г р а н и ц ы о б л а е т е * в Е , д о л ж н ы 

х м е х ь р а в н о м е р н о о г р а н и ч е н н ы е д х я 

в с е х t м э Ю Д ] " н о р м а " > С* х у д о в л е х -

в о р я I ь у с л о в и я м 1 ) и 2 ) о х р а н и ц М 2 6 9 . Н а -

о х о я н х в е , в х о д я щ и е > э х и п р е д н о л о -

i a 1 1 я о г р а н и ц а х , в л и я в х, н а в е л х ч и -

х . Т, м ' l M l y M ^ . 

Из этой творены оледует разревммосхь задачи ( 1 ) , ( 2 ) в 

W%' (Q ') яри тех же предположениях, чхо к в теореме I 

(напомним, чха dvir U c = 0 к <А«х Sf IX, t ) «О ) . Кинотвен-

нооть ревеннй задач ( 1 ) , ( 2 ) и ( 3 ) в классе W '̂̂ Q.1"') докавв-

ваехоя хах х е , хах я для прямого цилиндра QT = П * [ о т ] (дм. 

г х . 71 [ I ] ) . Творена, близкая к теореме I, для прямого цилинд­

ре QT бвла установлена незавиоино Продв [ 3 ] в вами (ом. 

второе английокое издание [ I ] ) , щ Позже Каниелем в 
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Шинбродои 14 ] . 

Еслир1|(х,1)=0и Ф = 0 (или если их нормы достаточны налы), 

то при достаточно малой !1У0(Я.)Й. .t _ . временной ин-

тервал T t существования решения из W t (Q )будет равен 

« о . В самом деле, в этом случав слагаемое C t в правой 

части будет равно нулю и котому вместо (37) будет иметь 

т, 
4 Ш » ! ^ + С ц к £ l U j ^ l M ^ 

В силу (7 ) , или точнее 

из (53) заключим, что для всех m 

если только 

(53) 

^ * Ч п к ^ 1 l P ^ U 4 n « , С » ) 

К ^ П М и ^ , . (55) 

V - C „ f t ' Ш\^*0. (56) 

Оценка (55) вместе с (37) и системой (4) гарантируют не­

равенство (49) при любом т . . 
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Решения Xf задачи ( I ) , ( 2 ) из VI% (Cf ) устойчивы ио от­

ношению и изненеиию ( и Ч* . Инэнно, справедлива следующая 

теорема: 

Теорем* 2 . П у с т ь f \ [ж ^ W j ' l Q ' ) 
о о о т в е т о в у е т р в и & и и е V e - W 4 (Q ) , 

Т о г д а д л я в с е х ! ' s 4 \ д о с т а т о ч м е 

б л и з ж ш ж ж Г и ¥ ш i о р > а х Ц < Д Т ) и W"(CT) 

О О О ! 3 в ! С ! 1 6 В S О , 8 I « в О I В J в I р в И в Я И О 
V и з W. 1 , 1 ) ( е ® в к * в Т ! ),и о н о м а л о 

о т л ш ч а в т о я o s i j 9 в н о р м е W b' I Q-r ) <> 

П р е д п о л о ж е н и я © t ь L O , T } , т е ж е , ч т о 

ш в т е о р 9 и e I . 
Действительно, функция Ч - V - {У + У° - Ц' в) есть ре-

нение задачи типа (3 ) , и как видно из доказательства теорем» 2, 

оно существует в 
W J 1 I C O , и его норма в 

л » , если только i | - Г 1 L%(Q^ и | Ц> - ly," ^ 

достаточно нал»с 

Заметим, что такой же устойчивостью обладают и другие обоб­

щенные решения, изучении в [I] . 

Для случая юшско-жаршедьныж потоков разрешимость имеет 

место в W** ( Q . T ) Hfi любом промежутке времени Т .Дока­

зывается это таж же- как и теорема I , только оценка основно­

го нелинейного члена в (16) вместо ( 2 1 ) проводится иначе: 

| \ t ^ C K - D U x . C i O p * A t U K ) d x 1 * 
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г— % % % (/» 

4 Я i p^ f t a n - нчаа,пк.; 1 mj С 
% % 

<*Щ< с 8 р л и 1 1 П к i l t i j ^ tu%\aH
 6 (21) 

этом « в вспользовалн веравввотво ( i ) § I гл. I [ I ] в ве ­

ре вввотва (7) в (15) данной работы. Благодаря (21 ) внеото(37) 

получим 

(37) 
1 % 

Обозначив правую ч а о » этого н е р а в е н с т в а через %{Щ , из 

(37) получав: 

А [ 1 C m ) - * ч т - | ) ] = с ц Ищ | * 1 0 • I u J * 4 

6 С ч Х ( т - 1 ) Ш * \ Ч а т , 
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откуда 

Km,) Ы\+Сщк l t J , l * f t J i t m - D f c C i * ^ K U i l ^ a J . . . 

... O + ^ W l ^ l ^ t W ^ e . *(o), 

т . е . (принимаем во внимание оценку (15) ) Uim. ) , a потону • 

левая ч а о » ( 3 7 ) , равномерно отранмчева для всех I T U O , . . . , [ £ ] . 

Таким образом, имеет место 

Теорема 3 . В с л у ч а е в л о о в о-в а р а л л е л ь -

н н х в о т о в о в з а д а ч и ( 1 ) , ( 2 ) ж ( 3 ) о д н о з н а ч -

н о р а в р е н м м в в ( Q , ) н р м л в б о м Т , 

е о л { , ж S t , t * t O , T l , у д о в л е т в о р я ю т 

с е м ж е у с л о в и я м , ч т о ж в т е о р е м а I . 
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