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А н н о т а ц и я 

Устанавливается новая особенность динамики резонансных гиперболиче­
ских краевых задач — высокомодовая буферность. Суть данного феномена 
в том, что при подходящем выборе параметров в системе реализуется любое 
фиксированное число устойчивых циклов, бифурцирующих из нулевого положе­
ния равновесия на конечном числе высоких мод (младшие и, наоборот, слишком 
высокие моды при этом не возбуждаются). 

A b s t r a c t 

A. Yu. Kolesov, N. Kh. Rozov, V. G. Sushko, Specifity of the auto oscillatory 
processes in resonance hyperbolic systems, Fund anient aln ay a i prikladnaya matem-
atika vol. 5 (1999), № 2, p. 437-473. 

The new feature of dynamics of resonance hyperbolic boundary value problems — 
high mode buferness is established: at a suitable choice of parameters, any fixed 
number of stable cycles arising from a zero position of equilibrium on finite number 
of high modes is realized in the system. 

Введение 
Предположим, что в задаче об устойчивости нулевого положения равно­

весия некоторой гиперболической системы реализуется критический случай 
счётного числа чисто мнимых собственных значений, а при изменении неко­
торых параметров, входящих в эту систему, происходит смещение части спек­
тра устойчивости в правую комплексную полуплоскость. Тогда естественным 
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образом возникает вопрос о существовании и устойчивости автоколебаний 
такой системы, бифурцирующих из нуля. 

По-видимому, первой публикацией, посвященной данной проблеме, являет­
ся статья А. А. Витта [1]. Из её результатов, а также из значительно более 
поздних работ [2-6] следует, что при отсутствии неких резонансных соотноше­
ний между собственными частотами системы чаще всего в ней реализуется 
ситуация, называемая буферностью. Суть феномена буферности заключа­
ется в том, что подходящим выбором параметров системы можно добиться 
одновременного существования в ней любого a priori заданного конечного чи­
сла устойчивых циклов (периодических по времени режимов). Более того, 
как показано в [5], в некоторых нерезонансных гиперболических уравнениях 
имеет место даже гипербуферность, т. е. наличествует сразу счётное число 
устойчивых периодических движений. 

Предположим теперь, что при изменении параметров гиперболической 
краевой задачи спектр её собственных частот становится резонансным, а 
точнее говоря — эквидистантным (это означает, что если занумеровать все 
собственные частоты в порядке возрастания, то расстояния между любыми 
двумя соседними из них будут одинаковы). В таком случае автоколебания 
в системе, бифурцирующие из нуля, могут обладать рядом специфических 
особенностей. При анализе содержательных примеров, главным образом из 
радиофизики, были обнаружены следующие закономерности. 

Во-первых, переход в гиперболической системе от нерезонансного случая 
к резонансному может способствовать феномену буферности: увеличивается 
количество сосуществующих устойчивых циклов, а также расширяется диа­
пазон изменения параметров, в котором наблюдается само явление буферно­
сти. Специфика же резонансности здесь проявляется лишь в том, что часть 
устойчивых циклов теряет гармоничную форму. С подобной ситуацией мы 
сталкиваемся, например, при исследовании автоколебаний в длинной линии с 
туннельным диодом [7]. 

Во-вторых, как показано в [8], переход от нерезонансного случая к резо­
нансному может вызвать и прямо противоположные последствия: диапазон 
параметров, в котором реализуется феномен буферности, существенно сужа­
ется и соответственно уменьшается количество устойчивых циклов. Более 
того, при прохождении параметров через конечные критические значения все 
циклы последовательно разрушаются за счёт градиентных катастроф, т. е. 
становятся разрывными, оставаясь при этом ограниченными в С-норме. Та­
ким образом, в данном случае переход от нерезонансного спектра к резонанс­
ному характеризуется следующей схемой: 

буферность —У градиентные катастрофы —У разрывные колебания 

Добавим ещё, что сама по себе резонансность может служить источником как 
релаксационных [9], так и разрывных [10] колебаний. 

В-третьих, при эквидистантном спектре собственных частот может про­
изойти синхронизация всех мод: в системе реализуется единственный устой-
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чивый цикл, несмотря на то, что количество возбуждённых мод любое. Такой 
эффект обнаружен в предложенной Ю. С. Колесовым модельной гиперболиче­
ской краевой задаче, описывающей колебания в резонансной струне с учётом 
упругого трения (анализ этой задачи проведён в [4]). 

В настоящей работе показывается, что приведённый выше список харак­
терных особенностей динамики резонансных гиперболических систем допус­
кает продолжение. А именно, выявляется новая специфика автоколебаний в 
резонансных системах — так называемая высокомодовая буферность. Она со­
стоит в том, что в системе могут быть устойчивыми только те периодические 
режимы, которые бифурцируют на конечном числе высоких мод; младшие же 
и, наоборот, слишком высокие моды не возбуждаются. 

Изложение представляет собой подробный анализ конкретного приме­
ра — математической модели одного радиофизического устройства (авто­
генератора с ДС^в-распределёнными параметрами в цепи обратной связи), 
представляющей собой классическую линейную систему телеграфных урав­
нений с нелинейностью в одном из граничных условий. Использующийся 
математический аппарат — метод бесконечномерной нормализации. Э т о т 
метод является специальным вариантом асимптотического метода Крыло-
ва-Боголюбова-Митропольского [11] и смыкается в алгоритмическом плане 
с методом квазинормальных форм Ю. С. Колесова [12,13]. 

§ 1. Метод бесконечномерной нормализации 
и его обоснование 

1.1. В ы в о д м а т е м а т и ч е с к о й м о д е л и . Рассмотрим автогенератор, 
блок-схема которого представлена на рис. 1. Будем считать, что его электри­
ческие параметры L,C,R,G равномерно распределены на отрезке О <С x <С 1, 

|—* £ 

Рис. 1 
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а в точке х = 0 сосредоточена вспомогательная ёмкость Со- Тогда, как из­
вестно, переменные составляющие напряжения u(t, х) и тока i(t, x) в длинной 
линии 0 <С х <С 1 связаны системой телеграфных уравнений 

их = —Ri — Lit, ix = —Gu — Сщ. (1-1) 

Относительно нелинейного элемента предположим, что ток га через него за­
висит от приложенного напряжения ис по закону га = f(uc), где стоящая в 
правой части нелинейная функция / — характеристика усилителя — имеет 
график, показанный на рис. 2. Здесь величина гао определяется постоянным 
напряжением иСо, а точка А на характеристике усилителя соответствует ре­
жиму его работы при отсутствии колебаний и называется рабочей точкой. 

1с 

ч 

Рис. 2 

Для однозначного определения напряжения и силы тока в линии по задан­
ным начальным условиям необходимо задать ещё граничные условия на её 
концах. Следуя [14], при их выводе воспользуемся законом Ома для участка 
цепи и первым законом Кирхгофа, согласно которым 

i\x=1 = u/Rbx\x=1, (1.2) 

ina = ia + i\x=0 + io\x=0 + ic0, (1-3) 
где Rbx — входное активное сопротивление усилителя, г'о(ж) — постоянная со­
ставляющая тока, явный вид которой для нас несуществен. Учитывая, далее, 
что ис = и\х=1 + г*оU=ij ГД е ио{х) — постоянная составляющая напряже­
ния, и аппроксимируя полиномом третьей степени участок характеристики / 
в окрестности рабочей точки А (выделенный на рис. 2 жирно), приходим к 
равенству 

ia = гао + s0u\x=1 + siu2\x=i - s2u3\x=i; 
здесь so, S2 > 0, а знак s\ произволен. С другой стороны, для участка цепи по 
закону Ома 

«Да = {Е- и\х=0 - u0\x=0)/Ra, 

1 

/ 
/ / / / 

<i" 
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где Ra — выходное сопротивление усилителя. Кроме того (см., напри­
мер, [15]), ток смещения г'с0 через конденсатор определяется равенством 
г'с0 = Сощ\ 0. Подставляя три последние равенства в (1.3), для перемен­
ных составляющих и, г окончательно получим 

RaAx=0 + ЯаС0щ\х=0 + и\х=0 + /30и\х=1 + / W U = i - f32u\=1 = 0, (1.4) 

где /3j = RaSj, j = 0 ,1 ,2 . 
Итак, математической моделью рассматриваемого генератора служит кра­

евая задача (1.1), (1-2), (1-4). Для удобства последующего анализа выполним 
в ней нормировки t/\/LC —> t, \JLjCi = v. В результате приходим к краевой 
задаче 

Щ = -vx ~ £iw, vt = -их - e2v, 
v\x=i = A*i«L=i . (1-5) 

H2v\x=o + aut\x=0 + u\x=0 + /30u\x=i + /3iu2\x=i - /32u3\x=i = 0, 

где £ l = Gs/LjC, e2 = R^/C/L, щ = R^^/LjC, /Л2 = Ra^Cjb, a = 
= RaCo/\/LC. 

Всюду ниже задачу (1.5) будем изучать при дополнительных условиях 

lii = fi2 = 0, e i = 0 , е2 = е -С 1, /?i = 0. 

Первые два из них означают предполагаемую идеальность усилителя, а че­
твертое — малость нормированных активных потерь в линии. Условия же 
Е\ = 0 (нулевая проводимость) и /?i = 0 (симметричная характеристика / ) 
накладываются для простоты, так как все последующие выводы сохраняются 
и при отказе от них. 

Учитывая эти дополнительные условия в (1.5), констатируем, что объект 
дальнейшего анализа — краевая задача 

Щ = ~vx, vt = -их - sv, 
(1.6) 

v\x=i = 0, -avx\x=0 + и\х=0 + (Зи\х=1 - и \х=1 = 0. 

Здесь /?0 = /?, /?2 = 1 (последнего добиваемся за счёт подходящей нормировки 
переменных и, v), а слагаемое ащ\х=0 во втором граничном условии заменено 
на —(xvx\x=0 в силу первого уравнения системы. 

1.2. Р а з р е ш и м о с т ь з а д а ч и К о ш и и л и н е й н ы й анализ . В качестве 
фазового пространства — пространства начальных условий (и(0, х), v(0, x)) — 
краевой задачи (1.6) возьмем гильбертово пространство V, состоящее из 
вектор-функций класса W2

1([0, 1];Ж2), удовлетворяющих первому граничному 
условию из (1.6). Доказательство её однозначной нелокальной разрешимости в 
пространстве V базируется на следующем специальном приёме, предложенном 
А. А. Виттом [16]. 
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Дополним краевую задачу (1.6) начальными условиями 

u(0,x) = f1(x), v(0,x) = f2(x), (fltf2)eV, (1.7) 

и рассмотрим для простоты случай е = 0. Тогда решение системы уравнений 
из (1.6) с начальными условиями (1.7) запишется в виде 

u = e1(x + t) + e2(x-t), v = e2(x-t) -e±(x+t), (1.8) 

где 

Ч*) = №) - f2(t)}/2, 02(t) = [Mt) + f2(t)}/2. (1.9) 

Однако для того чтобы пользоваться формулами (1.8) при всех t, необходимо 
продолжить функции (1.9) с отрезка 0 <С t <С 1 (на котором они заданы в 
силу (1.7)) на всю ось t. 

С этой целью подставим (1.8) в граничные условия из (1.6). В результате 
приходим к системе уравнений 

0 2 ( 1 - * ) = < Ч * + 1 ) . 

- аЩ-t) - 6[(t)] + (?!(<) + 92{-t) + (1.Ю) 

+ /3[^i(l + t) + e2{l- t)] - [^(1 + t) + e2{l- t)]3 = 0. 

При анализе системы (1.10) сначала с помощью первого из этих равенств и 
вытекающих из него соотношений 92{—i) = 9\{t + 2), 9'2{—i) = — #i(t + 2) 
исключим в2. В итоге получим дифференциально-разностное уравнение ней­
трального типа 

a[0i(< + 2) + (?!(*)]; + e1{t + 2)+ 9^1) + 2 / З Д + 1) - 80? (i + 1) = 0, (1.11) 

которое (согласно (1.9) и первому равенству (1.10)) следует дополнить началь­
ной функцией 

e°(t) = i 9l{t) при ° ^ * ^ 1 ' 
l l ' \e2(2-t) при l ^ t ^2. 

Интегрируя уравнение (1.11) методом шагов (см., например, [17]), однозначно 
определяем 0i(t) при всех ( ^ 2 и ( ^ 0, а затем, привлекая первое равен­
ство (1.10), находим и 92{i), —со < t < оо. Остается отметить , что поскольку 
# i ( l ) = 6 , 2 ( 1 ) , 

то 0®(t) G 11^(0, 2), а значит и функции в\ (t), в2 (t), принадлежат 
классу W2 на любом фиксированном отрезке. 

При е > 0 ситуация в принципе не меняется. В этом случае, интегрируя 
систему из (1.6) методом Римана (см., например, [18]), вместо (1.8) получим 
формулы 
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x+t 
b2t f J'(X) 

u(t,x) = exp(c0t)\e1(x + t) + e2(x-t)-— / f1(z)^j-^dz-
X — t 

x-\-t x-\-t 
6 f fi(z)MX)dz + ^ J f2(z)^(z-x)dz 

x — t 
x+t 

Г b2t f J'(X) 
v(t,x)=exp(c0t)le2(x-t)-e1(x + t)-— / f2(z)^j-±dz-

X — t 

x-\-t x-\-t 

- \ J f2(z)Jo(X) dz + ^ J шЩр-(г - x) dz 
x—t x—t 

где со = —e/2, b2 = e 2 / 4 , A = b\J(z — x)2 — t2, Jo(X) — функция Бесселя 
нулевого порядка, а штрих означает производную по А. Подставляя их в гра­
ничные условия из (1.6), приходим соответственно к интегральному и инте-
гро-дифференциальному уравнениям, решения которых, как и выше, строятся 
методом шагов. 

Проделанный анализ показывает, что решения смешанных задач (1.6), (1.7) 
определены при всех ( £ Ё и порождают в V сильно непрерывную по t группу 
нелинейных операторов T(t,w), w = (и(0, х), v(0, x)). Из способа построе­
ния этой группы вытекает также, что она гладко (по Фреше) зависит от 
начального условия w и параметров. А это, в свою очередь, позволяет рас­
пространить на краевую задачу (1.6) практически без изменений основные 
положения качественной теории обыкновенных дифференциальных уравне­
ний — теоремы Ляпунова и Андронова-Витта об устойчивости по первому 
приближению, утверждения об интегральных многообразиях и т. д. Отме­
тим ещё, что все сказанное сохраняет силу и для других рассматриваемых 
ниже краевых задач, ибо порождаемые ими группы обладают аналогичными 
свойствами. 

Поскольку в дальнейшем мы будем интересоваться периодическими реше­
ниями краевой задачи (1.6), бифурцирующими из нулевого состояния равно­
весия, то сначала исследуем его на устойчивость. С этой целью отбросим 
во втором краевом условии из (1.6) нелинейность и положим в получившейся 
линейной краевой задаче 

u(t, х) = hi(x) exp(At), v(t, x) = h2(x) exp(At). (1-12) 

В результате для определения hj(x), j = 1,2, приходим к краевой задаче 

h[ + (X + s)h2 = 0, /i'2 + A / i i = 0 , ' = d/dx, 
А2(1) = 0, -aA' 2(0) + Ai(0) + /?Ai(l) = 0. ( Ы З ) 

Непосредственная проверка показывает, что А = 0 и А = — е не являются 
собственными значениями задачи (1.13). В случае же А ф 0 и А ф —е решение 
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системы из (1.13), удовлетворяющее первому указанному там же граничному 
условию, имеет вид 

h\(x) = cch/i(x — 1), Л2 = —A//- csh/i(x — 1), (1-14) 

где fi2 = А(А + е), а с — произвольная постоянная. Подставляя его во второе 
граничное условие из (1.13), получим характеристическое уравнение 

( H - a A ) c h / / + /? = О (1.15) 

Несложный анализ приводит к выводу, что, во-первых, при е = /3 = 0 урав­
нение (1.15) имеет один вещественный корень А = — 1/а и группу простых 
чисто мнимых резонансных корней 

A = ±iw„, ш„ = тг(2п - 1)/2, п = 1 , 2 , . . . , (1.16) 

которым отвечают периодические решения (см. (1.12), (1.14)) 

и = exTp(±iu>nt) cosu>n(x — I), v = =рг exp(±iw n t ) s inw n (« — 1); (1.17) 

во-вторых, при отходе от особенности, т. е. при 

0 < е « 1 , (3 = Рое, Д , ~ 1 , (1.18) 

корни (1.16) переходят в Ап(е), А„(е) и допускают равномерную по п асимпто­
тику 

An (e) = iujn + e 

Отсюда, в частности, следует, что при подходящей увеличении Д] каждая па­
ра Ап, Ап с фиксированным нечётным номером п переходит общим образом в 
полуплоскость Re А > 0. Отметим ещё, что при любом фиксированном Д] > 0 
количество собственных значений (1.19) с положительными действительными 
частями конечно, однако стремится к бесконечности при Д] —> оо. С физиче­
ской точки зрения последнее вполне естественно: увеличение энергетического 
параметра Д] повышает степень неустойчивости нулевого состояния равнове­
сия. 

1.3. О с н о в н о й р е з у л ь т а т . Проделанный линейный анализ позволяет 
предположить, что, как и в классической бифуркационной теореме Андро-
нова-Хопфа, автоколебания, возникающие в краевой задаче (1.6) при услови­
ях (1.18), должны иметь порядок у/ё (по норме пространства V.) Во всяком 
случае, ниже мы будем интересоваться вопросами о существовании и устой­
чивости именно таких автоколебаний, а значит, анализу подлежит краевая 
задача 

Щ = ~vx, vt = -их - sv, 

v\x=i = 0, -avx\x=0 + u\x=0 + e[/3u\x=i - u3\x=i] = 0, 

получающаяся из (1.6) при заменах Д/е —у /3, и/у/е —У и, v/у/е —у v 

д, о(ё2 (1.19) 

(1.20) 
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Напомним, что при е = 0 краевая задача (1.20) имеет счётное число ли­
нейно независимых периодических решений (1.17). Поэтому, следуя методике 
работ [12,13], при е > 0 её автоколебания будем искать в виде 

и = uo(t, s, х) + eu\{t, s, х) + . . . , v = vo(t, s, x) + ev\{t, s, x) + . . . , (1-21) 

где s = et, u\(t + 4, s, x) = u\(t, s, х), v\(t + 4, s, x) = v\(t, s,x), 

vo 

о = '^2[z„(s) exp(iojnt) + zn(s)exp(-iojnt)]cosojn(x - 1), 
n = l 

oo 

= -i^2[zn(s) exp(iujnt) - Jn(s) exp(-iojnt)]smojn(x - 1), 

(1.22) 

а неизвестные (подлежащие определению) комплексные «амплитуды» zn та­
ковы, что сходится ряд с общим членом w^ |z n | 2 (в этом случае ио,г>о G W\ 
по х). 

Подставляя ряды (1.21) в (1.20) и приравнивая коэффициенты при е, для 
нахождения и\, v\ приходим к краевой задаче 

ди\ dvi duo dvi du\ dvo 
dt dx ds ' dt dx ds 

^iU=i = 0, -advi/dx\x=0 + ui\x=0 + [/3u0\x=1 - ul\x=1] = 0. 

Решения последней будем искать в виде рядов той же структуры, что и соот­
ветствующие неоднородности, т . е . в виде 

Ml 

vi 

^2 Ап (s, x) exp(iuint) + An (s, x) exp(-iuint), 
ra = l 

00 

^2 Bn(s, x) exp(iojnt) + Bn(s, x) exp(-iojnt). 

(1.23) 

На этом пути получим, что 

В„ 
dA„ dz„ 

z„. sinuin(x - 1) 
dx \ ds 

а коэффициенты Ап определяются как решения краевых задач 

d Anjdx + uinAn = iujn (2dzn/ds + zn) cosujn(x — 1), 

dAn/dx\x=i = 0, An\x=0 =-fn/(l +aiojn), n = l , 2 , . . 

здесь fn — коэффициент при exp(iojny) ряда Фурье функции j3w — w3, где 

1.24) 

1.25) 

w(s,y) = ^ [ z n ( s ) e x p ( i w n j / ) + zn(s) ехр(-гшпу)]. (1-26) 
ra = l 

Условия разрешимости задач (1.25), в чем нетрудно убедиться, имеют вид 

d ^ + 2-lzn = i{;lT~lfn
) „ = 1,2,... (1.27) 

ds I + агшп 
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Исключая, далее, с помощью этих равенств dzn/ds из (1.24) и уравнений (1.25) 
и решая получившиеся в итоге краевые задачи для Ап, приходим к формулам 

Ап = (-1)"fn(l + aiwn)-1^ - i)smcun{x- l ) , 

Вп = (i/ujn) [dAn/dx - i (zn/2 + г ' ( - 1 ) " _ 1 / п ( 1 + агшп)~г) smujn(x - 1)] . 

Равенства (1.27) будем рассматривать как счётную систему дифференциаль­
ных уравнений для нахождения неизвестных амплитуд zn. Привлекая функ­
цию (1.26) и вспоминая об определении фигурирующих в (1.25) коэффициен­
тов / „ , убеждаемся, что она «сворачивается» в краевую задачу 

ад [dw/ds + w/2] /ду + dw/ds + w/2 + /3w(s, у — 1) — w3(s, у — 1) = О, 

w{s,y + 2) = -w(s,y), 

которую следует рассматривать в фазовом пространстве Е антипериодиче­
ских с периодом 2 функций w(y) класса W\• 

Как будет показано ниже, система (1.27), а значит и краевая задача (1.28), 
представляет собой укороченную нормальную форму исходной краевой зада­
чи (1.20). Точнее говоря, последняя может быть приведена — с точностью до 
слагаемых порядка е — к виду (1.27) посредством некоторой корректно опре­
делённой замены переменных. Построению этой замены посвящен следующий 
пункт. Здесь же мы сформулируем стандартное утверждение о соответствии 
между грубыми периодическими решениями задачи (1.20) и её нормальной 
формы. 

Т е о р е м а 1. Предположим, что краевая задача (1.28) имеет периодическое 
решение 

w = w0(£), £ = <T8 + y , (1.29) 

экспоненциально орбитально устойчивое или дихотомичное (в метрике фа­
зового пространства Е). Тогда в исходной краевой задаче (1.20), при всех 
достаточно малых е > 0 ему отвечает цикл той же устойчивости с асимпто­
тикой (1.21). При этом в (1.22) следует положить 

zn(s) = w°n exp(iwncrs), n = l , 2 , . . . , (1.30) 

где w° , ~w°n — коэффициенты Фурье функции (1.29) по системе ехр(±гш„£), 
7 1 = 1 , 2 , . . . 

1.4. П о с т р о е н и е н о р м а л и з у ю щ е й з а м е н ы . Искомую замену перемен­
ных будем конструировать из построенных в предыдущем пункте отрезков 
рядов (1.21). В связи с этим всюду ниже считаем, что в (1.21), (1.22) век­
тор z = colon(zi, ~z\, . . . , zn, ~zn, . . .) не зависит от s, произвольно фиксирован 
и принадлежит 1\\ это пространство, представляющее собой дискретный ана­
лог W\i состоит из бесконечномерных векторов только что указанного вида, 
для которых конечна норма 

/ с ю \ 1/2 

N1= $>"Ы2 . 
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При сделанном допущении отрезки рядов (1.21) принимают вид 

и = uo(t, х, z) + eu\{t, x, z), v = vo(t, x, z) + evi(t, x, z). (1-31) 

Однако сами по себе они заведомо не могут служить нормализующим преобра­
зованием, так как в (1.22) фигурируют только собственные функции (1.17), 
отвечающие корням (1.16), и нет решения Ляпунова-Флоке, отвечающего кор­
ню А = — 1/а. Для того чтобы исправить этот недостаток, перейдем от (1.31) 
к равенствам 

и = uo(t, х, z) + eu\{t, х, z) + erjch/uo(* — l)exp(Aot), 
1 [i-.oZJ 

v = vo(t, x, z) + evi(t, x, z) — ег]ХоЦо~ sh//[)(* — 1) exp(Aot). 

Здесь г/ G Ж произвольно фиксировано; /io = ^/Ао(Ао + е); Ао = Ао(<т, е), 
Ао(<7, 0) = — 1/а — корень уравнения 

(1 + а\)сЪц + е<т = 0, (1.33) 

в котором <7 — некоторый вспомогательный параметр, определяющийся в 
дальнейшем. 

Из способа построения всех входящих в (1.32) коэффициентов вытекает, 
что первому граничному условию из (1.20) правая часть второго соотноше­
ния (1.32) удовлетворяет точно, а при подстановке равенств (1.32) во вто­
рое граничное условие из (1.20) получается «невязка», имеющая порядок е2 

(в И^-метрике) на любом фиксированном отрезке изменения t. Поэтому для 
того чтобы удовлетворить данному граничному условию точно, вместо (1.32) 
введём в рассмотрение выражения 

и = uo(t, х, z) + eu\{t, х, z) + erjch/uo(* — 1) exp(Aot) + 
+ A{t + {x - 1), z, г), s) + A{t -{x-l),z, г), s), (1.34) 

v = vo(t, x, z) + EV\(t, x, z) — ЕГ)AO/JQ shfio(x — 1) exp(Aot) + 

+ A{t-{x- l),z,r),e)-A{t + {x- l),z,r),e), (1.35) 

где A = A{t,z,r),e) — некоторая подлежащая определению функция. Под­
ставляя их в граничные условия из (1.20), убеждаемся, что первое граничное 
условие по-прежнему удовлетворяется точно. Из второго же граничного усло­
вия с учётом вытекающих из (1.34) равенств 

и\х=1 = a(t,x) + sr]exp(\0t) + 2A(t, z, rj, e), 
CO / -1 0 ( ? \ 

a(t,z) = '^[zn exp(iuint) + Jn exp(-iuint)] 
ra = l 

для нахождения А получим дифференциально-разностное уравнение ней­
трального типа 

a [A{t + 1) + Д(* - 1)]; + Д(* + 1) + Д(* - 1) = 

= b0(t, z, Ti, е) + h(t, z, Ti, e)A(t) + b2(t, z, r], e)A2(t) + b3(t, z, q, e)A3(t), (1.37) 
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где 

'&о = е2г][3а2(t, z) - /3 + <т] exp(A0t) + 3e3r]2a(t, z) exp(2A0t) + 
+ e4?y3exp(3Aot), 

< &! = s[6a2(t, z) - 2/3] + 12s2r]a(t, z) exp(A0t) + 6 e V exp(2A0t), (1.38) 
&2 = 12ea(t, z) + 12e2T]exp(X0t), 
b3 = 8e. 

Итак, проблема построения интересующей нас замены переменных сво­
дится к отысканию у уравнения (1.37) решения, обладающего некоторыми 
специальными свойствами. А именно, нас будет интересовать его решение, 
определённое на всей оси, имеющее порядок е2 в И^2

2-метрике на любом фикси­
рованном отрезке изменения t, стремящееся к нулю при t —У оо и допускающее 
по переменным z,rj определённого рода симметрию. Для её описания введём 
в рассмотрение группу линейных ограниченных операторов в \\, задаваемую 
формулой 

T(t) = colon(exp(iu>it)zi,exp(—iu>it)~zi, . . . , exp( iw n t )z n , exp(—iujni)~zn, . . . ) . 
(1.39) 

Требуемое же свойство заключается в том, что решение A(t, z,rj, е) уравне­
ния (1.37) при любом to £ Ж должно удовлетворять равенству 

A(t, T(t0), exp(A0*oK s) = A(t + t0, z, т), е). (1.40) 

Построение нужного решения разобьём на два этапа. На первом этапе 
рассмотрим вспомогательное уравнение 

a[A(t + 1) + Д(* - 1)][ + A(t + 1) + Д(* - 1) = b0(t, z.j], e) + h(t, z, r), e)A(t); 

b0 = s2rj[3a2(t, z) - /3 + a] exp(A0t), &i = e[6a2(t, z) - 2/3]. 

Будем интересоваться существованием у него решения вида Д = e2r/h exp(Aot), 
где h — некоторая 2-периодическая функция с нулевым средним значением. 
В итоге для её нахождения получим уравнение 

adO/dt = a + c0(t,z) + ec±{t, z)h(t) + еа(сЪ^0)~10(t), (1.41) 

в котором, как и раньше, цо = \/Ао(Ао + е), а функция 6(t) и коэффициен­
ты C[),ci задаются равенствами 

(?(<)= ехр(А0)Л(< + 1 ) + е х р ( - А 0 ) Л ( < - 1 ) , 

с0 = 3a2(t,z) - (3, Cl = 6a2(t,z)-2l3. 

Чтобы сформулировать основной результат, касающийся уравнения (1.41), 
о 

потребуются гильбертовы пространства W*, к = 1,2, состоящие из 2-перио-
дических по t функций класса W* с нулевым средним значением. Скалярные 
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произведения в этих пространствах определим формулами 

О 

Рассмотрим, далее, уравнения (М(*) — среднее значение по t) 

ad9/dt = 3[a2(t,z) -М(а2)], 

exp(-l/a)h(t + 1) + exp(l/a)h(t - 1) = 6(t). 

0 

Первое из них имеет, очевидно, единственное решение 6t(t,z) £ W%. Вто-
0 

рое из этих уравнений однозначно разрешимо в VF2
2 при любой правой части 

о 

0(t) £ W'2 , в чем нетрудно убедиться с помощью метода Фурье по системе 
функций exp(±m7rf), п = 1, 2, . . . Действительно, если 

оо 

6*(t) = N ^ cn exp(m7rf) + сп ехр(—imrt), 
га = 1 

Т О 

0 0 f l Nn 

h(t)=> :——г^ ,„ , ч [cn exp(m7rt) + exp(—imrt)] (1-43) 
£ t e x p ( - l / a ) + e x p ( l / a ) L n УК ' VK П К ! 

о 

и, в частности, существует единственное решение h = h*(t,z) £ И^1 этого 
уравнения, отвечающее в = 6*(t, z). 

Л е м м а 1. Существует единственная пара достаточно гладких по перемен­
ным z, е функций 

{a(z,s),K(t,z,s)): 

a(z,0) = /3-3M(a2(t,z)), K{t,z,e)eW%, K(t, z, 0) = h*{t, z), 

обращающих уравнение (1.41) в тождество. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагая в (1.41) 

a = (3 - 3M(a2(t, z)) + ea, h = h*(t, z) + eh, 

для определения a, h приходим к уравнению 

aS/dt = a + Cl{t, z)K{t, z) + [/3- 3 M ( a 2 ) ] ( c h / / 0 ) _ 1 ^ ( t , z) + 

+ eCl(t, z)h + ed-(chno)'1 (et(t.z) + ев) + [/3 - 3 M ( a 2 ) ] ( c h / / o ) _ 1 e 0 , (1-44) 

где (ср. (1.42)) 

§(t) = exp(X0)h(t + 1) + exp(-X0)h(t - 1). 
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Обозначим, далее, его правую часть через F и рассмотрим вспомогатель­
ное уравнение 

alde/dt = F-M(F). (1.45) 
о 

Отметим, что при любой функции h £ У/% правая часть в (1.45) принадле-
0 0 0 

жит пространству W\. Однако оператор ad/dt: VF2
2 —> W^ имеет ограни­

ченный обратный (который обозначим через L). Поэтому уравнение (1.45) 
о 

эквивалентно операторному уравнению в = L(F — M(F)) в W'^. И наконец, 
учитывая связь между в и h, убеждаемся, что это последнее, в свою очередь, 
эквивалентно уравнению 

h = UoL(F-M(F)), (1.46) 

где оператор П определяется формулой (1.43), в которой ± 1 / а следует заме­
нить на =FAO. 

Завершающий этап доказательства стандартен. Из явного вида F 
о 

(см. (1.44)) вытекает, что правая часть (1.46) порождает в W'^ сжимающий 
оператор (с константой сжатия порядка е). Таким образом, применяя к урав­
нению (1.46) принцип сжимающих отображений, однозначно определяем его 

~ о 

решение h = h(t, z,a,e), имеющее любую конечную гладкость (в метрике VF2
2) 

по параметрам (z, а, е). Подставляя, далее, это решение в равенство M(F) = О, 
для нахождения неизвестного параметра а получим уравнение вида 

a = p(z,e) + eA{z,a,e), (1.47) 

где р, А — некоторые достаточно гладкие по своим переменным функции. И 
наконец, применяя к (1.47) теорему о неявной функции, однозначно определя­
ем а = cr(z,s). Лемма доказана. 

На втором этапе исследования уравнения (1.37) будем считать, что фи­
гурирующий в (1.33) вспомогательный параметр а определен в соответствии 
с леммой 1.1. Для формулировки основного результата здесь потребуются 
банаховы пространства H(to), to £ Ж, состоящие из функций, определенных 
на полуоси t ^ to, принадлежащих классу W'^ на любом конечном отрезке и 
имеющих конечную норму 

|ff(t0) = s u p | / f(s)+(4-\ + [ т 4 ) ds 
t>t0 ™ + 4 W • \ds* 

Л е м м а 2. Уравнение (1.37) имеет единственное решение А = A(t, z,rj, е), 
определённое при всех ( £ 1 и допускающее представление 

А = e2r]h^(t,z,e)exp(Xot) + e3A(t, z, ц, e) exp(2A0t). (1.48) 

Здесь ht, — периодическая функция, доставляемая леммой 1, а функция А 
ограничена (равномерно по е) в метрике H(to) при любом фиксированном to-
Кроме того, это решение обладает свойством (1.40). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Преобразуем уравнение (1.37) к виду, более удоб­
ному для дальнейшего анализа. С этой целью сначала положим в нём 
А = Ao(t, z,rj, е) + h, где До — первое слагаемое в (1.48). В результате 
приходим к уравнению 

a[h(t + 1) + h(t - l)]'t + h(t + 1) + h(t - 1) = 
c0(t,z,T],s) + c1(t,z,T],s)h(t) + c2{t,z,r],s)h2(t) + c3(t, z, r], s)h3(t), (1.49) 

в котором 

со = b0 + &iA0 + b2A2
0 + &3Л0, 

C l = b1+2b2Ao + 3b3A2
0, 

c2 = b2 + З&3А0, 
, (1.50) 

сз = 03, y ' 

b0 = 3s3rj2a(t, z) exp(2A0t) + e4rj3 exp(3A0t), 

h = 12e2r]a(t, z) exp(A0t) + 6 e V exp(2A0t), 

а коэффициенты bj, j = 0, . . . , 3, определены в (1.38). 
Из (1.50) вытекает, что свободный член со в (1.49) пропорционален 

e3exp(2Aot), т . е. может быть представлен в виде со = е32о exp(2Aot), где 2о 
обладает той же структурой, что и все остальные коэффициенты; в частно­
сти, co(t, z, г/, 0) = 3r/2a(t, z). Поэтому имеет смысл сделать в уравнении (1.49) 
замену h = e 3 A exp(2Aot), приводящую его к виду 

S/dt - кв = a~l[co + c iA + S2A2 + г 3 А 3 ] , (1.51) 

где 

<? = ехр(2Ао)А(г + 1) + е х р ( - 2 А 0 ) А ( г - 1 ) , к = - ( 1 + 2 а А 0 ) / а > 0, 

Si = с ь с2 = е c2exp(2A0 t ) , с3 = е c3exp(4A0 t ) . 

Далее, выполним в уравнении (1.51) замену времени t — 1 —У t и затем обозна­
чим правую часть уравнения через F(t,A(t+ 1), z,r),e). Теперь перейдем от 
получившегося дифференциального уравнения к интегральному: 

оо 

A(t) = -qA(t + 2) - / F(s, A(s + 1), z, rj, e) exp[n(t - s) + 2A0] ds, (1.53) 
t 

где q = exp(4Ao) < 1. Смысл такого перехода в том, что вопрос о существова­
нии ограниченных на полуоси t ^ to решений уравнения (1.51) эквивалентен 
аналогичному вопросу для интегрального уравнения (1.53); именно такие ре­
шения и будут представлять для нас интерес. 

Фиксируем произвольно to E Ж. Из явного вида фигурирующей в (1.53) 
функции F (см. (1.51), (1.52)) следует, что правая часть уравнения (1.53) по­
рождает в H(to) оператор, преобразующий некоторый шар этого простран­
ства фиксированного (не зависящего от е) радиуса с центром в нуле в себя 
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и являющийся сжимающим (с константой сжатия q + 0 ( e ) ) . А отсюда и из 
принципа сжимающих отображений вытекает существование единственного 
решения A(t,z,r),s) £ H(to) этого уравнения, достаточно гладко зависяще­
го от параметров (z, r), е). Остается добавить, что на полуось t <С to функция 
A(t, z, r), e) однозначно продолжается как решение уравнения (1.51) с помощью 
метода шагов. 

Итак, существование и единственность решения (1.48) установлены. До­
кажем теперь равенство (1.40). С этой целью отметим сначала очевидное 
равенство 

a(t,T(t0)z) = a(t + t0,z). (1.54) 

Из него, в частности, следует, что при замене z на T(to)z произойдет «сдвиг» 
аргумента t у коэффициентов уравнения (1.41) на to- А отсюда и из доказа­
тельства леммы 1 вытекают равенства 

a(T(t0)z,e)=(T(z,e), K{t,T{t0)z,e) = K{t + t0,z,e). (1.55) 

Обращаясь к уравнению (1.37), нетрудно убедиться, что и здесь замены 
z —У T(to)z, г) —У ехр(Ао^о)?7 приводят к сдвигу по времени на to его коэффици­
ентов. Таким образом, после этих замен уравнение (1.37) будет иметь сразу 
два решения: 

Ai(t, z, г], е) = A(t, T(t0)z, exp(A0t0)?y, e), 
A2(t, z, r/, e) = A(t + t0,z, r), s), 

для которых в силу (1.55) справедливы представления (1.48) с одинаковыми 
первыми слагаемыми. Отсюда и из единственности решения вида (1.48) вы­
текает справедливость (1.40). Лемма доказана. 

На заключительном этапе построения нормализующего преобразования 
выполним в (1.34), (1.35) замены T(t)z —У z, exp(Aot)?y —У г\. Учитывая явные 
формулы для Uj,Vj, j = 0 , 1 , свойство (1.40), а также вытекающие из (1.54) 
равенства 

f„(T(t0)z) = exp(iojnt0)f„(z), n = 1 , 2 , . . . , (1.56) 

для фигурирующих в (1.25) коэффициентов fn = fn(z), приходим к выводу, 
что результат этих замен записывается в виде 

со1оп(и, v) = G(z, г/, х, е). (1-57) 

Здесь компонентами вектор-функции G являются правые части (1.34), (1.35), 
вычисленные при t = 0. 

Полученное равенство (1.57) и задает искомое нормализующее преобразо­
вание. Для пояснения сути дела отметим, что его правая часть индуцирует 
нелинейный обратимый оператор (?(*, *,x,e):l\ x l - > V. Следовательно, ре­
зультатом выполнения данной замены в задаче (1.20) будет счётная система 
обыкновенных дифференциальных уравнений в l\ x Ж. Точнее говоря, спра­
ведливо следующее утверждение. 
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Л е м м а 3. Замена переменных (1.57) приводит краевую задачу (1.20) к 
виду 

dz/dt = A0z + eF(z) + е2Ф(г, rj, e), 
drj/dt = X0(z,e)r] + еФ(г, г],е). 

Здесь 

(1.58) 

A0z = colon( iwiz b -iuiizi, . . . ,iuinzn, -iu>nzn, . . . ) , 

F(z) = colon(—zi/2 + ifi/(l + aiuji), —~z\/2 — if1/(l — aiu>i), . . . , 

- zn/2 + i ( - l ) n - V n / ( l + aiun), - z „ / 2 - i ( - l ) n - 7 n / ( l " <*iun), ...), 

X0(z,e) = X0(a,e)\a=a{z£), 

а отображения Ф(*, *, e): l\ x Ж —> l\, Ф(*, *, e): l\ x Ж —> Ж и их производ­
ные Фреше любого фиксированного порядка ограничены равномерно по е на 
любом ограниченном подмножестве !j x B . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для удобства дальнейшего анализа запишем сначала 
систему уравнений из (1.20) в операторной форме: 

dh/dt = Boh + sBih, (1.59) 

где h = со1оп(и, v), 

Я _ ( 0 -d/dx\ (0 0 
В° ~ {-d/dx 0 ) ' Bl ~ [О - 1 

Подставляя, далее, (1.57) в (1.59) и учитывая, что переменные z,rj дифферен­
цируются по правилам (1.58), для нахождения Ф, Ф получим уравнение 

е2СхФ + еС^ = T(x,z,r),e), 
B0G - GzA0z + sBiG - sGzF{z) - X0G^ 

V- - v - , - , - „ - „ q 6 Q ) 

Отметим сразу одну возникающую здесь тонкость: хотя каждая из функ­
ций BoG и GzAoz в отдельности принадлежит пространству £г([0,1];Ж2), их 
разность есть элемент V. Связано это со специальной зависимостью от t,x 
в (1.34), (1.35). Проще говоря, при их подстановке в систему из (1.20) про­
изводные по t и по х взаимно сокращаются и результат оказывается принад­
лежащим пространству V. Более того, из способа построения всех входящих 
в (1.34), (1.35) функций следует, что «невязка» Г в (1.60) допускает предста­
вление 

Г = e2f{x,z,T],e), (1.61) 

где функция Г равномерно ограничена по е в метрике V. 
При анализе уравнения (1.60) воспользуемся вытекающими из (1.34) 

и (1.35) равенствами 
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оо 

tl (1-62) 
С , Ф = г[е0(х, z, e) + sC2(z, rj, е)]Ф, 

где Ф = с о 1 о п ( Ф ь Ф ь . . . , Ф П , Ф П , . . . ) , 

e0(x,z,s) = со1оп(сп/л0(ж - 1), -\0fj,^1 sh fi0(x - 1)), 
е„(ж) = colon(cosшп(ж — 1), —ismu>n(x — 1)), n = 1, 2 , . . . , 

а линейные операторы C\: l\ —> V, C2 '• Ж —> V ограничены равномерно по е. 
Подставляя (1.61), (1-62) в (1.60) и сокращая на е2, окончательно получим: 

оо 

Ъе0(х,г,е) + ^ Ф „ е п ( ж ) + Фпёп(ж) + 
п = 1 

+ e[Ci(z, ??, е)Ф + C2{z, rj, е)Ф] = Т{х, z, rj, e). (1.64) 

Исследование уравнения (1.64) существенно опирается на то, что систе­
ма (1.63) образует базис Рисса [19,20] в пространстве V. Для доказательства 
этого ф а к т а разложим V в прямую сумму V\ ф V2, где V\ — одномерное под­
пространство, натянутое на ео(х, z,e), a V2 состоит из таких вектор-функций 
f(x) = colon(Д (ж), f2(x)) £ V, что / i (0 ) = f2(l) = 0. Проекторы, осуществля­
ющие данное разложение, имеют вид 

Pif = fi(0)eo(x, z,s)/cbfi0, P2f = f - P i / . 

Таким образом, проблема базисности системы (1.63) сводится к проверке ба-
зисности системы {еп(х),ёп(х)}, п = 1 ,2 , . . . , в V2. Последнее же очевидно, 
ибо данная система — полный набор собственных функций самосопряжённого 
оператора d2/dx2 (с подходящим образом выбранными граничными условия­
ми). 

Изучение уравнения (1.64) начнём с рассмотрения вспомогательного урав­
нения 

оо 

4!e0(x,z,s) + ^ Ф п е п ( ж ) + Ф„ё„(ж) = f(x,z,r/,s), (1.65) 
п = 1 

которое, как легко видеть, однозначно разрешимо: в качестве Ф, Фп , Фп , 
п = 1 ,2 , . . . , здесь следует взять соответствующие коэффициенты Фу­
рье функции Г по системе (1.63). Более того, в силу установленной ба­
зисности этой системы левая часть (1.65) индуцирует линейный оператор 
n ( z , e ) : \\ х Ж —у V, ограниченный (равномерно по е) вместе со своим обрат­
ным. Возвращаясь теперь к исходной системе (1.64) и обращая оператор И, 
получим систему в l\ х Ж: 

(Ф ,Ф)+еП- 1 [С1(г , ? ? , е )Ф + С2(г,?? ,е)Ф] = П " 1 Г , (1.66) 

имеющую, очевидно, при всех достаточно малых е единственное решение. 
Остается добавить, что требуемые свойства ограниченности и гладкости 



СПЕЦИФИКА АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ 455 

(Ф,Ф) вытекают из аналогичных свойств коэффициентов уравнения (1.66). 
Лемма доказана. 

1.5. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Из установленной выше леммы 3 
утверждение теоремы 1 вытекает уже достаточно просто. Действительно, 
структура правых частей нормальной формы (1.58) позволяет сделать вы­
вод о существовании у неё экспоненциально орбитально устойчивого (с по­
казателем экспоненты порядка единицы) бесконечномерного интегрального 
многообразия 

r] = eR(z,e), (1.67) 

где R — некоторая достаточно гладкая по своим переменным функция. Суще­
ствование многообразия (1.67) может быть доказано с помощью стандартной 
схемы Хартмана [21], заведомо применимой в данной ситуации, так как отве­
чающая (1.58) укороченная нормальная форма 

dz/dt = AQZ + sF(z), drj/dt = Xo(z, e)r) 

имеет интегральное многообразие г\ = 0 с аналогичными свойствами. 
Итак, проблема обоснования теоремы 1 сводится к анализу системы 

dz/dt = A0z + sF(z) + г2Ф(г, е) 

на интегральном многообразии, получающейся из первого уравнения (1.58) 
при подстановке (1.67). В связи с этим рассмотрим отвечающую ей укорочен­
ную систему 

dz/dt = A0z + sF(z) (1.68) 

и выполним в ней замену T~l{t)z —у z, где T(t) — группа (1.39). В результа­
те с учётом равенства (см. (1.56)) T~1(t)F(T(t)z) = F{z) приходим к систе­
ме dz/dt = sF(z), которая отличается от (1.27) лишь нормировкой времени. 
А отсюда и из условий теоремы заключим, что укороченная нормальная фор­
ма (1.68) имеет цикл с координатами (см. (1.30)) 

zn(t,e) = wn ехргш„(1 + ea)t, n = 1,2,... , (1.69) 

экспоненциально орбитально устойчивый или дихотомичный. Остается от­
метить, что при возмущении правой части системы (1.68) гладкой добавкой 
е2Ф высшего порядка малости грубое периодической решение (1.69) перехо­
дит в цикл с теми же свойствами устойчивости, отличающийся от (1.69) на 
величины порядка е. Теорема 1 доказана. 

1.6. П р е д в а р и т е л ь н ы й анализ н о р м а л ь н о й ф о р м ы . Для удобства 
дальнейшего исследования выполним в краевой задаче (1.28) подходящие нор­
мировки переменных и параметров, заменим s на t, у на х и тем самым при­
ведём её к виду 

ад (dw/dt + w) /дх + dw/dt + w + /3w(t, x - тг/2) - w3(t, x - тг/2) = О, 

w(t, X + 7r) = —w(t, x). 
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Обозначим, далее, через £!п совокупность наборов (а, /?) , при которых кра­
евая задача (1.70) имеет не менее п различных экспоненциально орбитально 
устойчивых циклов вида 

w = w(y), y = crt + x. (1.71) 

Справедливо следующее утверждение. 

Т е о р е м а 2. Множество £!п не пусто при любом натуральном п. 

Доказательству этой теоремы посвящен следующий параграф, в котором 
изучаются периодические решения задачи (1.70), бифурцирующие при увели­
чении /3 и при а С 1 из нулевого состояния равновесия. Здесь же изучим 
соответствующую бифуркационную проблему в значительно более простом 
случае, когда a ~ 1. 

На первом этапе исследуем нулевое положение равновесия задачи (1.70) на 
устойчивость. С этой целью отбросим в уравнении из (1.70) нелинейность и 
положим в получившейся линейной краевой задаче w = exp(At ± i(2n — 1)х). 
В итоге убеждаемся, что её спектр устойчивости состоит из чисел АП,АП, 
п= 1 ,2 , . . . , где 

А„ = - 1 + ( - 1 ) " " V ( " ( 2 n - 1) + 0 / ( 1 + " 2 ( 2 " - I ) 2)- (1-72) 

Из этой формулы следует, что в правую комплексную полуплоскость при уве­
личении /3 могут переходить только собственные числа Ап с нечётными номе­
рами, причем неравенство ReA2n+i > 0 имеет место при /3 > /?„, где 

/?„ = a ( 4 n + l ) + [a(4n + l ) ] - 1 , п = 0 , 1 , . . . (1.73) 

Таким образом, нулевое состояние равновесия задачи (1.70) экспоненциально 
устойчиво (неустойчиво) при /3 < /Зкр (/3 > /Зкр), где 

/ 3 K p = m i n / 3 n . (1.74) 
п 

Второй этап — построение периодического решения задачи (1.70) ви­
да (1.71), бифурцирующего из нуля при /3 > /Зкр. В связи с этим предположим, 
что минимум в (1.74) достигается на единственном номере п = по- Тогда при 

/? = А Ф + ^, 0 < А * « 1 , (1.75) 

интересующая нас проблема решается с помощью классического одночастот-
ного метода [11], согласно которому в (1.70) следует подставить ряды 

w = yfjiwo(y) + /J-Wi(y) + . . . , у = at + (4n0 + 1)ж, a = сг0 + /iai + . . . , 

где 

WI(J/ + TT) = -wi{y), wo {у) =£[exp(iy) +exp(-iy)], 

To = /3K p /( l + a 2 ( 4 n 0 + l ) 2 ) , 
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a£,o"i —неизвестные (подлежащие определению) постоянные. Приравнивая, 
далее, коэффициенты при ц, для нахождения w\ получим уравнение 

а(Ап0 + 1) (Т0-
d w-i dw-i 

Н -
dy2 dy 

wo(y ~ V 2 ) - w0(t/ - 7г/2) - <7i a(4no + Г d wo dwo 
dy2 dy 

(1.76) 

условия разрешимости которого в классе антипериодических с периодом 7Г 
функций приводят, в свою очередь, к равенствам £ = l / v 3 , o"i = 0. После это­
го w\ определяется из (1.76) с точностью до слагаемого ?у[ехр(гг/) + ехр(—гу)\. 
Неизвестную же постоянную г\ вместе с очередной поправкой к частоте а^ 
определяем из условий разрешимости в нужном классе функций уравнения 
ДЛЯ W2 И Т . Д. 

Проделанные построения показывают, что при условии (1.75) применима 
классическая бифуркационная теорема Андронова-Хопфа, распространённая 
на широкий класс эволюционных уравнений в [22]. В частности, из результа­
тов [22] вытекает, что в нашем случае справедливо следующее утверждение. 

Т е о р е м а 3 . Найдутся такие цо, го > 0, что при условии (1.75) и при всех 
0 < ц <С Цо краевая задача (1.70) имеет в шаре фазового пространства Е ра­
диуса го с центром в нуле единственный экспоненциально орбитально устой­
чивый цикл, задающийся равенствами 

w = ^/Jiwo(y, и), у = a(fi)t + (4п0 + 1)х : w0(y, 0) = (2 cos у)/лД, <т(0) = <т0, 

где функции wo(y, ц), с(р) аналитичны по своим переменным. 

В заключение обратим внимание на одну характерную особенность. 
Из (1.73), (1-74) следует, что за счёт подходящего выбора параметра а мини­
мум в (1.74) может реализовываться на любом фиксированном номере по (для 
этого достаточно положить a = l/(4rio + 1)). Таким образом, в рассматри­
ваемом нами генераторе за счёт изменения сосредоточенной ёмкости Со (см. 
п. 1.1) решается так называемая проблема дискретной перестройки частоты. 
Последнее означает, что при подходящем выборе ёмкости Со и коэффициента 
усиления /3 в нём реализуется единственный устойчивый периодический ре­
жим, бифурцирующий на любой заранее заданной собственной частоте u>2n+i, 
п = 0 , 1 , . . . 

§ 2. Высокомодовая буферность 
2 .1 . С у щ е с т в о в а н и е б ы с т р о о с ц и л л и р у ю щ и х циклов. В этом па­

раграфе продолжим исследование динамики краевой задачи (1.70), но уже 
в сингулярно возмущённой постановке. Точнее говоря, ниже будем интере­
соваться вопросами существования и устойчивости быстро осциллирующих 
циклов типа бегущих волн (т. е. вида (1.71)), бифурцирующих из нулевого 



458 А. Ю . К О Л Е С О В , Н. X. Р О З О В , В. Г. С У Ш К О 

положения равновесия краевой задачи 

/id(dw/dt + w)/dx + dw/dt + w + /3w(t, x - тг/2) - w3(t, x - тг/2) = О, 

w(t, X + 7r) = —w(t, x) 

при условии О < ^ С 1 и при увеличении параметра /3 > 0. 
Введём в рассмотрение функцию 

^(z,/3) = - l + /3z/(l + z 2 ) , z ^ O , (2.2) 

и заметим, что в силу (1.72) 

R e A 2 n + i = ^ ( 4 n + l ) , / ? ) , n = 0 , l , . . . (2.3) 

Отсюда, в частности, следует, что нулевое положение равновесия краевой за­
дачи (2.1) заведомо устойчиво при любом /3 < 2, так как в этом случае функ­
ция (2.2) отрицательна при всех z ^> 0. Если же /3 > 2 и фиксировано, то 
при всех 0 < ц <С 1 нулевое решение становится неустойчивым на асимптоти­
чески большом числе мод ехр(±г(4п + 1)ж) с номерами п ~ 1 /ц и, что самое 
главное, отвечающие им характеристические показатели (2.3) имеют порядок 
единицы. Связано это с тем, что при /3 > 2 функция (2.2) положительна на 
некотором отрезке 0 < z\ <i z <i z2-

Проделанный линейный анализ показывает, что интересующая нас бифур­
кационная проблема может быть локальной только при 0 < /3 — 2 -С 1- В связи 
с этим всюду ниже считаем, что в уравнении из (2.1) 

/3 = 2 + 7//, 7 > 0 , 7 ~ 1 - (2-4) 

Тогда, как легко видеть, функция (2.2) положительна на интервале zi(ji) < 
< z < г2(ц), где 

ZI(AO = 1 - V T £ + 0 M > Z2(AO = 1 + ^ + 0 ( A O , (2-5) 

и, кроме того, 

max ф(г,/3) = ф(1,/3)=л1/2. (2.6) 

Итак, при условии (2.4) у задачи (2.1) возбуждены только моды 
ехр(±г(4п + 1)ж) с номерами п ~ 1/ц, удовлетворяющими неравенствам 

zl(ii)<ii(An+l)<z2(ii). (2.7) 

Отметим ещё, что хотя количество таких мод асимптотически велико (имеет в 
силу (2.5) порядок l/y/jl), но отвечающие им характеристические показатели 
ReA2n+i асимптотически малы (см. (2.3), (2.6)). Поэтому есть все основа­
ния ожидать, что проблема построения периодических решений задачи (2.1), 
бифурцирующих на данных модах, может быть решена локальными метода­
ми. Ниже для этих целей применяется специальный приём — так называемый 
принцип подобия. 
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Фиксируем произвольно номер п, удовлетворяющий неравенствам (2.7), и 
выполним в (2.1) замену (4п + 1)х —У х. В результате получим краевую задачу 

апд (dw/dt + w) /дх + dw/dt + 

+ w + (3w{t, x - тг(4п + 1)/2) - w3(t, x - тг(4п + 1)/2) = 0, (2.8) 

w(t, х + 7г(4п + 1)) = —w(t, х), 

в которой теперь ап = /j(4n + 1) ~ 1, т. е. пропала первоначальная сингу­
лярность. Однако появилась новая особенность: асимптотически большое 
отклонение аргумента х в уравнении и в граничном условии из (2.8). Для то­
го чтобы избавиться от неё, вместо граничного условия из (2.8) наложим на 
w(t,x) требование антипериодичности с периодом 7Г, являющееся более жест­
ким. В итоге приходим к краевой задаче 

и (uw \ uw 
{1 + S/i)— I — + wj + — + w + (]w{t, x - тг/2) - w3{t, x - тг/2) = 0, (2.9) 

w(t,x + TT) = -w(t,x). (2.10) 

Отметим, что задача (2.9), (2.10) получена из (2.8) при ещё одном условии: 
ап = l + 8/i, S ~ 1, где параметр S принимает, естественно, дискретные значе­
ния. Однако ниже для удобства будем считать его меняющимся непрерывно. 
Предположим, далее, что при значениях вспомогательного параметра S из 
некоторого отрезка задача (2.9), [<5i,<b] задача (2.9), (2.10) имеет цикл 

w = w0(y,S,/i), у = a(S,/i)t + x. 

Тогда в силу связи (2.9), (2.10) с исходной задачей (2.1) последняя будет иметь 
циклы 

w„ = wn(y,/i), у = an(/i)t + (4п + 1)х : 

wn(y,/i) = w0{у, (T,/I)\5=K(/j) , (Tn(/j) = (T{S,/i)\s=K(fi) , Sn(/i) =4n + l - l//i 
(2.11) 

с асимптотически большими номерами п, удовлетворяющими неравенствам 

<* i^4n + l - l / ^ < * 2 . (2.12) 

Способ построения этих циклов назовем принципом подобия. 
Несомненное преимущество описанного принципа в том, что он сводит 

проблему построения быстро осциллирующих циклов исходной сингулярно 
возмущённой задачи (2.1) к построению периодического решения задачи 
(2.9), (2.10), регулярно зависящей от всех параметров. Последняя же про­
блема решается с помощью классической бифуркационной теоремы Андро-
нова-Хопфа, так как при условии (2.4) для спектра устойчивости задачи 
(2.9), (2.10) оказывается, что ReAi ~ 7А*/2, а остальные собственные чи­
сла (1.72) имеют отрицательные действительные части порядка единицы. 

Таким образом, опираясь на результаты монографии [22] и описанную в 
п. 1.6 алгоритмическую часть, приходим к следующему утверждению. 
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Т е о р е м а 4. По любым8\ < $2 найдется такое цо > 0, что при условии (2.4) 
и при 0 < ц <С Цо краевая задача (2.9), (2.10) имеет периодическое решение 

w = s/Jiw(y,8,n), y = a(8,n)t + x. (2.13) 

Здесь аналитические по своим переменным функции w, а таковы, что 

w(y, 8, 0) = ^ 4 т / 3 cos у, <т{8, 0) = 1. (2.14) 

В заключение выясним вопрос о количестве циклов (2.11), доставляемых 
принципом подобия. С этой целью обозначим через т * = т * (8\, 82, ц) количе­
ство номеров п, удовлетворяющих неравенствам (2.12). Заметим, далее, что 
rriir остается ограниченным при ц —У 0, но стремится к бесконечности при 
82 — 81 —У со. Тем самым теорема 4 обеспечивает существование у исходной 
краевой задачи (2.1) любого фиксированного числа быстро осциллирующих 
по х периодических решений (2.11) (при WQ = ^JJiw{y,8, / /)). 

2.2. У с т о й ч и в о с т ь б ы с т р о о с ц и л л и р у ю щ и х циклов. Для формули­
ровки основного результата настоящего параграфа относительно устойчиво­
сти циклов (2.11) положим 

М 7 ) = " 7 / 4 ± ^ 7 7 1 2 + 4- (2-15) 

Т е о р е м а 5. Пусть <5i < <̂2 — произвольно фиксированные числа из ин­
тервала (/_ (7) , /+(7))- Тогда при всех достаточно малых ц > 0 периодиче­
ские решения (2.11), (2.12) краевой задачи (2.1), получающиеся с помощью 
принципа подобия из (2.13), экспоненциально орбитально устойчивы. Если 
же [8i, 82] С Ж \ (/_ (7), /+ (т)) > то соответствующие циклы неустойчивы. 

Обратим внимание, что сформулированная в п. 1.6 теорема 2 вытека­
ет из данного утверждения очевидным образом. Действительно, поскольку 
1± —У ± с о при 7 —* со (см. (2.15)), то при 7 —> со, ц —У 0 количество устой­
чивых циклов вида (1.71), доставляемых теоремой 5, неограниченно растет. 
Отметим ещё, что в совокупности теоремы 1 и 2 описывают феномен бу-
ферности, реализующийся в краевой задаче (1.20) при достаточно малых е, а . 
А так как речь здесь идет только о периодических решениях, бифурцирующих 
на высоких модах (младшие же и, наоборот, слишком высокие моды не воз­
буждены), то данный эффект будем называть высокомодовой буферностью. 

Приступим к доказательству теоремы 5. Для этого сначала линеаризуем 
задачу (2.1) на произвольном цикле (2.11), а затем перейдем в получившейся 
линейной задаче к новой пространственной переменной у = an(/i)t + (An + 1)х. 
В результате приходим к краевой задаче 

(1 + М А О А О ^ 

+ [2 + lti - 3fiw2(y - IT/2, 8n(fi),fi)]h(t, y-(4n + 1)тг/2), ( 2 Л б ) 

h(t,y+n(An + l)) = -h(t,y), 

dh dh 
Yt+a^)Yy + h. 

dh dh 
+ Tt+an^Yy 
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где <тп(ц) 8п{ц) определены в (2.11), a w(y,8,/i) — функция из (2.13). Специ­
фика данной задачи в том, что коэффициенты уравнения из (2.16) автономны 
(не зависят от t). Поэтому, полагая h = h(y) exp(At) в (2.16), приходим к выво­
ду, что спектр устойчивости цикла (2.11) с номером п состоит из собственных 
чисел задачи 

(1 + 6n(n)n)[<rn(n)h" + h'] + <rn(n)h' + h + A[(l + 6п(ц)ц)к' + h] + 

+ [2 + 7 /U - ^w2(y - тг/2, 8п{1л),1л)Щу - тт(4п + 1)/2) = 0, (2.17) 

% + 7г(4п + 1)) = - % ) ; 
здесь и ниже штрих — производная по у. 

Для того чтобы разобраться с расположением спектра задачи (2.17), рас­
смотрим сначала отвечающую ей «предельную» задачу 

h" + 2ti + h + \[ti + h] + 2h(y - тг(4п + l ) / 2 ) = 0, 

% + 7г(4п + 1)) = - % ) , ( 2 Л 8 ) 

получающуюся из задачи (2.17), если положить ц = 0 в коэффициентах урав­
нения из (2.17). Спектр же последней ясен — это последовательность соб­
ственных значений \к)\к) к = 0 , 1 , . . . , 

2 4 - 1 ,fe 
Хк = - 1 + л , о + ' 

1 + Zl 

-1) 2к + 1 
4п+ 1' 

(2.19) 
1 + z2 

которым отвечают собственные функции 

h{y) = exp[±i{2k + 1)у/(Ап + 1)]. (2.20) 

Из (2.19) следует, что собственные числа Хк с нечётными номерами к не пред­
ставляют интереса, так как все они лежат в полуплоскости Re A <С —1. При 
чётных к ситуация иная. В этом случае Re А^ = фо{г), фо{г) = ф(г, /?)L_ 2 , где 
ф(г,/3) — функция (2.2). А так как ф0(1) = ф'0{\) = 0, ф'^{\) < 0 и ф0(г) < 0 
при всех z ^> 0, z ф 1, то проблема устойчивости цикла (2.11) сводится к по­
строению асимптотики собственных чисел задачи (2.17), обращающихся при 
ц = 0 в собственные значения (2.19) с номерами 

к = 2(п±т), т = 0 , 1 , . . . ,т0, (2.21) 

где гао достаточно велико. Отметим, далее, что поскольку п, к ~ 1/ц, то в слу­
чае (2.21) параметр z фактически меняется непрерывно в некоторой окрест­
ности значения z = 1. Таким образом, проблема заключается в построении 
асимптотики сразу целой «ветви» собственных чисел, касающейся при ц = 0 
мнимой оси. Решение этой проблемы, представляющей основную трудность 
при доказательстве теоремы 5, базируется на некотором специальном приёме. 
Его описание приводится ниже. 

Заменим в уравнении из (2.17) дискретные параметры 8п(ц) и ап(ц) на 
непрерывные 8, 8\ <С 8 <С 82, и а(8,ц) соответственно (см. (2.13)). Положим, 
далее, в получившейся краевой задаче 

h = h(y)exp(izy), h(y + 7T) = -h(y), (2.22) 
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где z, \z\ <С q, — непрерывно меняющийся параметр, a q > 0 достаточно мало. 
В итоге приходим к спектральной задаче 

(1 + 8ц)(т{8, ii)[h" + 2izh' - z2h] + (1 + 8 ц + о-(8, n))[h' + izh] + 

+ А[(1 + 6ц)(к' + izh) +h] + а{у, 8, цЩу - тг/2) = 0, (2.23) 

1г(у + тт) = -h(y), 

где 
а{у, 8, ц) = 2 + 7^ - 3//w2(j/ - тг/2, 8, ц), 

регулярно зависящей от двух малых параметров /J,,Z. Отметим сразу, что 
при /л = z = 0 она переходит в краевую задачу, получающуюся из (2.18) при 
п = 0. Спектр же последней — двукратный корень А = 0, которому отвечают 
собственные функции ехр(±гг/), и последовательность собственных значений, 
лежащих в полуплоскости Re A < 0 и не приближающихся к мнимой оси. 

Описанное поведение спектра задачи (2.23) на качественном уровне со­
храняется, естественно, и при всех /i, \z\ <С 1. Более того, при постро­
ении асимптотики двух её собственных чисел, обращающихся в нуль при 
ц = z = 0, здесь можно воспользоваться стандартной техникой аналитической 
теории возмущений линейных операторов [23]. Точнее говоря, из содержащих­
ся в [23,24] результатов следует существование в данном случае аналитических 
по своим переменным матрицы-строки 

Н{у, 8, ц, z) = [h±(y, 8, ц, z),h2{y, 8, ц, z)], 
Н{у, 8, 0,0) = Но {у) = [ехр(гг/),ехр(-г'г/)] 

и квадратной матрицы второго порядка 

D{8,n,z), D(8,0,0) = 0, (2.25) 

удовлетворяющих тождествам 

(1 + 8ц)о-(8, ц)[Н" + 2izH' - z2H] + (1 + 8ii + а(8, fj)[H' + izH] + 

+ [(1 + o » ( t f ' + izH) + H]D + a(y, 8, ц)Н{у - ж/2, 8, ц, z) = 0, (2.26) 

H(y+ n,8, fi,z) = -H(y,8,fi,z). (2.27) 

Отметим ещё вытекающие из (2.26) равенства 

H(y,8,0,z) = H0(y), D ( r f , 0 , z ) = d i a g { A o ( z ) , A o ( - z ) } , (2.28) 
где функция Xo(z) получается из (2.19) при к = 0 и при замене z на 1 + z. 

Отдельно остановимся на связи исходной задачи (2.17) с задачей (2.23). 
Предположим, что при 8\ <С 8 <С 82 последняя имеет собственное число 
А = \(8,n,z), которому отвечает собственная функция h = h(y,8, ц, z). Рас­
смотрим, далее, все дискретные значения 

zm = 4 m / ( 4 n + l ) , m = 0 , ± 1 , . . . , ± m 0 , (2.29) 
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параметра z, лежащие на отрезке \z\ <С д. Из способа перехода от (2.17) к (2.23) 
(см. (2.22)) заключаем, что исходная краевая задача в данном случае будет 
иметь цепочку собственных чисел 

Am = \(Sn(fi),fi,zm), т = 0 , ± 1 , . . . , ± т 0 , 

которым соответствуют собственные функции 

hm = h(y,6n((i),(i,zm)exp(izmy). (2.30) 

В частности, подставляя в (2.30) столбцы матрицы (2.24), приходим к вы­
воду, что интересующие нас собственные числа задачи (2.17), отвечающие 
модам (2.20) с номерами (2.21), — это спектр матриц 

Dm = D(Sn(fi),fi,zm), m = 0 , ± 1 , . . . , ±га 0 . (2-31) 

Итак, поиск обоснования теоремы 5 привел нас к задаче о расположении 
собственных чисел матриц (2.31), которая, в свою очередь, сводится к анало­
гичной проблеме для матрицы (2.25) при всех 0 < ц <С Цо, \z\ <С q. Последняя 
же проблема, имеющая уже технический характер, требует знания некоторо­
го количества коэффициентов тейлоровского разложения матрицы (2.25) по 
/1, z. Точнее говоря, ниже нам потребуется отрезок её ряда Тейлора вида 

D = ZD0+Z2D1+Z3D2+LID3+IJ2D4+IJZD5+IJ2ZD6+IJZ2D7+IJ3D8 + . .. , 
(2.32) 

нахождению которого посвящен следующий пункт. 
2.3 . А л г о р и т м и ч е с к а я ч а с т ь . Отметим, что для вычисления, напри­

мер, матриц D4 и DQ информации (2.14) о фигурирующих в (2.13) функциях 
w(y, S, /i), cr(8, /i) явно недостаточно. Поэтому сначала уточним их асимптоти­
ку. Для этого обратимся к уравнению 

(1 + fiS)aw" + [1 + ц8 + a]w' + w + 2w(y - 7г/2) + 

+ »[jw{y - тг/2) - w3(y - тг/2)] = 0, (2.33) 

получающемуся из задачи (2.9), (2.10) после подстановки в неё (2.4) и (2.13). 
Положим, далее, в (2.33) 

w = w0(y) + fiwi(y) + fi2w2(y) + ... , (г = 1 + \мт\ + /uV2 + . . . , 

где wo (у) = £[exp(iy) + exp(—iy)], a £,<Ti,0"2 И Т. Д. — подлежащие определе­
нию постоянные. Действуя затем как и в п. 1.6, т. е. приравнивая в (2.33) 
коэффициенты при одинаковых степенях ц, для Wk{y), к = 1 ,2 , . . . , полу­
чим рекуррентную последовательность линейных неоднородных дифферен­
циально-разностных уравнений, а постоянные £, а-\_, . . . находятся из условий 
их разрешимости в классе тригонометрических многочленов. 

На первом шаге описанного алгоритма имеем дело с уравнением 

Lwx + («л + S)[w" + w'0] + jw0{y - тг/2) - w3{y - тг/2) = 0, 
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где 
Lw = w" + 2w' + w + 2w(y-тг/2). (2.34) 

Из условий его разрешимости в нужном классе функций сначала определяем 
постоянные 

С = Т т А <П = -6, (2.35) 
а затем и саму функцию w\, имеющую вид 

wi = £3[(1 _ 0 ехр(Зг'у) + (1 + г) ехр(-3г'г/)] 6 + r][exp(iy) + ехр(-г'г/)], (2.36) 

где г) — произвольная постоянная. 
Второй шаг связан с рассмотрением уравнения 

Lw2 + (<т2 -52)w" + a2w'0 +jw1(y- 7г/2) - 3wl(y - ir/2)wi(y - 7г/2) = О, 
(2.37) 

из условий разрешимости которого в классе тригонометрических многочленов 
определяются очередные поправка к частоте сг2 и амплитуда г\. Действитель­
но, подставляя (2.35), (2.36) в (2.37) и приравнивая нулю коэффициенты при 
ехр(±гг/) в неоднородности получившегося уравнения, приходим к равенствам 

<т2 = S2 + 3 ^ / 1 6 , т)=-£3/16-62/(6£). (2.38) 

Саму же функцию w2 находить не будем, поскольку в дальнейшем она не 
потребуется. 

Приступим теперь непосредственно к вычислению коэффициентов ря­
да (2.32). С этой целью подставим его вместе с разложением 

Н = H0+fiH1 + +fi2H2 + fi3H3 + fizH4 + /J2ZH5 + fiz2H6 + ... (2.39) 

в (2.26), (2.27) и будем последовательно приравнивать коэффициенты при 
одинаковых степенях ц,г. В результате для столбцов h\,h3

2, j = 1 , . . . ,6 , 
матриц Hj получим рекуррентную последовательность линейных неоднород­
ных дифференциально-разностных уравнений, а элементы неизвестных ма­
триц Dj, j = 0 , 1 , . . . , 8 , будем определять из условий разрешимости этих 
уравнений в классе тригонометрических многочленов. 

Обратим внимание, что в силу первого равенства (2.28) в разложении (2.39) 
заведомо отсутствуют слагаемые, зависящие только от z. Кроме того, из 
второго равенства (2.28) следует, что 

n_f-2i 0 \ Ml-0/2 0 \ п_[Ф 0 
Uo ~ { 0 -2г) ' Ul ~ \ 0 -(1 + i)/2j ' U2 ~ \ 0 - 1 / 2 

(2.40) 

Для вычисления в (2.32), (2.39) группы слагаемых, зависящих только от ц, 
рассмотрим вспомогательное уравнение 

[1 + ц2{<т2 - 82)]Н" + (2 + a2li2)H' + H + 2Н{у - тг/2) + 

+ [(1 + fiS)H' + H]D + [iiai(y) + fi2a2(y)]H(y - тг/2) = 0, (2.41) 
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получающееся из (2.26) при z = 0, учтем (2.35), (2.36), (2.38) и отбросим члены 
порядка малости fi3 и выше. Укажем, что в (2.41) 

ai(y) = 7 + Зе2[ехр(2гЧ/) + ехр(-2гЧ/) - 2], 

а2{у) = 6£i[(l + i)e3exp(4ij /) /16 - (1 - i)£3 exp(-4i j / ) /16 + (2.42) 

+ (С1 - О 1? 3 / 1 6 - irl) ехр(-2гу) - ((1 + г")^3/16 + г'ту) ехр(2г'г/) + 2щ]. 

Приравнивая в (2.41) коэффициенты при ц, для определения матриц Н\ и D3 

получим уравнение 

ЬНг + [Н'0 + H0]D3 + ai(y)H0(y - ж/2) = О 

(L — оператор (2.34)). Несложный его анализ с учётом первого из ра­
венств (2.42) приводит к выводу, что 

D3=(f f), d3 = -3(i+om 
\d3 d3J (243) 

h\ = 3 ( l - i ) ^ 2 e x p ( 3 i t / ) / 1 6 , h\ = h\. 

Следующий шаг связан с рассмотрением уравнения 
LH2 + (<т2 - 82)Н% + <т2Н'0 + SH'0D3 + [Н[ + H^Ds + 

+ [Н'0 + H0]D4 + а1(у)Н1(у - тг/2) + а2(у)Н0(у - тг/2) = 0, (2.44) 

исследование которого также не вызывает принципиальных затруднений. 
В данном случае сначала, подставляя (2.42), (2.43) в (2.44) и приравнивая ну­
лю коэффициенты при ехр(±гг/) в неоднородности получившегося уравнения, 
находим 

D4 = № f) , d4 = - 3 ( 1 - i )e 4 /16 + (1 + i)S2/2 + 38£2i/2. 

После этого определяем и матрицу Н2 = [hl,h'(], содержащую только тре­
тьи и пятые гармоники. Ее явный вид опускаем, ибо в дальнейшем он не 
потребуется. По той же причине не выписываем и матрицу Dg. 

Обратимся теперь к вычислению оставшихся матриц D$, DQ, D7. Прирав­
нивая в (2.26) коэффициенты при /iz, для нахождения Н^ и D<j приходим к 
уравнению 

LH4 = 2iSH'0 - iH0D3 - [Н'0 + H0]D5, 

анализ которого стандартен. Поэтому сразу приведём окончательный резуль­
тат : 

Зг^2/2 - <*(1 " 0 Зг^2/2 
Зг^2 /2 3i(2/2 + 6(l + i) Щ = О, D5=( ""> ' ; " \ ' ч , , 2 /о , 'и, ,л)- (2-45) 

Приравнивая, далее, в (2.26) коэффициенты при fi2z, fiz2 и учитывая первое 
равенство (2.45), получим уравнения 
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Ш5 + (<т2 - S2)2iH'0 + ia2H0 + iSH0D3 + iHxD3 -

- 2iSH[ + (H[ + Hi+ SH'0)D5 + iH0D4 + {H'0 + H0)D6 = 0, 

LH6 - H i - 2i{SiH0 + 1Я1) + iH0D5 + {H[ + Hi + 8H'0)Dl + {H'0 + H0)D7 = 0. 

Отметим, что слагаемые, содержащие Hi, не дадут вклада в условия разре­
шимости этих уравнений, так как (см. (2.43)) Hi состоит только из третьих 
гармоник. Поэтому элементы матриц DQ, D7 определяются из тождеств 

(<т2 - S2)2iH'0 + ia2H0 + iSH0D3 + SH'0D5 + iH0D4 + {H'0 + H0)D6 = 0, 

2SH0 + iH0D5 + SH'0Di + {H'0 + H0)D7 = 0. 

Наконец, подставляя в эти последние тождества уже известные матрицы, по­
сле некоторых преобразований находим: 

De = (ri "!2) , D7=h lA, 
\r2 -rij \rA г3) 

П = 9(1 - i )^ 4 /32 + Ж2/2 + S2{1 - 2 i ) /2; r2 = - 3 ^ 4 / 1 6 - Щ2/2 - iS2/2; 

r3 = 3(1 - i)(2/A - 6(1 - i) + 3(5/2; r4 = 3(1 + i)(2/A. 
(2.46) 

2.4. З а в е р ш е н и е д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы 5. Напомним, что при 
доказательстве теоремы 5 требуются лишь дискретные значения (2.29) пара­
метра z. В связи с этим введём в рассмотрение функции 

zm{S,n) = 4m / u/ ( l + /л8), m = 0 , ± l , . . . , 

получающиеся из (2.29) с учётом равенства /л(4п + 1) = 1 + 8п(ц)ц и при замене 
дискретного параметра 8п на непрерывный. Положим, далее, 

Dm(8,i2)=i2-1D(8,i2,z)\z=Zm{s^), m = 0 , ± l , . . . (2.47) 

Наконец, отметим, что поскольку интересующие нас матрицы (2.31) получа­
ются из (2.47) при 8 = 8п(ц) и при умножении на ц, то проблема обоснования 
теоремы 5 сводится к исследованию расположения собственных значений ма­
триц (2.47) при всех 8i <С 8 <С 82 и при га = 0, ± 1 , . . . , ±гао- Соответствующий 
анализ проводится ниже. 

Начнём со случая га = 0 и заметим, что при z = А = 0 уравнение из (2.23) 
представляет собой линеаризацию уравнения (2.33) на антипериодическом ре­
шении w(y,8, ц). Поэтому при z = 0 задача (2.23) имеет нулевое собственное 
число, которому отвечает собственная функция ho(y,8,/i) = dw(y,8, ц)/ду. 
Тем самым нулевое собственное значение имеет и матрица (2.47) с номером 
га = 0. Другое же её собственное значение отрицательно: из (2.32) и из явного 
вида матрицы D3 (см. (2.43)) следует, что при fi = 0 оно обращается в —З^2. 

Пусть теперь га ф 0 и фиксировано. В этом случае для матрицы (2.47) с 
номером га справедливо асимптотическое представление 



СПЕЦИФИКА АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ 467 

Dm (S, ц) = D3 + 4mD0 + /i[16m2D1 + 4mD5 + D4 - 4mSD0] + 

+ ii2[6Am3D2 + 4mD6 + 16m 2 D 7 + D8 - 32m2SD1 - AmSD5 + AmS2D0] + 0{IJ3), 
(2.48) 

вытекающее из разложения (2.32). Отметим ещё, что поскольку 

о т г. ^о т г ^о (Щ2/2-6 Зг^2/2 \ D0 = -2г1, D5 = D% + г18, D% = (^ ^ 2 / 2 щ 2 ^ + ^ , 

где / — единичная матрица, то удобнее работать с матрицей 

Ът (S, fj) = Dm (S, fj) + г'га(8 - 128 ц + Ш V ) / . (2.49) 

Подставим сюда (2.48) и используем (2.40), (2.43), (2.45), (2.46); тогда для 
а = tr D и A i = R e d e t D , A2 = I m d e t D после некоторых преобразований 
получим асимптотические представления 

а = а0 + О(^, Д1 = Д У + О И , А2 = Д ^ + С%2); 
а0 = - 3 ^ 2 , А? = 1 6 m 2 [ 3 ^ 4 / 8 - 3 ^ 2 - < 5 2 + 8m 2 ] , А°2 = -Щ26т. 

Отметим, что хотя формально для вывода равенств (2.50) требуется явный 
вид матрицы £>8, фактически можно обойтись без него. Дело в том, что 
«вклад» этой матрицы в A j , А2 представляет собой некоторые не зависящие 
от га аддитивные добавки. Но поскольку при га = 0 имеем det D = 0, то эти 
добавки заведомо равны нулю. 

Из (2.50) без труда заключаем, что матрица (2.49) будет гурвицевой при 
всех достаточно малых ц > 0, если выполняется неравенство 

(Д°) 2 < а 2 А?, (2.51) 

и будет иметь собственное значение в полуплоскости Re A > 0 при выполнении 
строго противоположного неравенства. Подставляя, далее, в (2.51) нужные 
выражения из (2.50), после несложных преобразований приходим к выводу, 
что, во-первых, если (см. (2.15)) 

[ < М 2 ] С ( М 7 ) , М 7 ) ) , (2-52) 

то неравенство (2.51) выполняется при всех Si <С 8 <С S2 и при любом фиксиро­
ванном га ф 0; во-вторых, если 

[<М2]СМ\(М7),М7)), 
то при га = ± 1 и при всех 8\ <С 8 <С S2 выполняется строго противоположное 
неравенство. 

Проделанный анализ позволяет сразу же сделать вывод о справедливости 
теоремы 5 в части неустойчивости. Однако для её обоснования в части устой­
чивости следует ещё убедиться, что при условии (2.52) гурвицевыми будут и 
матрицы (2.49) с асимптотически большими номерами га (вплоть до номера 
гао ~ 1/А*; фигурирующего в (2.29)). Проверку этого ф а к т а проведём в два 
этапа. 
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На первом этапе заметим, что с ростом |га| остаток в (2.48) растет как 
га4//3 (за счёт слагаемого порядка z4 в разложении (2.32)). А отсюда и из 
явного вида всех входящих в (2.48) матриц следует, что остатки в асимптоти­
ческих формулах (2.50) растут соответственно как /ira2 , //Зга4 и / / ^ r a j 3 . Таким 
образом, гурвицевость матриц (2.49) заведомо сохраняется при всех га, таких 
что 0 < |га| <С s o / / - 1 ' 2 , где so > 0 фиксировано и достаточно мало (аналог 
неравенства (2.51) здесь выполняется очевидным образом). 

На втором этапе рассмотрим оставшиеся номера, т. е. такие га, что 

soil-112 ^ |га| ^ га0. (2.53) 

В этом случае из (2.48) вытекает асимптотическое представление 

nDm(StfJ.) = fiD3 + \6i?m2D1 + 0(fi2\m\ + fi3\m\3). 

Из него, в частности, следует, что при условии (2.53) гурвицевость ма­
триц (2.49) определяется по «главной части», т. е. по матрицам Ds + sD\, 
где s = 16//ra2. Последние же будут гурвицевыми, что вытекает из явного 
вида матриц D\, Ds (см. (2.40), (2.43)). Теорема 5 доказана. 

Заключение 
Подводя итог, остановимся сначала на некоторых математических аспек­

тах данной статьи. Во-первых, использованный выше метод бесконечномер­
ной нормализации отличается от предложенного в работах [12,13] метода ква­
зинормальных форм в первую очередь тем, что существует корректно опре­
делённая замена переменных, приводящая исходную краевую задачу (1.20) к 
нормальной форме (1.58) (в ситуациях, рассмотренных в [12, 13], подобной 
замены не существует). 

Во-вторых, специфика изученного здесь случая заключается также и в 
том, что краевая задача (1.20) по своим свойствам близка к дифференци­
ально-разностному уравнению нейтрального типа. Для пояснения сути дела 
рассмотрим произвольное её решение (u(t, x),v(t, х)) с начальными условиями 
из фазового пространства V. Тогда, как следует из построений п. 1.2, при 
любом хо G (0,1] функции u(t,xo), v(t,xo) принадлежат классу W\ (на лю­
бом конечном отрезке изменения t), а функционал <f){t) = u(t,0) всегда имеет 
гладкость, на единицу большую, т. е. принадлежит классу Т4^ 1ос. Послед­
нее обстоятельство и является причиной того, что при обосновании метода 
бесконечномерной нормализации приходится иметь дело с нелинейным диф­
ференциально-разностным уравнением (1.37). 

Следует также отметить , что при изучении вопросов существования и 
устойчивости быстро осциллирующих циклов были использованы специаль­
ные методы, предложенные ранее в работе [25]. Здесь они получили даль­
нейшее развитие в чисто алгоритмическом плане. С их помощью, в част­
ности, удалось выявить новую особенность автоколебаний в генераторах с 
ДС^в-распределёнными параметрами — высокомодовую буферность. 
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Остановимся теперь на прикладных аспектах данной статьи. Напомним, 
что при ц\ = Ц2 = О- = 0 явление буферности в рассматриваемом генераторе 
изучалось ранее как теоретически [8,26], так и экспериментально [27]. Ре­
зультаты же настоящей работы можно интерпретировать двояко. С одной 
стороны, считая Со паразитной ёмкостью на выходе усилителя (см. рис. 1), 
получим решение прикладной проблемы о влиянии этого паразитного фактора 
на явление буферности. Из вышеизложенного следует, что даже при паразит­
ной ёмкости порядка единицы буферность сохраняется, но приобретает новое 
качество — становится высокомодовой. С другой стороны, предложенная 
здесь модификация ДС£С-автогенератора представляет и самостоятельный 
интерес, так как в ней достаточно просто (за счёт изменения сосредоточенной 
ёмкости Со) решается проблема дискретной перестройки частоты (см. п. 1.6). 

Отдельно остановимся на вопросе о сохранении феномена высокомодовой 
буферности при учёте всех факторов, опущенных при переходе от краевой 
задачи (1.5) к задаче (1.6). Для этого рассмотрим краевую задачу 

Щ = -vx ~ ек±и, vt = -их - SK2V, 

v\x=i = Sfj,iu\x=1, (1) 

£/"2^U=o + aut\x=0 + u\x=0 + e/30u\x=i + /3iu2\x=i - u3\x=i = 0, 

где 0 ^ £ С 1, а все остальные параметры имеют порядок единицы. Считаем 
также, что ку, /ij ^> 0, j = 1,2, к\ + к2 = 1; а > 0, /?о > 0, а знак (3\ произволен. 
Применим, далее, к задаче (1) описанный в п. 1.3 метод бесконечномерной 
нормализации, который в рассматриваемом случае обладает дополнительной 
спецификой. А именно, здесь вместо (1.21) в (1) следует подставить ряды 

и = -\/euo(t, s, х) + eui(t, s, х) + e3'2U2(t, s, x) + ... , 

v = \fevo(t, s, x) + evi(t, s, x) + e3'2V2(t, s, x) + ... , 

где по-прежнему s = et, Uj(t + 4, s, x) = Uj(t,s,x), Vj(t + 4, s, x) = Vj(t,s,x), 
j = 1, 2, a «o, vo задаются равенствами (1.22). 

Приравнивая в (1) коэффициенты при е, для определения ui,v\ получим 
краевую задачу 

dui/dt = —dvi/дх, dvi/dt = —dui/дх, 

^iU=i = 0, adui/dt\x=0 + ui\x=0 + /3iul\x=i = 0, 

разрешимую в нужном классе функций. Соответствующее решение записы­
вается в виде 

MI = A(t + (х - 1)) + A(t - (х - 1)), ы = A(t - (х - 1)) - A(t + (x - 1)), 

где A(t) — 2-периодическое решение обыкновенного дифференциального 
уравнения 

а А ' + А = -f]ia
2(t- l , z ) / 2 , ' = d/dt, (3) 

а функция a(t, z) т а же, что и в (1.36). 
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Следующий шаг связан с рассмотрением краевой задачи 

. dt2 dx2 

ди2 

и2 

дщ _ д2щ 
dt dtds 

dx -Hi-
дщ 
dt 

ди2 + и2\х=о = -fi2v0\x=0 - Pou0\x=i + ul\x=1 - 2/31(и0и1)\х= 

получающейся из аналогичной (2) задачи после исключения переменной v2. 
Как и в п. 1.3, её решение будем искать в виде первого ряда из (1.23), что 
сводит проблему к анализу краевых задач 

d An/dx + uinAn = iujn (2dzn/ds + zn) cosujn(x — 1), 

dAn/dx\x=i = -fiiiojnzn, An\x=0 = - ( / „ + fi2(-l)n~1izn - ip„)(l + ашп)~г. 
(4) 

Здесь коэффициенты fn те же, что и в (1.25), а фп, п = 1, 2, . . ., определяются 
как коэффициенты Фурье при ехр(гшпу) функции 2/32w(s, y)C~l{w2{s) у — 1)), 
где w(s,y) определена в (1.26), а £ — дифференциальный оператор, по­
рождённый в пространстве 2-периодических функций класса W2 левой частью 
уравнения (3) (при замене, естественно, d/dt на d/dy). 

Условия разрешимости задач (4) приводят к счётной системе 

dzn 

ds 
+ ( 2 " 1 + /л + n2)zn = i ( - l ) " - 1 ( / n - фп)/(1 + aiujn), n = 1, 2, 

которая в данном случае «сворачивается» в краевую задачу 

д_ 
ду 

dw 
ds 

+ ( 2 " 1 + /л +ц2)г + J^ + ( 2 _ 1 + /"1 + m)w + /30w{s, y-l) 

\s, y - l ) - 2(]2
lW(s, у - \)L-l{w2(s, y)) = 0, 

w(s,y + 2) = -w(s,y). 
(5) 

Отметим, что аналог теоремы 1 здесь остается в силе и обосновывается по 
той же схеме (см. пп. 1.4, 1.5). Более того, можно показать, что для краевой 
задачи (5) сохраняются аналоги теорем 2, 3, 4, 5. Связано это с тем, что фак­
тически она отличается от задачи (1.28) лишь дополнительным кубическим 
слагаемым, не влияющим принципиально на динамику. 

Сформулируем и один нерешённый вопрос. Рассмотрим краевую задачу 

utt + ащ + а2и/4 = ихх, 

ux\x=i = 0, ащ\х=0 + и\х=0 + /Зи\х=1 - u3\x=i = 0, 
(6) 

получающуюся (после стандартного исключения переменной v) из задачи (1.5) 
при прежних предположениях о равенстве нулю параметров JJLI, JJL2, /32 И при 
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дополнительном условии Е\ = £2 = а /2 , а > О, характеризующем линию без 
искажений. Заметим, далее, что произвольное решение линейного уравнения 
из (6), удовлетворяющее первому граничному условию этой задачи, имеет вид 

и = [9(t + (х- 1)) + 9(t -(х- 1))] e x p ( - a t / 2 ) . 

Подставляя последнюю формулу во второе граничное условие задачи (6), 
для определения w(t) = 6(t + l)exp(—at/2) приходим к дифференциаль­
но-разностному уравнению 

a[w(t) + exp(-a)w(t - 2)]'t + w(t) + exp(-a)w(t - 2) + 

+ 2(]exp(-a/2)w(t - 1) - 8 e x p ( - 3 a / 2 ) w 3 ( t - 1) = 0, (7) 

являющемуся интересующим нас объектом исследования. Точнее говоря, по­
ставим вопрос о существовании и устойчивости периодических решений урав­
нения 

e[w(t) + qw{t - 2)]'t + w(t) + qw{t - 2) + fiw(t - 1) - w3{t - 1) = 0, (8) 

где q = exp(—a) < 1, получающегося из (7) при a = £ « 1 и при подходящих 
нормировках w, /3. 

Вопрос о динамике уравнения (8) по параметру /3 остается открытым. 
Можно показать, однако, что при значениях q, достаточно близких к едини­
це, качественный характер поведения спектра устойчивости нулевого решения 
этого уравнения при увеличении /3 совпадает с описанным в п. 2.1 для краевой 
задачи (2.1). Поэтому есть основания ожидать, что и здесь справедливы ана­
логичные теоремам 4, 5 утверждения о существовании и устойчивости быстро 
осциллирующих циклов. 

В заключение авторы выражают искреннюю благодарность Ю. С. Колесо­
ву, чьи критические замечания послужили импульсом к углублённому изуче­
нию феномена буферности в задачах радиофизики. 
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