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áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ�ÏÍ 24 (2012), �2 ï ëõâéþåóëïê L-æõîëãéé
© î. ÷. ðòïóëõòéîëÕÂÉÞÅÓËÁÑ L-ÆÕÎË�ÉÑ Ó×ÑÚÁÎÁ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÅÌÌÉÎÁÓ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÅÊ ëÕÂÏÔÙ{ðÁÔÔÅÒÓÏÎÁ. äÌÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ L-ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÉ�Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ òÉÍÁÎÁ(Ó Ä×ÕÍÑ ÇÁÍÍÁ-ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ), ÎÏ ÎÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÏÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ L-ÆÕÎË�ÉÑ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ�ÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÅÅ ÎÕÌÅÊ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ-×ÁÎÙ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ.÷×ÅÄÅÎÉÅëÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÔÜÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ëÕÂÏÔÙ{ðÁÔÔÅÒÓÏÎÁ �K-P Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÇÉ-�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H = {(z; v) ∈ C × R | v > 0} É �ÒÉÎÉÍÁÅÔÚÎÁÞÅÎÉÑ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ �ÏÌÅ C. éÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ æÕÒØÅ |�K-P (z; v) = v2=3 + (6�v)2=3 ∑� ~� (�)Ai((6� |� |v)2=3)e(�z); (1)× ËÏÔÏÒÏÍ Ai | ÆÕÎË�ÉÑ üÊÒÉ É e(q) = exp(2�i(q+q)) ÄÌÑ q ∈ C. äÌÑ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÍÅÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÁÔÔÅÒÓÏÎÁ (15), ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÅ ~�(�) ÞÅÒÅÚËÕÂÉÞÅÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ çÁÕÓÓÁ. ðÕÓÔØ ! = exp(2�i=3) = (−1+√

−3 )=2. óÕÍÍÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅ × (1) ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ � ×ÉÄÁ (√−3)−3 l Ó l ∈ Z [! ℄, l 6= 0.úÄÅÓØ Z [! ℄ = {a + b! | a; b ∈ Z} | ËÏÌØ�Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÌÑ Q(√−3 ).æÕÎË�ÉÑ �K-P ÏÔËÒÙÔÁ ëÕÂÏÔÏÊ [1℄, ÓÍ. ÔÁËÖÅ [2℄ É [3℄. ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÁ×ÔÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÅÓØÍÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á | ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÁ-�ÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ �K-P ÉÍÅÀÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ïÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ |�K-P (0; v) = �K-P (0; v−1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ R; v > 0: (2)ðÏÌÏÖÉÍ L(� ; s) = ∑� �(�)� s ; s ∈ C; Re s > 1; (3)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ L-ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÕÌÅÊ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé �11-01-00239-a.230



ï ëõâéþåóëïê L-æõîëãéé 231ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅ ÖÅ �, ÞÔÏ É × (1),�(�) = ~�(�)‖�‖1=6 (4)É ‖ · ‖ : Q(√−3 ) → Q | ÎÏÒÍÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ‖z‖ = zz ÄÌÑ ×ÓÅÈz ∈ Q(√−3 ). òÑÄ (3) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀÆÕÎË�ÉÀ × ÏÂÌÁÓÔÉ Re s > 1. æÕÎË�ÉÑ L(� ; ·) Ó×ÑÚÁÎÁ Ó �K-P �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÅÌÌÉÎÁ. ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÏÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆ-ÎÏ ÎÁ ×ÓÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ C É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÔÉ�Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ òÉÍÁÎÁ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÍÕ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÔÏÞËÁÈs É 1− s. éÍÅÎÎÏ, ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑs 7→ (2�)−2s �(s− 1=6) �(s+ 1=6)L(� ; s) (5)ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ s ÎÁ 1 − s. íÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ L(� ; ·) ËÕÂÉ-ÞÅÓËÏÊ L-ÆÕÎË�ÉÅÊ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·)É × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ R. æÕÎË�ÉÑ � ÎÅ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁ, �ÏÜÔÏÍÕ L(� ; ·) ÎÅ ÒÁÓËÌÁ-ÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, É ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÌÉÛËÏÍ Ï�ÔÉÍÉÓÔÉÞ-ÎÙÍ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÑÍÏÊRe s = 1=2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·) ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅ-ÎÙ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ C ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ R É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÑÍÏÊ Re s = 1=2. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙÍÏÖÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÎÕÌÅÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊRe s = 1=2; Im s > 0 (6)É ÎÕÌÅÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ × Ë×ÁÄÒÁÎÔÅRe s > 1=2; Im s > 0: (7)îÁÛÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ Im s 6 9002 ÉÍÅÅÔÓÑ 27914ÎÕÌÅÊ ÎÁ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÊ (6) É 8724 ÎÕÌÑ × Ë×ÁÄÒÁÎÔÅ (7). ó�ÉÓËÉ ÎÕÌÅÊ ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ ÎÁ ÓÁÊÔÅ http://www.pdmi.ras.ru/∼ np. ÷ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÎÕÌÉ |�ÒÏÓÔÙÅ. îÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·), ÌÅÖÁÝÉÅ × Ë×ÁÄÒÁÎÔÅ (7), ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ×�ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉ | �1; �2; �3; : : : îÉÖÅ, ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÉÚÏ-ÂÒÁÖÅÎÁ ÇÉÓÔÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÅË �n = Re �n. íÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ× §1 ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÉ�ÏÔÅÚ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. ïÓÎÏ×-ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ L-ÆÕÎË�ÉÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ É ÄÏËÁÚÁÎÙ × §3.÷ÓÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÕÄÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ Ï ÅÅ ÎÕÌÑÈ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × §4. ÷ §2 ÓÏÂÒÁÎÙÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ, ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ.íÙ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ËÁÓÁÅÍÓÑ ÚÄÅÓØ ÍÅÔÏÄÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÎÕÌÅÊL-ÆÕÎË�ÉÊ; ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÍ. [4{7℄.1�Ï ÅÓÔØ ×ÓÅ ÎÕÌÉ, ÉÓËÌÀÞÁÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1 × §3.



232 î. ÷. ðòïóëõòéîéÍÅÅÔÓÑ ÏÂÛÉÒÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÎÕÌÅÊ L-ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÉÍÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ. ÷Ï ×ÓÅÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÓÌÕ-ÞÁÑÈ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÂÝÅÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÏÊ òÉÍÁÎÁ, ÎÕÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÀÔÓÑÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÑÍÙÈ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÇÉ�ÏÔÅÚÁÍÉ íÏÎÔÇÏÍÅÒÉ [8℄ ÉÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍÉ, ÁËÔÉ×ÎÏ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÁÓ�ÅËÔÙ �ÒÏÂÌÅÍÙÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÑÍÙÈ, Ô. Å. ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÉÍÙÈÞÁÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÞÁÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ L-ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ, ÏÓÔÁ-ÅÔÓÑ ÎÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÏÊ. âÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ, �ÏÍÉÍÏËÕÂÉÞÅÓËÏÊ, ÄÒÕÇÉÅ L-ÆÕÎË�ÉÉ É ×ÙÑÓÎÉÔØ, × ËÁËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎ-ÎÙÅ ÎÁÍÉ Ñ×ÌÅÎÉÑ ÔÉ�ÉÞÎÙ ÉÌÉ ÕÎÉËÁÌØÎÙ.2
§1. ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÕÌÅÊ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ÎÁÛÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ Ï ÎÕÌÑÈ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·).æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ×ÙÄÅÌÅÎÙ ËÕÒÓÉ×ÏÍ É ÓÎÁÂÖÅÎÙ ËÒÁÔËÉÍÉ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑ-ÍÉ.(I) ÷ÓÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·) �ÒÏÓÔÙÅ É ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ �ÏÌÏÓÅ, Ô.Å. × �ÏÌÏÓÅ {s ∈ C | 0 6 Re s 6 1}.÷ §4 ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÎÕÌÑ � ÆÕÎË�ÉÉL(� ; ·) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á −0:2 < Re � < 1:2 É �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ × �ÏÌØÚÕ ÎÁÛÅÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ. úÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÎÁÛÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÎÕÌÅÊ< 0:98. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÕÌÑ ÒÁ×ÎÁ 0:9948596 : : : ,ÅÇÏ ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁ 147:1889196 : : :äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ � É T Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ N(�; T ) ËÁË ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ3 � ÆÕÎË�ÉÉL(� ; ·) �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ Re � > � É 0 < Im � < T .(II) ï�ÒÅÄÅÌÉÍ q ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÅÍN(�; T ) ≪ T �ÒÉ T → ∞ (8)ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � > q (�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ × ÓÉÍ×ÏÌÅ ≪ ÚÁ×É-ÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �). �ÏÇÄÁ q = 7=12.üÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ N(�; T ) É Ó ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑÍÉ ÓÒÅÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ t 7→ |L(� ;� + it)|2. ïÄÎÁËÏ ÄÏËÁÚÁÔØÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï q 6 3=4, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÙ 10 É 11 × §4. þÉ-ÓÌÏ q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á2íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ü�ÛÔÅÊÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ. òÁ-ÂÏÔÙ úÉÇÅÌÑ [9℄ É æÏÍÅÎËÏ [10℄ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÏÓÎÏ×Õ. ó ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ ü�ÛÔÅÊÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏÝÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ L-ÆÕÎË�ÉÉ.3ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÅ ×ÓÅ ÎÕÌÉ �ÒÏÓÔÙÅ. üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÔÁËÖÅÉ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ ÎÉÖÅ N(T ), P (T ), PI(T ).



ï ëõâéþåóëïê L-æõîëãéé 233×ÓÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ � ÔÁËÉÈ, ÞÔÏT
∫1 |L(� ;� + it)|2 dt ≪ T �ÒÉ T → ∞:ðÕÓÔØ J = (1=2; 7=12 ℄ | �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × R, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÞÉ-ÓÅÌ x, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 1=2 < x 6 7=12, É �ÕÓÔØ J ′ =(7=12;∞) | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × R, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x > 7=12. äÌÑ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ T > 0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÕÌÉ � ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·) �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ0 < Im � < T . ðÕÓÔØ N(T ) | ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÎÕÌÅÊ �,P (T ) | ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ � Ó Re � = 1=2; 0 < Im � < T;P I(T ) | ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ � Ó Re � ∈ I; 0 < Im � < T ;ÚÄÅÓØ I | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × R. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,N(T ) = P (T ) + 2PJ (T ) + 2PJ ′(T ):íÙ ÉÍÅÅÍ ÔÁËÖÅ N(T ) ∼ (2=�)T log T �ÒÉ T → ∞, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 9 × §4.(III) ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ Æ; 
; 
′ > 0 ÉÍÅÅÍP (T ) ∼ Æ T log T; PJ(T ) ∼ 
T log T; PJ ′(T ) ∼ 
′T log T�ÒÉ T → ∞. ðÒÉ ÜÔÏÍ Æ + 2
 + 2
′ = 2=�.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊÎÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·) × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ J É J ′.(IV) ðÕÓÔØ I | ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ⊂ J = (1=2; 7=12 ℄. ðÒÉ T → ∞ ÉÍÅÅÍP I(T ) ∼ (

∫I f(x) dx)PJ(T )Ó f(x) = 2534(x− 1=2)(2=3 − x):üÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ. íÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÅÒÕ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× I ⊂ J , �ÏÌÏÖÉ×�(I) = limT→∞
P I(T )=PJ (T );É ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ f ËÁË �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ.ðÏÑÓÎÉÍ �ÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f . æÕÎË�ÉÑ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ J É ÏÂÒÁ-ÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ 1=2, Á ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ7=12. îÁÛÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÌÁ-ÄÁÔØ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ, ÇÉ�ÏÔÅÔÉÞÅÓËÉ, ÂÙÔØ �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ



234 î. ÷. ðòïóëõòéîÍÅÒÙ �. äÏÂÁ×ÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ |
∫J f(x) dx = 1:îÁÛÁ ÆÕÎË�ÉÑ f | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ, ÏÂÌÁÄÁÀÛÉÊ×ÓÅÍÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.(V) ðÕÓÔØ I | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ⊂ J ′ = (7=12;∞ ), ÓËÁÖÅÍ I =(�; � ). ðÒÉ T → ∞ ÉÍÅÅÍ P I(T )=PJ ′(T ) → 0;ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I ÏÔÄÅÌÅÎ ÏÔ ÔÏÞËÉ 7=12, Ô.Å. ÅÓÌÉ � > 7=12. ÷ ÓÌÕÞÁÅÖÅ, ËÏÇÄÁ I = (7=12; � ) Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ � > 7=12, �ÒÉ T → ∞ ÉÍÅÅÍP I(T ) ∼ PJ ′(T ):üÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (II) É (III).(VI) îÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·), ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ�ÒÑÍÏÊ, ÓËÏÎ�ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÌÏÔÎÏ ×ÂÌÉÚÉ Ä×ÕÈ ,,�ÏÌÕËÒÉÔÉÞÅ-ÓËÉÈ\ �ÒÑÍÙÈ Re s = 7=12 É Re s = 1−7=12. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÎÁ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ �ÒÑÍÙÈ ÎÕÌÅÊ ÎÅÔ.úÄÅÓØ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ (IV), (V) É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ(5), Á �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ.ïÂÒÁÔÉÍÓÑ ÅÝÅ ÒÁÚ Ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÕ-ÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·) × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ J ′ = (7=12;∞). æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ, ÄÁÎÎÁÑ ×ÇÉ�ÏÔÅÚÅ (V), ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔÅÌØÎÁ. îÁÈÏÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØ-ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ P I(T )=T ×ÍÅÓÔÏ P I(T )=PJ ′(T ).(VII) ðÕÓÔØ I | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ⊂ J ′ = (7=12;∞ ) ÏÔÄÅÌÅÎÎÙÊÏÔ ÔÏÞËÉ 7=12. ðÒÉ T → ∞ ÉÍÅÅÍP I(T ) ∼ (

∫I g(x) dx)T;Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ g ÎÁ J ′ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ I É T ),g(x) → ∞ �ÒÉ x → 7=12. ðÕÓÔØ q′ | ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á×ÓÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ � ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ N(�; T ) = o (T ) �ÒÉ T → ∞.æÕÎË�ÉÑ g ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (7=12; q′) É g(x) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x > q′.íÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ. þÉÓÌÏ q′, �Ï-×ÉÄÉ-ÍÏÍÕ, ×ÅÓØÍÁ ÂÌÉÚËÏ Ë 1. îÁÛÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ q′ É �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ g ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞÅË q′ É 7=12.
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§2. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ �ÏÌÑ Q(√−3 )÷ ËÏÌØ�Å Z [! ℄ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÌÑ Q(√−3 ) ⊂ C ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉ-ÄÁ. ÷ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌØ�Á Z [! ℄ ÇÌÁ×ÎÙÅ, É ËÁÖÄÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÉÚ Z [! ℄ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÏÂÒÁÚÏÍ. åÄÉÎÉ�Ù ËÏÌØ�Á

Z [! ℄ ÓÕÔØ ±1, ±!, ±!2 Ó ! = exp(2�i=3) = (−1 + √
−3 )=2. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅ-ÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉ�Ù ÒÁÚÌÉÞÎÙ �Ï mod 3 É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ×ÓÅ ËÌÁÓÓÙ mod 3×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ Ó 3. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑÜÌÅÍÅÎÔ k ËÏÌØ�Á Z [! ℄ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅk = �(√−3)m
, × ËÏÔÏÒÏÍ � | ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�, m ∈ Z, m > 0, É 
 ∈ Z [! ℄,
 ≡ 1 (mod 3).éÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ Z [! ℄ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÙÞÅÔÁ

(

·

·

). äÌÑ 
 ≡ 1 (mod 3) ÉÚ Z [! ℄ �ÏÌÏÖÉÍG(
) = ∑k ( k
 )e(k=
) (9)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï k ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÙÞÅÔÏ× mod 
 | ÜÔÏ ËÕ-ÂÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ çÁÕÓÓÁ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ 
. éÍÅÅÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, G(1) = 1. ïÓÎÏ×-ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ çÁÕÓÓÁ:
|G(
)|2 = {

‖
‖; ÅÓÌÉ 
 ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏ,0 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ; (10)G(
) = G(
); (11)G(
1
2) = (
1
2)(
2
1)G(
1)G(
2); (12)ÅÓÌÉ 
1 É 
2 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ 
 �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÉÍÅÅÍ ÔÁËÖÅG(
)3 = −
2�
: (13)ðÕÓÔØ p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ × ËÏÌØ�Å Z. åÓÌÉ p ≡ 2 (mod 3),ÔÏ 
 = −p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ≡ 1 (mod 3) × Z [! ℄, G(
) = p É ‖
‖ = p2.åÓÌÉ p ≡ 1 (mod 3), ÔÏ p ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × Z [! ℄ ×�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ p = 
�
 Ó 
 ≡ �
 ≡ 1 (mod 3). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÉÓÌÁ 
 É �
 �ÒÏÓÔÙÅ,
‖
‖ = ‖�
‖ = p É G(
) +G(�
) = ∑j=0;1;:::p−1
os(2�j3=p): (14)ó×ÏÊÓÔ×Á ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÙÞÅÔÁ É ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ çÁÕÓÓÁ ÓÍ. × [11℄.
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~�(�) = G(
)
 2=3



































































3−1=3( 3
 ); ÅÓÌÉ � = ± (√−3 )3n−1
d3;3−1=3(3!
 )�−1; ÅÓÌÉ � = ±!(√−3 )3n−1
d3;3−1=3(3!2
 )� ; ÅÓÌÉ � = ±!2(√−3 )3n−1
d3;1; ÅÓÌÉ � = ± (√−3 )3n−3
d3;0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ �;
(15)

ÇÄÅ 
; d ∈ Z [! ℄, 
 ≡ d ≡ 1 (mod 3), 
 ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏ, n ∈ Z É � = exp(2�i=9).�ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (1)ÆÕÎË�ÉÉ �K-P , ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ ðÁÔÔÅÒÓÏÎÏÍ × [2℄. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ~�(�)ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ d É n × (4). îÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ � , Ó×ÑÚÁÎÎÏÊÓ ~� �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ (4). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �(1) = 1. éÚ (11) É ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÓÉÍ×ÏÌÁ ×ÙÞÅÔÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ � (�) = � (�) (16)ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ Q(√−3 ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÍ� (ab) = ( ab )�(a)�(b); (17)ÅÓÌÉ a ∈ (√−3 )−3Z [! ℄, b ∈ Z [! ℄, b ≡ ±1 (mod 3); É a É b ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂ-ÝÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (4),ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á (12) ÓÕÍÍ çÁÕÓÓÁ É ÚÁËÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ. íÙ ×ÉÄÉÍ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ � ÎÅ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁ, ÎÏ ÆÕÎË�ÉÑ �3 ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁ.äÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ äÅÄÅËÉÎÄÁ �Q(√−3 ) �ÏÌÑ Q(√−3 ) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ×ÓÀÄÕ ÎÁ
C, ÉÓËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÕ 1, ÇÄÅ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÀÓ. éÍÅÅÍ �Q(√−3 )(−n) =0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ Z, n > 1. ÷ÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÎÕÌÉ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ äÅÄÅËÉÎÄÁ �Q(√−3 )ÎÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ, ÌÅÖÁÔ × �ÏÌÏÓÅ { s ∈ C | 0 < Re s < 1 } É, ÇÉ�ÏÔÅÔÉÞÅÓËÉ,ÔÏÌØËÏ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ Re s = 1=2. æÕÎË�ÉÑs 7→ (2�=√3 )−s�(s)�Q(√−3 )(s) (18)ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ s ÎÁ 1− s. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ�Q(√−3 )(s) = �(s)L(s; �); s ∈ C; (19)



ï ëõâéþåóëïê L-æõîëãéé 237× ËÏÔÏÒÏÍ � | ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ òÉÍÁÎÁ É L(·; �) | ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ äÉ-ÒÉÈÌÅ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ � mod 3. óÍ. [12℄. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕ-ÞÁÑÈ ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ�∗(s) = (1− 13s)�Q(√−3 )(s); s ∈ C; (20)ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ Re s > 1 ÉÍÅÅÍ�∗(s) = ∑m 1m s ; �∗(s)�∗(2s) = ∑n 1n s (21)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï m ≡ 1 (mod 3) É �Ï ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÍ n ≡ 1 (mod 3) ÉÚËÏÌØ�Á Z [! ℄.äÌÑ n > 0, n ∈ Z, �ÕÓÔØ V (n) | ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ 
 ∈ Z [! ℄ Ó ‖
‖ = n É�ÕÓÔØ Z(n) | ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ 
 �ÏÄ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ 
 ≡ 1(mod 3). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Z(n) 6 V (n)=6 (�ÏÓËÏÌØËÕ × Z [! ℄ ÉÍÅÅÔÓÑ 6ÅÄÉÎÉ� É ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÅÄÉÎÉ�Ù ÒÁÚÌÉÞÎÙ mod 3 ). ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ 
 ∈ Z [! ℄ËÁË 
 = x + y! Ó x; y ∈ Z. ðÒÉ ÜÔÏÍ ‖
‖ = x2 − xy + y2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,V (n) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ n Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ x2 − xy + y2,x; y ∈ Z, É (ÓÍ. [13℄)Z(n) 6 V (n)=6 = ∑m ( −3m )

6 d(n); (22)ÇÄÅ (

·

·

) | ÓÉÍ×ÏÌ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ×ÙÞÅÔÁ ÎÁ Z, ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁ-ÎÅÎÏ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ m ÞÉÓÌÁ n É d(n) | ÞÉÓÌÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ n 6≡ 0 (mod 3), ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØZ(n) ËÁË ÞÉÓÌÏ ÉÄÅÁÌÏ× ÎÏÒÍÙ n × ËÏÌØ�Å Z [! ℄. ðÕÓÔØ n = 3mn′ Óm;n′ ∈ Z,m > 0, n′ > 1, n′ 6≡ 0 (mod 3). þÉÓÌÏ ÉÄÅÁÌÏ× ÎÏÒÍÙ n × ËÏÌØ�Å Z [! ℄ ÒÁ×ÎÏZ(n′). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ Z, n > 1, ÞÉÓÌÏ ÉÄÅÁÌÏ× ÎÏÒÍÙ n ×
Z [! ℄ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ d(n).

§3. ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·)îÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·) ÂÙÌÉ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙ ÒÁÎÅÅ. íÙ ÔÅ�ÅÒØÄÁÄÉÍ ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÏÌÏÖÉÍ
(s) = (√3=2) (2�)−2s�(s− 1=6)�(s + 1=6); s ∈ C: (23)äÌÑ s Ó Re s > 1=6 ÉÍÅÅÍ
(s) = (6�)1−2s ∞
∫0 Ai(x2=3 )x2s−4=3dx: (24)



238 î. ÷. ðòïóëõòéîï ÆÕÎË�ÉÉ üÊÒÉ ÓÍ. [14℄. ÷ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Re z > 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉËÁAi(z2=3 ) = 12�1=2z1=6 exp(−2z=3)(1 +O( 1
|z |)); |z | → ∞: (25)�ÅÏÒÅÍÁ 1. ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ L(� ; ·) ÒÑÄ äÉÒÉÈÌÅ (3) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ × ÏÂÌÁÓÔÉ Re s > 1. äÁÌÅÅ, L(� ; ·)�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁ C. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ L(� ; ·) Ñ×-ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÀÓ × ÔÏÞËÅ 5=6. �ÏÞËÉ s = −1=6 − n É s = −5=6 − nÓ �ÅÌÙÍÉ n > 0 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÎÕÌÑÍÉ L(� ; ·) (ÜÔÉ ÎÕÌÉ ÎÁÚÙ×Á-ÀÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ). æÕÎË�ÉÑ �(s) = 
(s)L(� ; s), s ∈ C, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ �(s) = �(1 − s) É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ�ÏÍÉÍÏ �ÒÏÓÔÙÈ �ÏÌÀÓÏ× Ó ×ÙÞÅÔÁÍÉ 1=2 É −1=2 × ÔÏÞËÁÈ 5=6 É 1=6.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ∈ C ÉÍÅÅÍ L(� ; s) = L(� ; s), É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉL(� ; ·) ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁÖÄÏÅ � × (3) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÅÄÉÎÉ� ÎÁ (√−3 )n
d3 Ó n > −3, n ∈ Z,Ó ÂÅÓËÕÂÎÙÍ 
 ≡ 1 (mod 3) ÉÚ Z [! ℄ É Ó d ≡ 1 (mod 3) ÉÚ Z [! ℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ

|~�(�)| 6 ‖
‖−1=6, ÓÍ. (4) É (10), É �(�) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 0, ÔÏÌØËÏÅÓÌÉ 
 ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÑÄ (3) ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ6 ∑n;
;d 13(�−1=6)n 
 � d 3�−1=2 (26)Ó � = Re s, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ � > 1. üÔÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (3) É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ L(� ; ·) × ÏÂÌÁÓÔÉ Re s > 1.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ�(s) = ∞
∫0 {�K-P (0; v) − v2=3}v2s−2dv; (27)ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ �ÒÉ Re s > 5=6. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ Re s > 1, �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ× (27) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ æÕÒØÅ (1) É �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ �ÏÞÌÅÎÎÏ�(s) = (6�)2=3 ∑� ~�(�) ∞
∫0 Ai((6� |� |v)2=3)v2s−4=3dv= (6�)1−2s ∑� ~�(�)� s−1=6 ∞

∫0 Ai(x2=3 )x2s−4=3dx = 
(s)L(� ; s): (28)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ × (27) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÕÍÍÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ 0 ÄÏ� É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ � ÄÏ ∞ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÚÑÔÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ � > 0. íÙ



ï ëõâéþåóëïê L-æõîëãéé 239ÉÍÅÅÍ �(s) = X�(s) + Y�(s) ÓX�(s) = ∞
∫� {�K-P (0; v) − v2=3}v2s−2dv; (29)Y�(s) = �
∫0 {�K-P (0; v) − v2=3}v2s−2dv: (30)÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ v = u−1 É ÚÁÔÅÍ ×ÏÓ-�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ (2). �ÁË ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍY�(s) = ∞

∫�−1 {�K-P (0; u) − u−2=3}u−2sdu= ∞
∫�−1 {�K-P (0; u) − u2=3}u−2sdu+ ∞

∫�−1 {u2=3 − u−2=3}u−2sdu= X�−1(1− s) + �2s−5=32s− 5=3 − �2s−1=32s− 1=3 :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÏÂÌÁÓÔÉ Re s > 1 ÉÍÅÅÍ�(s) = �2s−5=32s− 5=3 − �2s−1=32s− 1=3 +X�(s) +X�−1(1− s): (31)éÎÔÅÇÒÁÌ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (29) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÅÌÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÓÍ. (1) É(25). ëÏÌØ ÓËÏÒÏ X� É X�−1 | �ÅÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (31) ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ � É, ××ÉÄÕ (28), ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·) ÎÁ×ÓÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ C. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ � ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ×ÓÀÄÕ,ÉÓËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÉ 5=6 É 1=6, ÇÄÅ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � > 0 × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (31) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ.éÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (31) Ó � = 1 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ s 7→ 1− s É ÞÔÏ ×ÙÞÅÔÙ × �ÏÌÀÓÁÈ 5=6É 1=6 ÓÕÔØ 1=2 É −1=2. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ 
 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊÉ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÌÀÓÙ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÞËÁÈ ±1=6 − n Ó �ÅÌÙÍÉn > 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ÎÁÛÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÎÕÌÑÈ É �ÏÌÀÓÁÈ L(� ; ·).ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (3), (16) ÄÌÑ s Ó Re s > 1 ÉÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ s ∈ C �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÒÉÎ�É�Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. �



240 î. ÷. ðòïóëõòéîðÕÓÔØ s; z ∈ C É Re z > 0. ðÏÌÏÖÉÍ
(s; z) = (6�)1−2s ∞
∫z Ai(x2=3 )x2s−4=3dx; (32)ÇÄÅ �ÕÔØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÈÏÄÉÔ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Re x > 0 ÏÔ ÔÏÞËÉ z Ë×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ É ÄÁÌÅÅ ×ÄÏÌØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ Ë ∞. ÷ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉRex > 0 ÉÎÔÅÇÒÁÎÄ × (32) ÇÏÌÏÍÏÒÆÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔÏÓÔÁÀÝÅÇÏÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌÁ × ×ÙÂÏÒÅ �ÕÔÉ. æÕÎË�ÉÑ 
 ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ×ÓÀÄÕ ×ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÏÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (25).æÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ⊂ C É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅÞÉÓÌÏ " > 0. åÓÌÉ z → ∞, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ × ÓÅËÔÏÒÅ | arg(z)| 6 �=2 − ", ÔÏ

|
(s; z)| ÕÂÙ×ÁÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ |z |−n, Ó ÌÀÂÙÍ �ÅÌÙÍ n É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ïs ∈ V . üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (25).�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ s; � ∈ C É Re � > 0. éÍÅÅÍ
(s)L(� ; s) = �2s−5=32s− 5=3 − �2s−1=32s− 1=3 +∑� �(�)� s 
(s; 6� |� |�)+∑� �(�)� 1−s 
(1− s; 6� |� |�−1) (33)Ó 
 ÉÚ (23), (32) É Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï � ×ÉÄÁ (√−3)−3 l Ó l ∈ Z [! ℄, l 6= 0(Ô.Å. �Ï ÔÅÍ ÖÅ �, ÞÔÏ É × (1), (3)). òÑÄÙ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (33) ÓÈÏÄÑÔÓÑÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ s ∈ C. òÑÄÙ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ(33) ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï � É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ � × ÏÂÌÁÓÔÉ Re � > 0. æÕÎË�ÉÉ � 7→ �2s−5=3 É� 7→ �2s−1=3 ÔÁËÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ (33) ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ � ∈ R, ÔÏ (33) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ CÓ Re � > 0.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ � ∈ R, � > 0. óÏÇÌÁÓÎÏ (31), (28) ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
(s)L(� ; s) = �2s−5=32s− 5=3 − �2s−1=32s− 1=3 +X�(s) +X�−1(1− s): (34)é ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ C, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏÄÌÑ s Ó Re s > 1. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ X�(s), �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ × (29)ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ æÕÒØÅ (1) É �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ �ÏÞÌÅÎÎÏ |X�(s) = (6�)2=3 ∑� ~�(�) ∞
∫� Ai((6� |� |v)2=3)v2s−4=3dv:



ï ëõâéþåóëïê L-æõîëãéé 241óÄÅÌÁ× ÚÄÅÓØ ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x = 6� |� |v, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏX�(s) = ∑� �(�)� s 
(s; 6� |� |�)Ó 
 ÉÚ (32). ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ É ÄÌÑ X�−1(1 − s) ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÇÏ ÖÅ×ÉÄÁ Ó �−1 É 1−s ×ÍÅÓÔÏ � É s. ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × (34), �ÏÌÕÞÁÅÍ(33), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �÷ÁÖÎÙÍ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×ÏÍ (33) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÇÕÌÉÒÏ×ÁÔØ �Ï×Å-ÄÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (33) ×ÙÂÏÒÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ �. íÙÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (33) ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; s).ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á× ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × (32), ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (33) ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÚ [15℄. ðÏ-ÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, ÉÚ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ × [16℄, ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÍÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ a; b; 
; d; " | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.äÌÑ s ∈ C É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x; y �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ
|Re s| 6 a; |Im s| > b; xy = (4=�4)|Im s|4; 
 6 x=y 6 d;ÉÍÅÅÍL(� ; s) = ∑

‖�‖6x �(�)� s + 
(1− s)
(s) ∑

‖�‖6y �(�)� 1−s +O(

|Im s|1−2Res+"); (35)ÇÄÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ × O ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ a; b; 
; d; " É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ-�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ � ÉÚ (1), (3) Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ‖�‖.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×Ù×ÏÄÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 �ÁÒÁÍÅÔÒ � × ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏarg � = ( �2 − 1
|Im s| )sign (Im s); 
 6 |� |2 6 d;É �ÒÉ ÜÔÏÍ x = (2=�2)|Im s|2 |� |, y = (2=�2)|Im s|2=|� |.�ÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ s ∈ C �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ 0 6 Re s 6 1, |Im s| > 1 ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁ L(� ; s) ≪ |Im s|2−2Res+"ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ " > 0 (�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ × ≪ ÚÁ×ÉÓÉÔÔÏÌØËÏ ÏÔ ").äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 3 Ó x = y = (2=�2)|Im s|2 ÉÓ a = b = 1. ðÕÓÔØ Æ | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ > 0. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ1, ÞÔÏ ÒÑÄ (3), Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎË�ÉÀ L(� ; ·), ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ



242 î. ÷. ðòïóëõòéî�ÒÑÍÏÊ Re s = 1 + Æ. ðÕÓÔØ � = Re s. äÌÑ ÓÕÍÍ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (35)ÎÁÈÏÄÉÍ Ï�ÅÎËÉ
∑

‖�‖6x |�(�)|� � = ∑

‖�‖6x |�(�)|� 1+Æ ‖�‖1−�+Æ ≪ x1−�+Æ;
∑

‖�‖6y |�(�)|� 1−� = ∑

‖�‖6y |�(�)|� 1+Æ ‖�‖�+Æ ≪ y�+Æ;ÇÄÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ × ≪ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ Æ. äÁÌÅÅ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÉÒÌÉÎÇÁ[17℄ ÓÌÅÄÕÅÔ 
(1− s)
(s) ≪ |Im s|2−4�Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ × ≪. ðÏÄÓÔÁ×É× ÎÁÛÉ Ï�ÅÎËÉ × (35) É �ÏÌÏÖÉ×Æ = "=2, ÎÁÈÏÄÉÍL(� ; s) ≪ x1−�+Æ + |Im s|2−4�y�+Æ + |Im s|1−2�+" ≪ |Im s|2−2�+" ;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÏÓÎÏ-×ÁÎÎÙÍ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ðÅÒÒÏÎÁ, ÓÍ. [18, 19℄. ïÎÁ ÎÁÍ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, É ÍÙ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÅÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ É ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.�ÅÏÒÅÍÁ 5. òÑÄ (3), Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ L(� ; s), ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ C ÓRe s > 5=6. ó ÌÀÂÙÍÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ " > 0 É x > 1 ÉÍÅÅÍ
∑

‖�‖6x�(�) = Cx5=6 +O(x3=5+");ÇÄÅ C = (2�)2=3(6=5)�(1=3), ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ � ÉÚ (1) É(3) �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ‖�‖ 6 x, �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ × ≪ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ".ðÕÓÔØ n > 1, n ∈ Z. åÓÌÉ n 6≡ 0 (mod 9), �ÏÌÏÖÉÍrn = ∑
 G(
)
 1=2 (36)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÍ 
 ≡ 1 (mod 3) ÉÚ Z [! ℄ Ó ‖
‖ = n. ÷ÓÌÕÞÁÅ n ≡ 0 (mod 9), �ÏÌÏÖÉÍrn = ∑
 G(
)
 1=2 �(
) (37)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÍ 
 ≡ 1 (mod 3) ÉÚ Z [! ℄ Ó ‖
‖ = n=9 É�(
) = ( 3
 )

{1 +(!
 )�−1 +(!2
 )�}; � = exp(2�i=9):



ï ëõâéþåóëïê L-æõîëãéé 243úÄÅÓØ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, |�(
)| 6 3 É ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ �(�
) = �(
). úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ,ÞÔÏ ×ÓÅ rn | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ 
, × (36) É (37) ÉÍÅÅÔÓÑ, ÓÍ. (11), ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �
. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, r1 = 1. áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ × (36) ÒÁ×ÎÁ 1, Á × (37) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 3, ÓÍ. (10).ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (22) ×Ù×ÏÄÉÍ4
|rn | 6 d(n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > 1; n ∈ Z: (38)äÌÑ s ∈ C Ó Re s > 1 �ÏÌÏÖÉÍE(s) = ∑n rnns ; (39)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ n > 1, n ∈ Z. íÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï ÂÅÓËÕÂÎÙÍ n, ÔÁË ËÁË rn = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ n. �ÏÞÎÅÅ,ÅÓÌÉ rn 6= 0, ÔÏ n = uv2, ÇÄÅ u | �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ

≡ 1 (mod 3), v | ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É g
d(u; v) = 1 (ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ nÓÕÍÍÙ × (36) É (37) �ÕÓÔÙÅ).ðÏÍÉÍÏ E, ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÅÚÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ê, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÑÄÏÍ äÉÒÉÈÌÅ,ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÒÑÄÕ (39). âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, �ÏÌÏÖÉÍÊ(s) = 1=E(s); s ∈ C: (40)ï�ÒÅÄÅÌÉÍ fn ∈ C Ó n > 1, n ∈ Z, ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏf1 = 1; fn = −
∑m rm fn=m (41)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï m ∈ Z �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ m |n, m > 2. ðÒÉ ÜÔÏÍ

(

∑n fnns )(

∑n rnns ) = 1; s ∈ C; (42)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ n > 1, n ∈ Z, É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× äÉÒÉÈÌÅ. é, ËÏÎÅÞÎÏ,Ê(s) = ∑n fnns (43)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï n > 1, n ∈ Z, ÅÓÌÉ ÒÑÄ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÓÈÏÄÉÔÓÑ.4îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ d(n) | ÞÉÓÌÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ n.



244 î. ÷. ðòïóëõòéî�ÅÏÒÅÍÁ 6. òÑÄ äÉÒÉÈÌÅ (39) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÇÏ-ÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ × ÏÂÌÁÓÔÉ Re s > 1. æÕÎË�ÉÑ E �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÍÅ-ÒÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁ C É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅL(� ; s) = (2=√3) 27s �Q(√−3 )(3s− 1=2)E(s); s ∈ C: (44)÷ ÏÂÌÁÓÔÉ Re s > 1=2 ÆÕÎË�ÉÑ E ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ×ÓÀÄÕ, ÉÓËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÕ5=6, ÇÄÅ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÀÓ. ÷ ÏÂÌÁÓÔÉ Re s > 1=2 ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉE ÔÅ ÖÅ É ÔÅÈ ÖÅ �ÏÒÑÄËÏ×, ÞÔÏ É ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (3) ÒÁÓ-�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ ×ÓÅ � = (√−3)−3 l Ó l ∈ Z [! ℄, l 6= 0. ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ � ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ� = �(√−3)−m+3n
d3; (45)ÇÄÅ � | ÏÄÎÁ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÅÄÉÎÉ� ËÏÌØ�Á Z [! ℄, m ∈ {1; 2; 3}, n ∈ Z, n > 0É 
; d ∈ Z [! ℄, 
 ≡ d ≡ 1 (mod 3), 
 | ÂÅÓËÕÂÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÓÍ. (4) É(15), ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �(�) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 0, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ 
ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏ É ÌÉÂÏ m = 3, � ∈ {1;−1}, ÌÉÂÏ m = 1. ðÏÌÏÖÉÍR(s) = ∑� �(�)� s ; s ∈ C; Re s > 1; (46)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÍ ÎÁ ×ÓÅ� = �(√−3)−m
; (47)ÇÄÅ 
 | ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ∈ Z [! ℄, 
 ≡ 1 (mod 3), É ÌÉÂÏ � = 1, m = 3,ÌÉÂÏ � ∈ {1; !; !2}, m = 1. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ (3) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ×ÏÂÌÁÓÔÉ Re s > 1. òÑÄ (46) �ÏÓÔÒÏÅÎ ÉÚ ÒÑÄÁ (3) ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉ ÓÌÁÇÁ-ÅÍÙÈ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. óÇÒÕ��ÉÒÏ×Á×× (46) ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ � Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÏÒÍÁÍÉ, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-×Á×ÛÉÓØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (15) É (4), ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏR(s) = 33s−1=2E(s); s ∈ C; Re s > 1; (48)É ÞÔÏ ÒÑÄ (39), Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎË�ÉÀ E, ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ×ÏÂÌÁÓÔÉ Re s > 1. ðÏÑÓÎÉÍ ×Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ (48). óÕÍÍÕ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ(46) ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÎÁ Ä×Å ÓÕÍÍÙ, ÏÔÎÅÓÑ Ë �ÅÒ×ÏÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÅ m = 3, Á ËÏ ×ÔÏÒÏÊ | ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ m = 1, ÓÍ. (47).éÓ�ÏÌØÚÕÑ (15), ÎÁÈÏÄÉÍR(� ; s) = 33s−1=2{A(s) +B(s)}; (49)A(s) = ∑
 G(
)
 s+1=2 ; B(s) = ∑
 G(
)9s 
 s+1=2 �(
) (50)



ï ëõâéþåóëïê L-æõîëãéé 245Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÍ 
 ≡ 1 (mod 3) ÉÚ Z [! ℄. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓÒÁ×-ÎÉÔØ (49) É (50) Ó (36) É (37).äÁÌÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (3) É (4) ÉÍÅÅÍL(� ; s) = ∑� ~�(�)� s−1=6 ; s ∈ C; Re s > 1;Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï � ÉÚ (45). ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë (15) É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ~�(�) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ d; n É ÞÔÏ ~�(−�) = ~�(�). íÙ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏL(� ; s) = 2(

∑� ~�(�)� s−1=6)(

∑n 133n(s−1=6))(

∑d 1d 3s−1=2);ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ � ÉÚ (47), n ∈ Z, n > 0, d ∈ Z [! ℄,d ≡ 1 (mod 3). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÍ. (21), ÉÍÅÅÍL(� ; s) = 2R(s)(1− 133s−1=2)−1�∗(3s− 1=2):üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÍÅÓÔÅ Ó (20) É (48) ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ (44) ÄÌÑ s Ó Re s > 1.ðÒÉÎ�É� ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÒÏÄÏÌ-ÖÅÎÉÅ E Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ (44) ÎÁ ×ÓÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ C. æÕÎË�ÉÑs 7→ �Q(√−3 )(3s − 1=2) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÏÂÌÁÓÔÉRe s > 1=2. ðÏÜÔÏÍÕ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÕÌÉ É �ÏÌÀÓÙ ÆÕÎË�ÉÉ E ÔÅ ÖÅÉ ÔÅÈ ÖÅ �ÏÒÑÄËÏ×, ÞÔÏ É ÎÕÌÉ É �ÏÌÀÓÙ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·). ��ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ s ∈ C É Re s > 1. �ÏÇÄÁL(� ; s) = (2=√3) 27s ∑m 
mms ; (51)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ m ∈ Z, m > 1, É 
m ∈ R ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �(�) ÉÚ (3) �Ï � �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ‖�‖ = m=27. ðÕÓÔØ a; b ∈ Z,a; b > 1, a | ÂÅÓËÕÂÎÏ, �b | ÞÉÓÌÏ ÉÄÅÁÌÏ× ÎÏÒÍÙ b × ËÏÌØ�Å Z [! ℄. �ÏÇÄÁ
ab3 = ra�b√b É |
ab3 | 6 d(a)d(b)√b (52)Ó ra ÉÚ (36), (37).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (51) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ (3), Á ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ 
m ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (16). úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ m ∈ Z, m > 1, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁË �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ab3 
 b ∈ Z, b > 1, É Ó ÂÅÓËÕÂÎÙÍ a ∈ Z, a > 1. óÒÁ×ÎÉ× (51) ÓÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ (44) ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ
∑m 
mms = �Q(√−3 )(3s− 1=2)E(s) (53)



246 î. ÷. ðòïóëõòéîÓ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï m ∈ Z, m > 1. äÁÌÅÅ, ÓÍ. (39), (38), ÉÍÅÅÍE(s) = ∑a raas ; |ra | 6 d(a); (54)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï ÂÅÓËÕÂÎÙÍ a ∈ Z, a > 1. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ�Q(√−3 )(3s− 1=2) = ∑b �bb3s√b; �b 6 d(b); (55)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ b ∈ Z, b > 1. ðÅÒÅÍÎÏÖÉ× (54) É (55)É ÓÒÁ×ÎÉ× Ó (53), �ÏÌÕÞÁÅÍ (52). �

§4. ï ÎÕÌÑÈ L(� ; ·)÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ÎÕÌÑÈ ÆÕÎË-�ÉÉ L(� ; ·). îÁÞÎÅÍ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔØ× ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÇÕÔ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÎÕÌÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 8. åÓÌÉ L(� ; s) = 0, ÔÏ Re s < 1:2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÍÅÓÔÏ L(� ; ·) ÆÕÎË�ÉÀ E, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ-ÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6 ÉÍÅÅÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ Re s > 1=2 ÔÅ ÖÅ ÎÕÌÉ, ÞÔÏ É ÆÕÎË�ÉÑL(� ; ·). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Re s > 1. íÙ ÉÍÅÅÍE(s) = 1 +∑n rnns ; (56)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ n > 2, n ∈ Z. åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∑n |rn |n� < 1 (57)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, ËÁË × (56), ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ E ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ Re s > �. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (57) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ�ÒÉ � = 1:26, ÎÏ ÎÅ �ÒÉ � = 1:25. þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÕÞÛÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÁ (56) ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒ×ÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈÒÑÄÁ, ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Ë ÒÑÄÕ (56) (ÓÍ. ×ÙÛÅ (40), (41), (42) É (43)) É ÒÁÚÌÏÖÉÍÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÒÑÄ äÉÒÉÈÌÅ. ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ hk ∈ C ÉÍÅÅÍ

{1 +∑m fmms }{1 +∑n rnns } = 1 +∑k hkks (58)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï m;n; k ∈ Z �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ Q > m > 2, n > 2, k > Q.úÄÅÓØ Q| Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓ�ÏÒÑÄÉÔØÓÑ. åÓÌÉ



ï ëõâéþåóëïê L-æõîëãéé 247ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
∑m |fm |m� < 1; ∑k |hk |k� < 1 (59)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, ËÁË × (58), ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ E ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ Re s > �. ÷ÏÚØÍÅÍ Q = 18. íÙ ÉÍÅÅÍr4 = 1; r7 = 1:7919064 : : : ; r9 = 2:5320888 : : : ; r13 = 0:5052408 : : :É rn = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ n × �ÒÅÄÅÌÁÈ 2 6 n 6 18. éÚ (41) ×Ù×ÏÄÉÍf4 = −r4; f7 = −r7; f9 = −r9; f13 = −r13; f16 = −r4f4 = r24É fn = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ n × �ÒÅÄÅÌÁÈ 2 6 n 6 18. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ rnÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ n > 1, n ∈ Z, × (36) É (37). äÏ�ÏÌÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅÍ rn = 0 ÄÌÑ n 6∈ Z. ó ÜÔÉÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅÍhk = rk + f4rk=4 + f7rk=7 + f9rk=9 + f13rk=13 + f16rk=16 (60)ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ∈ Z, k > 18. îÁÛÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(59) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÉ � = 1:2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ�Ï k × (59) ÍÙ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ k 6 X Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ X. ðÏÑÓÎÉÍ, ËÁËÍÏÖÎÏ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÓÕÍÍÕ

∑k |hk |k� (61)�Ï k ∈ Z �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ k > X. ðÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ (60) Ï�ÅÎËÁ ÓÕÍÍÙ (61) Ó×Ï-ÄÉÔÓÑ Ë Ï�ÅÎËÅ ÓÕÍÍ
∑k |rk |k� (62)�Ï k ∈ Z �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ k > Y = X=q Ó q = 1; 4; 7; 9; 13; 16. ðÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ(36) É (37) Ï�ÅÎËÁ ÓÕÍÍÙ (62) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë Ï�ÅÎËÅ ÓÕÍÍÙ

∑
 |G(
)|
 �+1=2 (63)�Ï ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÍ 
 ≡ 1 (mod 3) ÉÚ Z [! ℄ �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ‖
‖ > Y . îÁËÏÎÅ�,ÓÍ. (10) É (21), ÓÕÍÍÁ (63) ÒÁ×ÎÁ�∗(�)�∗(2�) − ∑
 1
 � ; (64)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÅ 
 ≡ 1 (mod 3) ÉÚ
Z [! ℄ �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ‖
‖ 6 Y . úÄÅÓØ ÓÕÍÍÁ �Ï 
 ËÏÎÅÞÎÁ, Á ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ �∗ Ó×ÏÄÉÔÓÑ, ÓÍ. (20) É (19), Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÚÎÁÞÅÎÉÊ



248 î. ÷. ðòïóëõòéîÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ òÉÍÁÎÁ É L-ÆÕÎË�ÉÉ äÉÒÉÈÌÅ L(·; �) Ó Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÏÍ � mod 3. íÙ ÉÍÅÅÍ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÅÔÏÄ Ë×ÁÌÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ. äÅÔÁÌÉ ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÒÁÄÉ ËÒÁÔËÏÓÔÉ. �òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ Ê É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÊ ÒÑÄ äÉÒÉÈÌÅ, ÓÍ. (40) É(43). åÓÌÉ ÒÑÄ (43) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ Re s > 1, ÔÏ E ÎÅÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ × ÜÔÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ (�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 6) É ÆÕÎË�ÉÑ L(� ; ·)ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ � Ó Re � > 1, ËÁË É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ × ÇÉ�ÏÔÅÚÅ (I). ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÅ ÏÂ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (43) �ÒÉ Re s > 1 ËÁÖÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ�ÒÁ×ÄÏ�ÏÄÏÂÎÙÍ. ðÒÑÍÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (41) ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÀÔÂÙÓÔÒÏÇÏ ÒÏÓÔÁ |fn | Ó ÒÏÓÔÏÍ n. îÅ ÓÌÏÖÎÏ Ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ fn × ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ n = pk | ÓÔÅ�ÅÎØ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p, k > 0, k ∈ Z. åÓÌÉ p ≡ 2(mod 3), ÔÏ fn = 0 �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ k É fn = (−1)k=2 �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ k. åÓÌÉ ÖÅp ≡ 1 (mod 3), ÔÏ fn = xkp+xk−2p + : : :+x−kp Ó xp = −2=(rp+√rp2 − 4 ). ðÒÉÜÔÏÍ |xp | = 1 É, ÚÎÁÞÉÔ, |fn | 6 (k + 1) = d(n). äÌÑ p = 3 ÉÍÅÅÍ fn = 0�ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ k É fn = (−r9)k=2 �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ k (r9 = 2:53 : : : ). îÅ ×ÉÄÎÏ,ÏÄÎÁËÏ, ËÁË Ï�ÅÎÉÔØ |fn | ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > 1, n ∈ Z.äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ T > 0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ N(T ) ËÁË ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ � ÆÕÎË�ÉÉL(� ; ·), Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ, �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ 0 < Im � < T . óÌÅÄÕÀÝÁÑÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÄÌÑ N(T ) ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÔÉ�Á ÆÏÒÍÕÌÙòÉÍÁÎÁ{íÁÎÇÏÌØÄÔÁ. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÍÅÔÏÄÕ âÅËÌÕÎÄÁ [20℄.�ÅÏÒÅÍÁ 9. ðÕÓÔØ A = 2=� É B = −
(2+log(4�2=27))=�. ðÒÉ T > 2 ÉÍÅÅÍN(T ) = AT log T +BT + S(T ) Ó S(T ) ≪ log T:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË É × ÔÅÏÒÅÍÅ 1, �ÏÌÏÖÉÍ �(s) = 
(s)L(� ; s) Ó 
(s)ÉÚ (23) É Ó s ∈ C. íÙ ÉÍÅÅÍL(� ; s) = (2=√3)27sD(s) ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ C;D(s) = 1 + ∑m 
mms ÄÌÑ s Ó Re s > 1; (65)

∑m |
m |m2 < 1 (66)Ó 
m ∈ R ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 7 É Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï m > 2, m ∈ Z. äÌÑ ×Ù×ÏÄÁÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (66) ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ 
2 = 
3 = 0, 
4 = 1, 
5 = 
6 = 0, É×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (52) ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 7 ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ |
m | Ó m > 7.�ÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÔÁÌÉ ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÒÁÄÉ ËÒÁÔËÏÓÔÉ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·) ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ Ó ÍÎÉÍÏÊÞÁÓÔØÀ, ÒÁ×ÎÏÊ T . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÏÎÔÕÒ C, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÔ-ÒÅÚËÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ 2 ÄÏ ÔÏÞËÉ 2+ iT , ÏÔÒÅÚËÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ 2+ iT



ï ëõâéþåóëïê L-æõîëãéé 249ÄÏ ÔÏÞËÉ −1+iT , ÏÔÒÅÚËÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ −1+iT ÄÏ ÔÏÞËÉ −1 É ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ −1 Ë ÔÏÞËÅ 2 ÞÕÔØ ×ÙÛÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊÏÓÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓØÀ ÎÅÔ ÎÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÉL(� ; ·). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÆÕÎË�ÉÑ � ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ×ÓÀÄÕ, ÉÓËÌÀÞÁÑ ÔÏÞ-ËÉ 5=6 É 1=6, ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÅ C É ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÏÎÔÕÒÏÍ C.úÁÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÎÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ � ÔÅ ÖÅ É ÔÅÈ ÖÅ ËÒÁÔ-ÎÏÓÔÅÊ, ÞÔÏ É ÎÕÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ L(� ; ·), É ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 8 ÌÅÖÁÔ × �ÏÌÏÓÅ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ −0:2 < Re s < 1:2. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÉÎ�É�Õ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÁ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÅ �C arg �(s) ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎË�ÉÉ � ×ÄÏÌØ ËÏÎÔÕÒÁ CÒÁ×ÎÏ 2�N(T ). ðÕÓÔØ P | ÞÁÓÔØ ËÏÎÔÕÒÁ C, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ �ÒÑÍÏÊÏÔ ÔÏÞËÉ 2 ÄÏ ÔÏÞËÉ 2 + iT É ÏÔÒÅÚËÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ 2 + iT ÄÏ ÔÏÞËÉ1=2+ iT , Á P ′ | ÞÁÓÔØ ËÏÎÔÕÒÁ C, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ1=2 + iT ÄÏ ÔÏÞËÉ −1 + iT É ÏÔÒÅÚËÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ −1 + iT ÄÏ ÔÏÞËÉ
−1. íÙ ÉÍÅÅÍ �P ′ arg �(s) = �P arg �(s), �ÏÓËÏÌØËÕ �(s) = �(1− �s) ÄÌÑ×ÓÅÈ s ∈ C, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1. äÁÌÅÅ, �ÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ×ÄÏÌØ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁ-ÓÔÉ ËÏÎÔÕÒÁ, Ô. Å. ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ −1 Ë ÔÏÞËÅ 2, ÅÓÔØÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ T . íÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ�N(T ) = �P arg �(s) +O(1)Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ O. ðÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ � ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ �ÒÉ-ÒÁÝÅÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÆÕÎË�ÉÉ D, ÆÕÎË�ÉÊ s 7→ (2�)−2s É s 7→ 27s É ÆÕÎË-�ÉÊ s 7→ �(s±1=6), ÓÍ. (23). ðÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÆÕÎË�ÉÊ s 7→ (2�)−2sÉ s 7→ 27s ×ÄÏÌØ ËÏÎÔÕÒÁ P ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ −2T log(2�) É T log(27).äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ s 7→ �(s ± 1=6) �ÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ×ÄÏÌØ P ÒÁ×ÎÙIm log �((1=2+ iT )± 1=6) É ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÉÒÌÉÎÇÁ [17℄. �ÁËÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ�N(T ) = � (AT log T + B T ) + �P argD(s) +O(1):�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �P argD(s). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ P ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ�ÒÑÍÏÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ 2 ÄÏ ÔÏÞËÉ 2 + iT É ÏÔÒÅÚËÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ 2 + iTÄÏ ÔÏÞËÉ 1=2 + iT . ÷×ÉÄÕ (65), (66), �ÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎË�ÉÉ D×ÄÏÌØ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ −�=2 É �=2. äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ Q |ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË s, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØReD(s). ðÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎË�ÉÉD ×ÄÏÌØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÚÁËÌÀÞÅ-ÎÏ ÍÅÖÄÕ −(Q + 1)� É (Q + 1)�, | ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ.þÉÓÌÏ Q ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÉFT (s) = D(s+ iT ) +D(s− iT )ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ I ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ 2 ÄÏ ÔÏÞËÉ 1=2. ðÕÓÔØ Kr =
{s ∈ C | |s − 2| 6 r} | ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ 2 É �ÕÓÔØn(r) | ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ) ÆÕÎË�ÉÉ FT × Kr. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,



250 î. ÷. ðòïóëõòéîI ⊂ K3=2, Q 6 n(3=2), É ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ n(3=2) ≪ log T . ÷ÏÚØÍÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ R ÞÕÔØ Â�ÏÌØÛÉÍ,ÞÅÍ 3=2, É ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ FT ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ËÒÕÇÁ KR.äÌÑ Ï�ÅÎËÉ n(3=2) ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ éÅÎÓÅÎÁ |R
∫0 n(r)r dr = 12� 2�

∫0 log |FT (2 +Rei#)| d#− log |FT (2)|: (67)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ FT (2) = 2ReD(2 + iT ). éÚ (65) ÓÌÅÄÕÅÔ FT (2) 6= 0 É Ï�ÅÎËÁlog |FT (2)| ≪ 1 Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ × ≪. ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ h > 0 ÉÍÅÅÍ
|FT (2 +Rei#)| 6 |D(2 +Rei# + iT )|+ |D(2 +Rei# − iT )| 6 T h;É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÎÄÁ × (67) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlog |FT (2 +Rei#)| 6 h log T:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ R

∫0 n(r)r dr ≪ log T: (68)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,R
∫0 n(r)r dr >

R
∫3=2 n(r)r dr > n(3=2) R

∫3=2 1r dr: (69)éÚ (68) É (69) ÓÌÅÄÕÅÔ n(3=2) ≪ log T , ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ � É T Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ N(�; T ) ËÁË ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ � ÆÕÎË�ÉÉL(� ; ·), Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ, �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ Re � > � É 0 < Im� < T .éÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ N(�; T ) É �Ï×ÅÄÅÎÉÅÍ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÆÕÎË�ÉÊt 7→ |L(� ;� + it)|2. ÷ ÏÂÝÅÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ | �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÆÕÎË�ÉÑÍËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÒÑÄÁÍÉ äÉÒÉÈÌÅ, | ×Ï�ÒÏÓ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [18℄. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ,,ÉÚ×ÌÅËÁÅÔÓÑ\ ÉÚ [18, 6.2.3℄.�ÅÏÒÅÍÁ 10. äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ � > 0, ÅÓÌÉT
∫1 |L(� ;� + it)|2 dt ≪ T ; ÔÏ N(�; T ) ≪ T �ÒÉ T → ∞ (70)(�ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ × ≪ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �).



ï ëõâéþåóëïê L-æõîëãéé 251åÓÌÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ � ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁ ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (70), ÔÏ ÜÔÁÏ�ÅÎËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É Ó ÌÀÂÙÍ Â�ÏÌØÛÉÍ �. ëÁËÏ×Á ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÉ (70), ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 11. åÓÌÉ � > 3=4, ÔÏ N(�; T ) ≪ T �ÒÉ T → ∞.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ � <1. íÙ ÎÁÍÅÒÅÎÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 10. ó ÜÔÏÊ �ÅÌØÀ �ÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁ T
∫T=2 |L(� ;� + it)|2 dt ≪ T (71)Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ × ≪, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ � �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ 1 > � > 3=4,T > 4. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ, ÓÌÏÖÉ× Ï�ÅÎËÉ ×ÉÄÁ (71), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ T , T=2,T=4, . . . , ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ Ï�ÅÎËÕ ≪ T ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (70) É,ÚÎÁÞÉÔ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ (71).õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ, ÞÔÏ 1 > � > 1=2, t > 2.ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÉÒÌÉÎÇÁ [17℄ ÎÁÈÏÄÉÍ
∣

∣

∣


(1− � − it)
(� + it) ∣

∣

∣
≪ t2−4� (72)Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ × ≪. ðÕÓÔØ " > 0. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 É Ï�ÅÎËÉ (72)ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

|L(� ;� + it)|2 ≪ ∣

∣

∣

∑� �(�)� �+it ∣

∣

∣

2 + t4−8�∣∣
∣

∑� �(�)� 1−�−it ∣

∣

∣

2+ t2−4�+2" (73)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï �, ËÁË × (1) É (3), �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ‖�‖ 6 (2=�2) t2 É Ó�ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ × ≪, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ". óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,T
∫T=2 |L(� ;� + it)|2 dt ≪ A+ T 4−8�B + T 3−4�+2"; (74)ÇÄÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ × ≪ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ " É ÇÄÅA = T
∫T=2 ∣

∣

∣

∑� �(�)� �+it ∣

∣

∣

2dt; B = T
∫T=2 ∣

∣

∣

∑� �(�)� 1−�−it ∣

∣

∣

2dt



252 î. ÷. ðòïóëõòéîÓ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï ÔÅÍ ÖÅ �, ÞÔÏ É × (73). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ A. éÚÔÅÏÒÅÍÙ 7 ÓÌÅÄÕÅÔA = (2=√3)27� T
∫T=2 ∣

∣

∣

∑a;b 
ab3(ab3)�+it ∣

∣

∣

2dt; (75)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÅÓËÕÂÎÙÅ a ∈ Z É�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ b ∈ Z �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ab3 6 zt = (54=�2) t2. ðÕÓÔØ � ∈ R.éÎÔÅÇÒÁÎÄ × (75) �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ËÁË
∣

∣

∣

∑b 1b� ( 1b3�+3it−� ∑a 
ab3a�+it)∣

∣

∣

2 (76)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï �ÅÌÙÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ b 6 z1=3t É �ÅÌÙÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÍ ÂÅÓËÕÂÎÙÍ a 6 zt=b3. äÁÌÅÅ, �ÒÉÍÅÎÉ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ,ÞÔÏ (76)
6

(

∑b 1b2� )(

∑b 1b6�−2� ∣

∣

∣

∑a 
ab3a�+it ∣∣∣2 ); (77)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ ÔÅ ÖÅ a É b, ÞÔÏ É × (76). ðÕÓÔØ� > 1=2. �ÏÇÄÁ �ÅÒ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ �Ï b × (77) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �, ÎÏ ÎÅ ÏÔ zt. �ÁË ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏA ≪
∑b 1b6�−2� T

∫T=2 ∣

∣

∣

∑a 
ab3a�+it ∣∣∣2dt (78)ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ b 6 z1=3T É�ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÅÓËÕÂÎÙÅ a 6 zt=b3. éÎÔÅÇÒÁÌ × (78) ÒÁ×ÅÎ
∑a;a′ 
ab3 
a′b3(aa′)� T

∫
a;a′T;b (a′a )itdt; (79)ÇÄÅ 
a;a′T;b = max{�√ab3=54; �√a′b3=54; T=2} 6 T É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ a; a′ ∈ Z × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ 1 ÄÏ zT =b3. ÷ÙÞÉÓÌÉ× ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ É�ÒÉÍÅÎÉ× Ï�ÅÎËÕ (52) ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 7, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ (79)
≪ T ∑a 
2ab3a2� + ∑a6=a′ |
ab3 
a′b3 |(aa′)� | log(a′=a)|
≪ d(b)2 b{T ∑a d(a)2a2� + ∑a6=a′ d(a)d(a′)(aa′)� | log(a′=a)|} (80)



ï ëõâéþåóëïê L-æõîëãéé 253Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï a; a′ ∈ Z × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ 1 ÄÏ zT =b3, a′ 6= a, É Ó ÁÂÓÏÌÀÔ-ÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ×≪. ÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (80) �ÅÒ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ (�Ï a) Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑËÁË ≪ 1, �ÏÓËÏÌØËÕ 2� > 1 É, Ó ÌÀÂÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ Æ > 0, d(m) ≪ mÆ�ÒÉm → ∞. äÌÑ Ï�ÅÎËÉ ×ÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÙ (�Ï a É a′) ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ Ï�ÅÎËÏÊ5
∑16m<n6x d(m)d(n)(mn)# log(n=m) ≪ x2−2#+Æ; (81)ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ x, # É Æ �ÏÄ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ # 6 1,Æ > 0. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ (81) Ó # = � É x = zT =b3. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ zT =(54=�2)T 2. íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ (80) É, ÚÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ × (78) Ï�ÅÎËÕ
≪ d(b)2 b{T + (T 2=b3)2−2�+Æ}: (82)ðÏÄÓÔÁ×É× (82) × (78), �ÏÌÕÞÁÅÍA ≪

∑b d(b)2 bb6�−2� {T + (T 2=b3)2−2�+Æ}= (

∑b d(b)2b6�−1−2� )T + (

∑b d(b)2b5−2�+3Æ )T 4−4�+2Æ (83)Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï �ÅÌÙÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ b 6 z1=3T É Ó ÌÀÂÙÍ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ Æ > 0. ÷ÙÂÒÁ× �ÁÒÁÍÅÔÒ � > 1=2 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÍ, �ÏÌÕÞÉÍ6�− 1− 2� > 1, 5− 2� + 3Æ > 1 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ï�ÅÎËÉ ≪ 1 ÄÌÑ ÓÕÍÍ �Ïb × (83). íÙ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÈÏÄÉÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÕÀ Ï�ÅÎËÕA ≪ T + T 4−4�+Æ (84)Ó ÌÀÂÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ Æ > 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ B ÉÚ (74) ÎÁÈÏ-ÄÉÍ Ï�ÅÎËÕ B ≪ T 4�+Æ (85)Ó ÌÀÂÙÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ Æ > 0. ðÏÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ × ≪ × (84) É (85)ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ � É Æ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ T . ðÏÄÓÔÁ×É× (84) É (85) × (74) É ×ÚÑ× ÆÉ " ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ (71), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. �5ðÏÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ × (81) ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ m;n ∈ Z Ó 1 6 m < n 6 x, ÉÞÔÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ × ≪ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ # É Æ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ x. óÍ. [19, 20℄.
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