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Ââ å ä å í è å

Ýòà ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ñòàòüè [1℄ (ñì. òàê-

æå ñîêðàù¼ííûå âåðñèè [2, 3℄), ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïîëÿ A C = (C
alg

,

+,×) è A R = (R
alg

,6,+,×) îáëàäàþò èçîìîð�íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè

A C

1 è A R

1 , âû÷èñëèìûìè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (P-âû÷èñëèìûìè).

Çäåñü C
alg

� ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, à R
alg

=

= C
alg

∩ R. Áîëåå òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàöèè −x è 1/x ïðè x 6= 0

ÿâëÿþòñÿ P-âû÷èñëèìûìè â A C

1 è A R

1 , íàéäåíû íîâûå àëãîðèòìû äëÿ

âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïîëèíîìîâ èç Q[x1, . . . , xk] è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ

îäíîé ïåðåìåííîé. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ èç [1℄.

Ïóñòü B, C � äâå èçîìîð�íûå P-âû÷èñëèìûå ñòðóêòóðû. Ñêàæåì,

÷òî îíè P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íû, B ∼=
p

C , åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì

f : B → C , äëÿ êîòîðîãî f è f−1
� P-âû÷èñëèìûå �óíêöèè. Òàêèå ñòðóê-

òóðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èäåíòè÷íûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëèíîìè-

àëüíîé âû÷èñëèìîñòè. Â [4, 5℄ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé P-

âû÷èñëèìîé ñòðóêòóðû B ñóùåñòâóåò P-âû÷èñëèìàÿ ñòðóêòóðà C , òàêàÿ

÷òî C ∼= B è C 6∼=
p

B. �àíåå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äîêàçàëè Ä.Öåíçåð

è Äæ.�åììåë [6, òåîð. 3.9℄ äëÿ ñòðóêòóð áåç �óíêöèé.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó ïîëåé A C

è A R

åñòü è äðóãèå P-âû÷èñëèìûå

ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ïðèíöèïèàëüíî èíûìè ñâîéñòâàìè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè

∗)
�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìåæä. ìàòåì. öåíòðà â Àêàäåìãîðîäêå, ñîãëà-

øåíèå ñ Ìèíîáðíàóêè �îññèè � 075-15-2019-1613.
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ýòîì îíè âû÷èñëèìî êàòåãîðè÷íû, ò. å. ëþáûå èõ âû÷èñëèìûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ âû÷èñëèìî èçîìîð�íû äðóã äðóãó.

Ïîñòðîåííîå â [1℄ ïðåäñòàâëåíèå A R

1 îñíîâàíî íà êîäèðîâàíèè àëãåá-

ðàè÷åñêîãî ÷èñëà α ∈ R
alg

ïàðîé (p(x), k), â êîòîðîé p(x) ∈ Z[x] \ {0} �

íåïðèâîäèìûé ïðèìèòèâíûé ïîëèíîì ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîý�-

�èöèåíòîì, òàêîé ÷òî p(α) = 0 è α = αk, ãäå α1 < α2 < . . . < αn �

âñå âåùåñòâåííûå êîðíè p(x), à n > k. Ïîëå A C

1 îñíîâàíî íà êîäèðîâà-

íèè êîìïëåêñíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà ÷åðåç åãî âåùåñòâåííóþ è ìíè-

ìóþ ÷àñòè. Êàê ïîêàçàíî â [1℄, ñòðóêòóðà A R

1 îáëàäàåò ðÿäîì íå î÷åíü

óäîáíûõ îñîáåííîñòåé, â ÷àñòíîñòè, �óíêöèÿ èòåðèðîâàííîãî ñëîæåíèÿ

α1 ∗ . . .∗αn 7→ α1+ . . .+αn, ãäå n > 1, αi ∈ A R

1 , íå ÿâëÿåòñÿ P-âû÷èñëèìîé.

Ýòî âûçûâàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ïîèñêå äðóãèõ âîçìîæíûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé äëÿ ýòèõ ïîëåé, îáëàäàþùèõ ëó÷øèìè ñâîéñòâàìè.

Â �� 1, 2 ìû ðàññìàòðèâàåì äðóãèå èçâåñòíûå è åñòåñòâåííûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ äëÿ A R

è A C

. Èññëåäóÿ èõ ñâîéñòâà, ââîäèì åñòåñòâåííîå ïîíÿ-

òèå P-âû÷èñëèìîé �àêòîð-ñòðóêòóðû, êîòîðîå âîçíèêàåò â ñëó÷àå, êîãäà

ýëåìåíò èñõîäíîé àáñòðàêòíîé ñòðóêòóðû íå èìååò åäèíñòâåííîãî êàíîíè-

÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïî ñóòè îíî ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì åñòåñòâåííîãî

ïåðåíîñà ïîíÿòèÿ êîíñòðóêòèâíîé ìîäåëè [7, 8℄ íà ÿçûê îáúåêòîâ, ïîñòðî-

åííûõ èç ñëîâ.

Â ðåçóëüòàòå óäà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî âñå íàèáîëåå èçâåñòíûå ñïîñî-

áû êîäèðîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì P-âû-

÷èñëèìûì ñòðóêòóðàì èëè �àêòîð-ñòðóêòóðàì, ýêâèâàëåíòíûì äðóã äðó-

ãó ñ òî÷íîñòüþ äî P-âû÷èñëèìîãî èçîìîð�èçìà. Ïî-âèäèìîìó, ÿçûê P-

âû÷èñëèìûõ ñòðóêòóð è �àêòîð-ñòðóêòóð äîñòàòî÷íî àäåêâàòíî îòðàæàåò

èäåè è ïîíÿòèÿ, êîòîðûìè çà÷àñòóþ íåÿâíî ïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëèñòû ïî

êîìïüþòåðíîé àëãåáðå. Âîçìîæíî, äàííàÿ ðàáîòà ïðèâåä¼ò ê íåêîòîðîé

óíè�èêàöèè òåðìèíîëîãèè â äàííîé îáëàñòè.

Â � 3 óêàçàí îáùèé êðèòåðèé òîãî, ÷òî äàííàÿ P-âû÷èñëèìàÿ �àêòîð-

ñòðóêòóðà Ā R

, èçîìîð�íàÿ A R

, ÿâëÿåòñÿ P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íîé A R

1 .

Ýòîò êðèòåðèé ïîêàçûâàåò, ÷òî A R

1 ÿâëÿåòñÿ â êàêîì-òî ñìûñëå íàèáî-

ëåå åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ A R

ñ òî÷íîñòüþ äî P-âû÷èñëèìîãî
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èçîìîð�èçìà.

Â � 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè äëÿ äàííîé P-âû÷èñëè-

ìîé �àêòîð-ñòðóêòóðû íàéòè P-âû÷èñëèìóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ áûëà áû

èçîìîð�íà èëè, ÷òî åù¼ ëó÷øå, P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íà åé. Â îáùåì ñëó-

÷àå ýòî îñòàëîñü îòêðûòûì âîïðîñîì. Ïðè ýòîì óäà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî âî-

ïðîñ î P-âû÷èñëèìîì èçîìîð�èçìå ïðàêòè÷åñêè ðàâíîñèëåí ïðîáëåìå P =

= NP, ÷òî äåëàåò ïîñòðîåíèå êîíòðïðèìåðà íåïðîñòîé çàäà÷åé. Äîêàçûâà-

åòñÿ òàêæå, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ïîäñòðóêòóðà P-âû÷èñëèìîé

�àêòîð-ñòðóêòóðû èçîìîð�íà íåêîòîðîé P-âû÷èñëèìîé ñòðóêòóðå.

� 1. Çíàêîâîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

�àññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ R
alg

, îïðåäåë¼ííîå â [9℄ è îñíîâàí-

íîå íà ëåììå Òîìà. Ïóñòü p(x) ∈ Z[x] \ {0} � ñâîáîäíûé îò êâàäðàòîâ

ïîëèíîì ñòåïåíè n > 1, à p′(x), p′′(x), . . . , p(n−1)(x) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

åãî ïðîèçâîäíûõ. ×åðåç ε̄p(x) îáîçíà÷èì íàáîð (ε1(x), . . . , εn−1(x)), ãäå

εi(x) =























1, åñëè p(i)(x) > 0,

0, åñëè p(i)(x) = 0,

−1, åñëè p(i)(x) < 0.

Èç ëåììû Òîìà ñëåäóåò, ÷òî ε̄p(α) 6= ε̄p(β), åñëè α è β � ðàçëè÷íûå êîð-

íè p(x).

Çíà÷èò, ÷èñëî α ∈ R
alg

ìîæíî çàäàòü íåðàçëîæèìûì ïðèìèòèâ-

íûì ïîëèíîìîì p(x) ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì, òàêèì

÷òî p(α) = 0, è íàáîðîì ε̄p(α). Ïóñòü A2 = {b(p(x)) + b(ε1) ∗ . . . ∗

∗b(εn−1) | n = deg[p(x)] è p(x), ε̄ = (ε1, . . . , εn−1) êîäèðóþò íåêîòîðûé α ∈

∈ R
alg

â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå}. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ f :

A2 → R
alg

, ïåðåâîäÿùàÿ ñëîâî èç A2 â ÷èñëî, êîòîðîå îíî êîäèðóåò. Îïðå-

äåëèì íà A2 îïåðàöèè è ïîðÿäîê òàê, ÷òîáû f ñòàëà èçîìîð�èçìîì ïîëåé

A R

2 = (A2,6,+,×) è A R

1 .

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ñòðóêòóðà A R

2 è �óíêöèè f , f−1
P-âû÷èñ-

ëèìû, òåì ñàìûì ïîëÿ A R

1 è A R

2 P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íû.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü (p(x), k) � åñòåñòâåííûé êîä äëÿ α ∈

∈ R
alg

. ×òîáû âû÷èñëèòü f−1(b(α)), òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü p′(x), p′′(x), . . . , çàòåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ p(i)(α), èñïîëüçóÿ [1,

òåîð. 4℄, è îïðåäåëèòü èõ çíàêè. Âñ¼ ýòî âûïîëíÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ.

Ïóñòü òåïåðü p(x), ε1, . . . , εn−1 êîäèðóþò α â óêàçàííîì âûøå ñìûñ-

ëå. ×òîáû âû÷èñëèòü f , äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå k 6 deg[p(x)], òàêèå ÷òî

(p(x), k) êîäèðóåò αk ∈ R, è äëÿ êàæäîãî ñðàâíèòü ε̄p(αk) è (ε1, . . . , εn−1).

Òî æå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî A2 P-âû÷èñëèìî. Èç ïðåä-

ëîæåíèÿ 2 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ñòðóêòóðà A R

2 P-âû÷èñëèìà. ✷

� 2. Ôàêòîð-ñòðóêòóðû

Âîçìîæíî, íàèáîëåå èçâåñòíûì è åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëå-

íèå ÷èñëà α ∈ R
alg

ïàðîé (p(x), I), ãäå p(x) ∈ Z[x]\{0}, p(α) = 0, I = (a, b),

a, b ∈ Q è α � åäèíñòâåííûé êîðåíü p(x), ëåæàùèé â I. Òàêîé èíòåðâàë

I íàçûâàåòñÿ èçîëèðóþùèì äëÿ α. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íå ñóùåñòâó-

åò êàêîé-òî ïðÿìî ñâÿçàííîé ñ íèì ñòðóêòóðû ñ ýëåìåíòàìè èç Σ∗
, ãäå

Σ � êîíå÷íûé àë�àâèò, ò. ê. äëÿ êàæäîãî α ∈ R
alg

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî

ìíîãî ïðåäñòàâëÿþùèõ ïàð (p(x), I). Â äàííîé ñèòóàöèè åñòåñòâåííî ðàñ-

ñìîòðåòü ïîíÿòèå P-âû÷èñëèìîé �àêòîð-ñòðóêòóðû, ò. å. ñòðóêòóðû Ā =

= (Ā, . . .), ÷åé íîñèòåëü ÿâëÿåòñÿ �àêòîð-ìíîæåñòâîì Ā = {[x]E | x ∈ A},

ñîñòîÿùèì èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñàìî A è îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè E ⊆ A2
P-âû÷èñëèìû, à âñå îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ çàäàþòñÿ P-

âû÷èñëèìûìè �óíêöèÿìè íà ïðåäñòàâèòåëÿõ êëàññîâ.

Ýòî îïðåäåëåíèå áëèçêî ê êëàññè÷åñêîìó ïîíÿòèþ êîíñòðóêòèâíîé

ìîäåëè: åñëè êîíñòðóêòèâèçàöèÿ íåêîòîðîé ñòðóêòóðû íå ÿâëÿåòñÿ îäíî-

çíà÷íîé, òî êàæäîìó ýëåìåíòó àáñòðàêòíîé ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâóåò íåêî-

òîðîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ åãî íîìåðàìè. Êîãäà ìû

ðàáîòàåì â îáùåé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, ëþáàÿ êîíñòðóêòèâèçàöèÿ îêàçû-

âàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé îäíîçíà÷íîé êîíñòðóêòèâèçàöèè, ò. å. èíúåêòèâíîé

íóìåðàöèè, ïîçâîëÿþùåé îòîæäåñòâèòü ýëåìåíò ñòðóêòóðû ñ îäíîì íàòó-
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ðàëüíûì ÷èñëîì. Â ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíîé âû÷èñëèìîñòè ïîäîáíîå ñâå-

äåíèå ïðîáëåìàòè÷íî.

Ïóñòü Σ � êîíå÷íûé àë�àâèò, A ⊆ Σ∗
, è E ⊆ A2

� îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè íà A. Êàæäîé òàêîé ïàðå (A,E) ñîîòâåòñòâóåò �àêòîð-

ìíîæåñòâî Ā = A/E = {[x]E | x ∈ A}, ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ ýêâèâàëåíò-

íîñòè. Ìíîæåñòâî âèäà Ā íàçîâ¼ì �àêòîð-ìíîæåñòâîì â Σ∗
. ßñíî, ÷òî

ëþáîå ñåìåéñòâî Ā íåïóñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ â

Σ∗
ÿâëÿåòñÿ �àêòîð-ìíîæåñòâîì âèäà A/E, à ïàðà (A,E) îäíîçíà÷íî âîñ-

ñòàíàâëèâàåòñÿ ïî Ā. Òåì ñàìûì, ìû ìîæåì èíîãäà îòîæäåñòâëÿòü Ā è

(A,E). Äàëåå áóäåì ãîâîðèòü òîëüêî î �àêòîð-ìíîæåñòâàõ â Σ∗
, íàçûâàÿ

èõ ïðîñòî �àêòîð-ìíîæåñòâàìè.

Ôàêòîð-ìíîæåñòâî Ā P-âû÷èñëèìî, åñëè Ā = A/E, ãäå A è E �

P-âû÷èñëèìûå ìíîæåñòâà. Ïóñòü Ā = A/E è B̄ = B/F � äâà �àêòîð-

ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèå f : Ā → B̄ íàçîâ¼ì P-âû÷èñëèìûì, åñëè ñóùå-

ñòâóåò P-âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ f0 : A → B, òàêàÿ ÷òî f([x]) = [f0(x)] ïðè

x ∈ A. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èç (x, y) ∈ E ñëåäóåò (f0(x), f0(y)) ∈

∈ F . Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå P-âû÷èñëèìîé �óíêöèè

f : (Ā)n → B̄ � äëÿ íåêîòîðîé P-âû÷èñëèìîé �óíêöèè f0 : An → B

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f([x1], . . . , [xn]) = [f0(x1, . . . , xn)].

Ëþáîå ìíîæåñòâî A ⊆ Σ∗
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ �àêòîð-ìíî-

æåñòâîì A/idA, è òîãäà ïîíÿòèå P-âû÷èñëèìîé �óíêöèè íà �àêòîð-

ìíîæåñòâàõ ñòàíîâèòñÿ îáîáùåíèåì îáû÷íîãî îïðåäåëåíèÿ P-âû÷èñëèìîé

�óíêöèè.

Êîíå÷íî, çàìåíÿÿ â ïðèâåä¼ííûõ âûøå îïðåäåëåíèÿõ P-âû÷èñëèìûå

�óíêöèè íà ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå è íà ïðîñòî âû÷èñëèìûå, ìû ïî-

ëó÷àåì àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé è âû÷èñëèìîé

�óíêöèé íà �àêòîð-ìíîæåñòâàõ. Ýòè ïîíÿòèÿ òåñíî ñâÿçàíû ñ êîíöåïöè-

åé íóìåðîâàííûõ ìíîæåñòâ [10℄. Ñ êàæäûì �àêòîð-ìíîæåñòâîì Ā = A/E

ñâÿçàíî îòîáðàæåíèå νĀ : A → Ā, νĀ(x) = [x], êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê îáîáù¼ííóþ íóìåðàöèþ. Òîãäà ïîíÿòèå P-âû÷èñëèìîé �óíêöèè

f : Ā → B̄ ñîâïàä¼ò ñ åñòåñòâåííûì ïîíÿòèåì P-âû÷èñëèìîé �óíêöèè äëÿ

íóìåðîâàííûõ ìíîæåñòâ (Ā, νĀ) è (B̄, νB̄). Òî æå ñàìîå êàñàåòñÿ ïðèìè-
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òèâíî ðåêóðñèâíûõ è âû÷èñëèìûõ �óíêöèé.

Íàçîâ¼ì ñòðóêòóðó Ā �àêòîð-ñòðóêòóðîé, åñëè å¼ íîñèòåëü ÿâëÿ-

åòñÿ �àêòîð-ìíîæåñòâîì. Ñêàæåì, ÷òî ñòðóêòóðà Ā = (Ā, . . .) êîíå÷íîãî

ÿçûêà � ýòî P-âû÷èñëèìàÿ �àêòîð-ñòðóêòóðà, åñëè Ā � P-âû÷èñëèìîå

�àêòîð-ìíîæåñòâî, à âñå îïåðàöèè è îòíîøåíèÿ P-âû÷èñëèìû íà Ā. Äâå

�àêòîð-ñòðóêòóðû íàçîâ¼ì P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

èçîìîð�èçì f : Ā → B̄, äëÿ êîòîðîãî f è f−1
� P-âû÷èñëèìûå �óíêöèè.

Îòîæäåñòâëÿÿ ìíîæåñòâî A ñ �àêòîð-ìíîæåñòâîì A/idA, ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü îáû÷íûå ñòðóêòóðû êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé �àêòîð-ñòðóêòóð.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïóñòü Ā = (A/E, . . .) è B̄ = (B/F, . . .) �

äâå P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íûå �àêòîð-ñòðóêòóðû, ñòðóêòóðà Ā P-âû-

÷èñëèìà, è ìíîæåñòâî B P-âû÷èñëèìî. Òîãäà B̄ � P-âû÷èñëèìàÿ

�àêòîð-ñòðóêòóðà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü f : B̄ → Ā � èçîìîð�èçì, è g : B →

→ A, h : A → B � äâå P-âû÷èñëèìûå �óíêöèè, äëÿ êîòîðûõ f([y]) = [g(y)]

ïðè y ∈ B è f−1([x]) = [h(x)] ïðè x ∈ A. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (y1, y2) ∈

∈ F ⇔ (g(y1), g(y2)) ∈ E ïðè y1, y2 ∈ B. Òåì ñàìûì, F P-âû÷èñëèìî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P � îòíîøåíèå èç ÿçûêà ñòðóêòóðû Ā è y1, . . . ,

yn ∈ B. Òîãäà P ([y1], . . . , [yn]) ⇔ P (f([y1]), . . . , f([yn])) ⇔ P ([g(y1)], . . . ,

[g(yn)]) ⇔ β(g(y1), . . . , g(yn)) = 1, ãäå β : An → {0, 1} � P-âû÷èñëèìàÿ

�óíêöèÿ, çàäàþùàÿ P-âû÷èñëèìûé ïðåäèêàò P â Ā . Ïðîâåðêà P-âû÷èñ-

ëèìîñòè îïåðàöèé â B̄ âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî. ✷

�àññìîòðèì òåïåðü êîäèðîâêó âåùåñòâåííîãî ÷èñëà α ∈ R
alg

ïàðîé

(p(x), I), ãäå p(x) ∈ Z[x] \ {0}, p(α) = 0, à I = (a, b) � èçîëèðóþùèé

èíòåðâàë äëÿ α. Ñêàæåì, ÷òî äâå òàêèå ïàðû ýêâèâàëåíòíû, (p1(x), I1) ∼

∼ (p2(x), I2), åñëè îíè êîäèðóþò îäíî è òî æå ÷èñëî.

Ïóñòü A3 = {b(p(x)) ∗ b(a) ∗ b(b) | p(x) ∈ Z[x], a, b ∈ Q è ïàðà

(p(x), (a, b)) êîäèðóåò íåêîòîðîå α ∈ R}, îòíîøåíèå E3 ⊆ A3 × A3 ñîîò-

âåòñòâóåò ýêâèâàëåíòíîñòè ïàð, è Ā3 = A3/E3 � �àêòîð-ìíîæåñòâî. Ñó-

ùåñòâóåò åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå f0 : Ā3 → A R

, ïåðåâîäÿùåå ïàðó â

÷èñëî, êîòîðîå îíà êîäèðóåò. Ïóñòü Ā R

3 = (Ā3,6,+,×) � ïîëå, ïðè÷¼ì

f0 : Ā R

3 → A R

� èçîìîð�èçì.
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïóñòü f : Ā R

3 → A R

1 � åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå,

ïåðåâîäÿùåå îäíî ïðåäñòàâëåíèå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà â äðóãîå. Òîãäà f è

f−1
� P-âû÷èñëèìûå �óíêöèè, Ā R

3 � P-âû÷èñëèìàÿ �àêòîð-ñòðóêòóðà

è A R

1 , Ā R

3 P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íû.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü [z] ∈ Ā3, z = (p(x), I) êîäèðóåò α ∈

∈ R
alg

, ãäå I = (a, b), a, b ∈ Q, è (p(x), k) êîäèðóåò αk, ãäå k ∈ ω, â ñìûñ-

ëå [1℄. Òîãäà k 6 deg[p(x)]. Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà α = αk ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå

óñëîâèé a < αk < b, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ â ñèëó [1,

ñëåä. 1, 3℄, ò. ê. a = m
n
êîäèðóåòñÿ ïàðîé (nx −m, 1). Òåì ñàìûì, ïåðåáî-

ðîì ìîæíî íàéòè k, ïðè êîòîðîì (p(x), k) êîäèðóåò α, à çàòåì ïåðåéòè ê

åñòåñòâåííîìó êîäó äëÿ α ïî [1, ñëåä. 4℄.

Ïîêàæåì, ÷òî A3 P-âû÷èñëèìî. Äëÿ z = (p(x), I) òðåáóåòñÿ ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî k 6 deg[p(x)], ïðè êîòîðîì αk ∈ I; ýòî

ìîæíî ñäåëàòü êàê óêàçàíî âûøå. Òåì ñàìûì è f P-âû÷èñëèìî.

Äëÿ ïåðåõîäà îò ïàðû (p(x), k), êîäèðóþùåé α, ê ïàðå (p(x), I) ïî

[1, ïðåäëîæ. 1, òåîð. 2℄ íàéä¼ì δp ∈ Q, òàêîé ÷òî 0 < δp 6 ∆p, è ÷èñëà

a, b ∈ Q, òàêèå ÷òî α ∈ (a, b) è |a− b| 6 δp. Ïîëîæèì I = (a, b). ✷

�àññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ êîäèðîâêó äëÿ êîìïëåêñíûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ÷èñåë. Ñêàæåì, ÷òî òðîéêà (p(x), I,K) êîäèðóåò ÷èñëî γ ∈ C, åñëè

p(x) ∈ Z[x] \ {0}, I = (a1, b1), K = (a2, b2), aj, bj ∈ Q è γ � åäèíñòâåííûé

êîðåíü p(x), ëåæàùèé â ïðÿìîóãîëüíèêå I + iK.

Ïóñòü B2 = {b(p(x)) ∗ b(a1) ∗ b(b1) ∗ b(a2) ∗ b(b2) | p(x) ∈ Z[x], aj , bj ∈

∈ Q è òðîéêà (p(x), (a1, b1), (a2, b2)) êîäèðóåò íåêîòîðîå γ ∈ C}, îòíîøå-

íèå E2 ⊆ B2 × B2 ñîîòâåòñòâóåò åñòåñòâåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè òðîåê, à

B̄2 = B2/E2 � �àêòîð-ìíîæåñòâî. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

g0 : B̄2 → A C

, ïåðåâîäÿùåå òðîéêó â ÷èñëî, êîòîðîå îíà êîäèðóåò. Ïóñòü

Ā C

2 = (B̄2,+,×) � ïîëå, òàêîå ÷òî g0 : Ā C

2 → A C

� èçîìîð�èçì.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïóñòü g : Ā C

2 → A C

1 � åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå,

g = g−1
1 ◦ g0, ãäå g1 : A C

1 → A C

� åñòåñòâåííûé èçîìîð�èçì. Òîãäà g è

g−1
P-âû÷èñëèìû, Ā C

2 � P-âû÷èñëèìàÿ �àêòîð-ñòðóêòóðà, è Ā C

2 , A C

1

P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íû.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü òðîéêà (p(x), I,K) êîäèðóåò γ = α +
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+ iβ ∈ C
alg

. Èñïîëüçóÿ [1, ëåììà 10℄, íàéä¼ì äâà ïîëèíîìà p1(x), p2(x) ∈

∈ Z[x], òàêèå ÷òî p1(α) = 0 è p2(β) = 0. Ïåðåáåð¼ì âñå ïàðû (k1, k2), òàêèå

÷òî (p1(x), k1) è (p2(x), k2) êîäèðóþò αk1 è βk2 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êàæäîé

ïðîâåðèì óñëîâèÿ αk1 ∈ I, βk2 ∈ K è p(αk1 + iβk2) = 0, à â ðåçóëüòàòå

íàéä¼ì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ γ èç B1. Äëÿ ïîñëåäíåé ïðîâåðêè ïîòðåáóåòñÿ

[1, òåîð. 4℄.

Íàîáîðîò, ïóñòü (p1(x), k1) è (p2(x), k2) êîäèðóþò α è β ñîîòâåòñòâåí-

íî. Âíîâü èñïîëüçóÿ [1, ëåììà 10℄, íàéä¼ì p(x), òàêîé ÷òî p(γ) = 0, à çàòåì

äâà ïîëèíîìà q1(x), q2(x), äëÿ êîòîðûõ èç α′, β′ ∈ R è p(α′ + iβ′) = 0 âû-

òåêàåò q1(α
′) = q2(β

′) = 0. �àññóæäàÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå [1, òåîð. 4℄,

ìîæíî íàéòè ε ∈ Q, òàêîå ÷òî ε > 0 è ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ

êîìïëåêñíûìè êîðíÿìè p(x) íå ìåíåå ε.

Íàéä¼ì èíòåðâàëû I,K, òàêèå ÷òî α ∈ I, β ∈ K è èõ øèðèíà íå ïðå-

âîñõîäèò ε/2. Òîãäà γ ∈ I+ iK, è ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê íå ìîæåò ñîäåðæàòü

äâà êîðíÿ p(x). Òðîéêà (p(x), I,K) êîäèðóåò γ.

Ïðîâåðèì, ÷òî B2 � P-âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî. Ýòî äåëàåòñÿ òî÷íî

òàê æå, êàê â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà: ñîñòàâèì êîíå÷íûé ñïèñîê êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùèé èç âñåõ êîðíåé p(x), è ïðîâåðèì, ÷òî ðîâíî îäèí

êîðåíü ïîïàë â ìíîæåñòâî I + iK. ✷

� 3. Õàðàêòåðèçàöèÿ A R

1

Ïðèâåä¼ì òåïåðü êðèòåðèé òîãî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ P-âû÷èñëèìàÿ

�àêòîð-ñòðóêòóðà Ā P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íà A R

1 . Ïóñòü B1 � íàè-

ìåíüøåå ïîäïîëå â A R

1 , ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâó ðàöèîíàëüíûõ ÷è-

ñåë. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî B1 P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íî ñòàíäàðòíîìó

ïðåäñòàâëåíèþ ïîëÿ (Q,6,+,×), îñíîâàííîìó íà áèíàðíîì êîäèðîâàíèè

÷èñëà a ÷åðåç b(a), ò. ê. ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî k
m

> 0 êîäèðóåòñÿ â A R

1 ïàðîé

(mx− k, 1).

Â �îðìóëèðîâêå ñëåäóþùåé òåîðåìû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèìâîë ∗

íå âõîäèò â àë�àâèò, íàä êîòîðûì çàäàíà Ā .
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïóñòü Ā = (A/E,6,+,×) � ïðîèçâîëüíàÿ P-

âû÷èñëèìàÿ �àêòîð-ñòðóêòóðà, èçîìîð�íàÿ A R

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B̄ =

= (B/E, . . .) íàèìåíüøåå ïîäïîëå â Ā , ãäå B = {x ∈ A | [x] ∈ B̄}. Ïîëÿ Ā

è A R

1 P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(a) B̄ è B1 P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íû;

(b) ñóùåñòâóåò P-âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ ïî a ∈ A ñòðîèò

íàáîð bn ∗ . . . ∗ b1 ∗ b0 èç B, òàêîé ÷òî [bn] 6= 0 è [a] � êîðåíü ïîëèíîìà

[bn]x
n + . . .+ [b1]x+ [b0] â Ā ;

(
) ñóùåñòâóåò P-âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ ïî íàáîðó bn ∗ . . . ∗

∗ b1 ∗b0 èç B, òàêîìó ÷òî [bn] 6= 0, ñòðîèò íàáîð a1 ∗ . . . ∗am èç A, m > 0,

òàêîé ÷òî [a1], . . . , [am] � âñå êîðíè ïîëèíîìà [bn]x
n+ . . .+[b1]x+[b0] â Ā .

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. (⇒) Èç [1℄ âûòåêàåò, ÷òî â ñëó÷àå Ā = A R

1

âñå óñëîâèÿ (a)�(
) âûïîëíÿþòñÿ. Â ñàìîì äåëå, óñëîâèå (a) î÷åâèäíî, (b)

ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ A R

1 , (
) âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 5. Ïîñêîëüêó îíè

ñîõðàíÿþòñÿ ïðè P-âû÷èñëèìîì èçîìîð�èçìå, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

(⇐) Ó ïîëÿ A R

íåò íåòðèâèàëüíûõ àâòîìîð�èçìîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîð�èçì g : Ā → A R

1 , è òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü,

÷òî g è g−1
P-âû÷èñëèìû. Ïóñòü a ∈ A. Íàéä¼ì íàáîð bn, . . . , b1, b0 èç B,

òàêîé ÷òî [a] � êîðåíü ïîëèíîìà [bn]x
n + . . . + [b1]x + [b0] è [bn] 6= 0, à

çàòåì íàéä¼ì a1, . . . , am ∈ A, äëÿ êîòîðûõ [a1], . . . , [am] � âñå êîðíè ýòîãî

ïîëèíîìà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî [a1] < . . . < [am], ò. ê. ïîðÿäîê â Ā P-

âû÷èñëèì, à ñîðòèðîâêà íàáîðà a1, . . . , am ïî âîçðàñòàíèþ âûïîëíÿåòñÿ

õîðîøî èçâåñòíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè àëãîðèòìàìè.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (a), ïåðåéä¼ì îò bn, . . . , b1, b0 ê èõ îáðàçàì b′n, . . . ,

b′1, b
′

0 â B1 è íàéä¼ì â A R

1 óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê a′1 < . . . < a′m âñåõ êîðíåé

ïîëèíîìà b′nx
n + . . .+ b′1x+ b′0. Åñëè [a] = [aj ], ãäå j 6 m, òî g([a]) = a′j .

Àëãîðèòì äëÿ g−1
ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïî ñóòè, ìû óæå ïîêàçàëè,

÷òî åñëè g : Ā → Ā ′
� èçîìîð�èçì è Ā , Ā ′

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

(a)�(
), òî îí P-âû÷èñëèì. ✷

Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëå A R

1 ñ òî÷íîñòüþ äî P-âû÷èñëèìîãî

èçîìîð�èçìà õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ åñòåñòâåííûìè óñëîâèÿìè. Åñëè ìû
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õîòèì ïîñòðîèòü ñóùåñòâåííî èíîå P-âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ A R

,

òî äîëæíû îòêàçàòüñÿ îò îäíîãî èç íèõ: íàïð., âûáðàòü êàêóþ-òî íåñòàí-

äàðòíóþ êîäèðîâêó äëÿ Q èëè ëèøèòüñÿ ý��åêòèâíîãî àëãîðèòìà ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèé ñ îäíîé ïåðåìåííîé.

� 4. Ïåðåõîä îò �àêòîð-ñòðóêòóð ê P-âû÷èñëèìûì

ñòðóêòóðàì

Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ P-âû÷èñëèìàÿ �àêòîð-ñòðóêòóðà èçîìîð�íà

íåêîòîðîé P-âû÷èñëèìîé ñòðóêòóðå? Àâòîðû íå çíàþò îòâåò íà ýòîò âî-

ïðîñ. Óêàæåì íåêîòîðûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îòâåò çàâåäîìî ïîëîæèòå-

ëåí.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ïóñòü Ā � P-âû÷èñëèìàÿ �àêòîð-ñòðóê-

òóðà êîíå÷íîãî ÿçûêà. Òîãäà ëþáàÿ å¼ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ïîäñòðóêòó-

ðà èçîìîð�íà íåêîòîðîé P-âû÷èñëèìîé ñòðóêòóðå.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü Ā = (A/E,LĀ) � ñòðóêòóðà êîíå÷íîãî

ÿçûêà L, ãäå A ⊆ Σ∗ \ {∅} è E ⊆ A2
� P-âû÷èñëèìûå ìíîæåñòâà. Åñëè

f � n-ìåñòíàÿ �óíêöèÿ èç L, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò P-âû÷èñëèìàÿ

�óíêöèÿ f0 : An → A, òàêàÿ ÷òî f Ā([x1], . . . , [xn]) = [f0(x1, . . . , xn)]. Åñëè

P � n-ìåñòíûé ïðåäèêàò èç L, òî ñóùåñòâóåò P-âû÷èñëèìîå îòíîøåíèå

P0 ⊆ An
, òàêîå ÷òî P Ā([x1], . . . , [xn]) ⇔ P0(x1, . . . , xn). Òåì ñàìûì, ìû

ïîëó÷àåì P-âû÷èñëèìóþ ñòðóêòóðó A0 ñ íîñèòåëåì A è óêàçàííûìè èí-

òåðïðåòàöèÿìè âèäà f0 è P0, íà êîòîðîé E ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé, ïðè÷¼ì

A0/E ∼= A .

Äëÿ òåðìà t ÷åðåç h(t) îáîçíà÷àåì åãî âûñîòó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ

åñòåñòâåííûì îáðàçîì:

(a) åñëè t � êîíñòàíòà èëè ïåðåìåííàÿ, òî h(t) = 0;

(b) åñëè t = f(t1, . . . , tk), ãäå ti � òåðìû ïðè i 6 k, òî h(t) =

= max
i6k

{h(ti)}+ 1.

Ïóñòü ē = e1, . . . , en ∈ A è ýëåìåíòû [e1], . . . , [en] ïîðîæäàþò ïîä-

ñòðóêòóðó Āē â Ā . Â [11, 12℄ äîêàçàí ñëåäóþùèé êðèòåðèé: êîíå÷íî ïî-
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ðîæä¼ííàÿ ñòðóêòóðà Āē îáëàäàåò P-âû÷èñëèìûì ïðåäñòàâëåíèåì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c ∈ ω, òàêàÿ ÷òî

(1) ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî òåðìàì t1(x̄), t2(x̄) ÿçûêà L ïðî-

âåðÿåò â Āē óñëîâèå t1([e1], . . . , [en]) = t2([e1], . . . , [en]) çà âðåìÿ O(22
ch

), ãäå

h = max{h(t1), h(t2)};

(2) äëÿ êàæäîãî k-ìåñòíîãî ïðåäèêàòà P èç L ñóùåñòâóåò àëãîðèòì,

êîòîðûé ïî òåðìàì t1(x̄), . . . , tk(x̄) ÿçûêà L ïðîâåðÿåò â Āē óñëîâèå

P (t1([e1], . . . , [en]), . . . , tk([e1], . . . , [en]))

çà âðåìÿ O(22
ch

), ãäå h = max
i6k

{h(ti)}.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè óñëîâèÿ â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ. Ïóñòü

t1(x1, . . . , xn) � òåðì ÿçûêà L, è h = h(t). Òîãäà åãî çíà÷åíèå

tĀ1 ([e1], . . . , [en]) ðàâíî [b1], ãäå b1 = tA0
1 (e1, . . . , en) � çíà÷åíèå â A0. Êàê

ïîêàçàíî â [11, òåîð. 1℄, â ýòîì ñëó÷àå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ b1 èìååò âèä

O
(

22
c1h

)

, ãäå c1 � êîíñòàíòà (çàâèñÿùàÿ îò A0 è ē), è äëÿ äëèíû |b1|

âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà.

×òîáû ïðîâåðèòü óñëîâèå èç (1), òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü b1 = tA0
1 (ē)

è b2 = tA0
2 (ē), à çàòåì ïðîâåðèòü, ÷òî [b1] = [b2], ò. å. b1Eb2. Ïîñëåäíÿÿ

îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ çà O(max{|b1|, |b2|}
p) øàãîâ, ãäå p � êîíñòàíòà. Ýòà

îöåíêà ïðåâðàùàåòñÿ â O
(

22
c1h+log p

)

, ÷òî ýêâèâàëåíòíî îöåíêå èç (1).

�àññóæäåíèÿ äëÿ (2) àíàëîãè÷íû. Ìû âû÷èñëÿåì bi = tA0
i (ē) ïðè

i 6 k çà O
(

22
c1h

)

øàãîâ è çàòåì ïðîâåðÿåì óñëîâèå P0(b1, . . . , bk) çà ïîëè-

íîìèàëüíîå îò max
i6k

{|bi|} âðåìÿ. ✷

Ïóñòü Σ � êîíå÷íûé àë�àâèò, A ⊆ (Σ∗)n, n > 1. Ñêàæåì, ÷òî ìíî-

æåñòâî A ëåæèò â êëàññå P, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ P-âû÷èñëèìûì, ò. å. åãî

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ χA : (Σ∗)n → {0, 1} P-âû÷èñëèìà.

Åñëè x̄ = x1, . . . , xn ∈ (Σ∗)n, òî ÷åðåç |x̄| îáîçíà÷èì max
i6n

{|xi|}. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî |Σ| > 2. Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A ëåæèò â êëàññå NP, åñëè

ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî B ⊆ (Σ∗)n+1
èç êëàññà P è ïîëèíîì p(u) ∈ Z[u],

òàêèå ÷òî ïðè ëþáûõ x1, . . . , xn ∈ Σ∗

(x1, . . . , xn) ∈ A ⇔ ∃y ∈Σ∗ (x1, . . . , xn, y) ∈ B,
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è ïðè ýòîì èç (x̄, y) ∈ B ñëåäóåò, ÷òî |y| 6 p(|x̄|). Âîïðîñ î òîì, âåðíî ëè

ðàâåíñòâî P = NP, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ èçâåñòíûõ îòêðûòûõ ïðîáëåì

â ìàòåìàòèêå.

Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Ïóñòü Ā = (A/E,LĀ) � P-âû÷èñëèìàÿ

�àêòîð-ñòðóêòóðà êîíå÷íîãî ÿçûêà L. Òîãäà ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

(a) Ā P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íà íåêîòîðîé P-âû÷èñëèìîé ñòðóêòó-

ðå B;

(b) ñóùåñòâóåò P-âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ β : A → A, äëÿ êîòîðîé

xEβ(x) è xEy ⇒ β(x) = β(y) ïðè x, y ∈ A.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. (a) ⇒ (b) Ïóñòü f : Ā → B � èçîìîð�èçì,

òàêîé ÷òî f è f−1
� P-âû÷èñëèìûå �óíêöèè. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóþò

P-âû÷èñëèìûå �óíêöèè g : A → B è h : B → A, äëÿ êîòîðûõ f([x]) = g(x)

ïðè x ∈ A è f−1(y) = [h(y)] ïðè y ∈ B. Ïîëîæèì β(x) = h(g(x)). Òîãäà

[β(x)] = f−1(f([x])) = [x] è xEβ(x) ïðè x ∈ A. Åñëè x, y ∈ A è xEy, òî

[x] = [y] è g(x) = f([x]) = f([y]) = g(y). Îòñþäà β(x) = β(y).

(b) ⇒ (a) Åñëè x ∈ A, òî xEβ(x). Ñëåäîâàòåëüíî, β(x) = β(β(x)).

Ïîëîæèì B = {x ∈ A | β(x) = x}. Òîãäà B P-âû÷èñëèìî, β : A → B �

ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, è β(x) = β(y) ⇔ xEy ïðè x, y ∈ A. Îïðåäåëèì

èíòåðïðåòàöèþ L íà B.

Ïóñòü P � ïðåäèêàò èç L. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò P-âû÷èñëèìîå

îòíîøåíèå P0 ⊆ An
, òàêîå ÷òî P Ā([x1], . . . , [xn]) ⇔ P0(x1, . . . , xn) ïðè xi ∈

∈ A, i 6 n. Ïîëîæèì PB(x1, . . . , xn) ⇔ P0(x1, . . . , xn) ïðè xi ∈ B, i 6 n.

Ïóñòü f � �óíêöèÿ èç L. Ñóùåñòâóåò P-âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ

f0 : An → A, òàêàÿ ÷òî f Ā([x1], . . . , [xn]) = [f0(x1, . . . , xn)]. Ïîëîæèì

fB(x1, . . . , xn) = β(f0(x1, . . . , xn)) ïðè xi ∈ B, i 6 n.

Åñëè îòîáðàæåíèå β′ : A/E → B çàäà¼òñÿ óñëîâèåì β′([x]) = β(x),

òî β′
� P-âû÷èñëèìûé èçîìîð�èçì èç Ā â B. Îáðàòíûé èçîìîð�èçì

çàäà¼òñÿ �óíêöèåé idB : B → A. ✷

Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ï. (a) ñâîäèòñÿ ê ñâîéñòâàì ìíîæå-

ñòâà A ⊆ Σ∗
è îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè E ⊆ A2

. Ôóíêöèÿ β ñ óñëîâè-

åì (b) ðàññìàòðèâàëàñü â [13℄ äëÿ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè E ⊆ (Σ∗)2.
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Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïîäîáíîé �óíêöèè áûë íàçâàí òàì ïðîáëåìîé

íîðìàëüíîé �îðìû: β(x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åäèíñòâåííóþ íîð-

ìàëüíóþ �îðìó äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, ýêâèâàëåíòíûõ x. Â ÷àñòíîñòè, áûëî

äîêàçàíî, ÷òî ïðè P = NP P-âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ β ñ óêàçàííûì ñâîé-

ñòâîì ñóùåñòâóåò. Ñîåäèíÿÿ ýòîò �àêò ñ ðåçóëüòàòàìè èç [14, 15℄, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùóþ òåîðåìó. Çäåñü ΣP
2 è ΠP

2 îáîçíà÷àþò êëàññû ñòàíäàðòíîé ïî-

ëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. (a) Ïóñòü P = NP. Òîãäà ëþáàÿ P-âû÷èñëèìàÿ

�àêòîð-ñòðóêòóðà Ā P-âû÷èñëèìî èçîìîð�íà íåêîòîðîé P-âû÷èñëèìîé

ñòðóêòóðå B.

(b) Ïóñòü P 6= NP è, áîëåå òîãî, ΣP
2 6= ΠP

2 . Òîãäà ñóùåñòâóåò

P-âû÷èñëèìàÿ �àêòîð-ñòðóêòóðà ïóñòîãî ÿçûêà, êîòîðàÿ íå áóäåò P-

âû÷èñëèìî èçîìîð�íîé íèêàêîé P-âû÷èñëèìîé ñòðóêòóðå.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. (a) �àññóæäåíèå èç [13℄ äîñòàòî÷íî íåñëîæíî,

ïðèâåä¼ì åãî êðàòêóþ ñõåìó. Ââåä¼ì íà Σ∗
åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê: x 6 y ⇔

⇔ |x| < |y| èëè (|x| = |y| è x 6l y), ãäå x 6l y îçíà÷àåò ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé

ïîðÿäîê íà Σ∗
. Òîãäà (Σ∗,6) ∼= (ω,6), ýòîò ïîðÿäîê ëèíååí è �óíäèðîâàí.

Åñëè E � P-âû÷èñëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà A, ãäå A ⊆

⊆ Σ∗
� P-âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, òî åãî ìîæíî äîïîëíèòü äî îòíîøå-

íèÿ E1 = E ∪ {(x, y) | x, y ∈ Σ∗ \ A} íà âñ¼ì Σ∗
. Òîãäà ïðè P = NP

P-âû÷èñëèìà �óíêöèÿ β, êîòîðàÿ êàæäîìó x ∈ Σ∗
ñîïîñòàâëÿåò íàèìåíü-

øèé ýëåìåíò Σ∗
, ýêâèâàëåíòíûé x: ïàðà (x, y) ëåæèò â ãðà�èêå Γβ, åñëè

xE1y è ∀y1 [y1 < y → ¬(y1E1x)]. Ïîñëåäíåå óñëîâèå çàäà¼ò ìíîæåñòâî èç

êëàññà 
o-NP, ïî ïðåäïîëîæåíèþ ðàâíîãî P. Åñëè ãðà�èê Γβ P-âû÷èñëèì,

òî ïåðâûé ñèìâîë β(x) ìîæíî íàéòè, ïåðåáèðàÿ âñå ñèìâîëû a ∈ Σ è ïðîâå-

ðÿÿ, ñóùåñòâóåò ëè y1 ∈ Σ∗
, äëÿ êîòîðîãî (x, ay1) ∈ Γβ. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ

NP-óñëîâèåì. Íàéäÿ ïåðâûé ñèìâîë, ìîæíî çàòåì òàê æå íàéòè âòîðîé è

ò. ä. Ïîñêîëüêó |β(x)| 6 |x|, îáùèé àëãîðèòì ïîëèíîìèàëåí.

(b) Ñêàæåì, ÷òî êëàññ NP îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñîêðàùåíèÿ (ðåäóê-

öèè), åñëè äëÿ ëþáûõ A,B ∈ NP ñóùåñòâóþò A′, B′ ∈ NP, òàêèå ÷òî

A′ ⊆ A, B′ ⊆ B, A′ ∩ B′ = ∅ è A′ ∪ B′ = A ∪ B. Êîíå÷íî, ýòî îïðåäå-

ëåíèå ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíî äëÿ ëþáîãî êëàññà ìíîæåñòâ. Â [14℄
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áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé �àêò: åñëè ΣP
2 6= ΠP

2 , òî ñâîéñòâî ñîêðàùåíèÿ

äëÿ êëàññà NP íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðè ýòîì â [15, òåîð. 3℄ äîêàçàíî ñëåäóþùåå: åñëè äëÿ êëàññà NP íå

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîêðàùåíèÿ, òî ñóùåñòâóåò P-âû÷èñëèìîå îòíîøå-

íèå ýêâèâàëåíòíîñòè E ⊆ (Σ∗)2, äëÿ êîòîðîãî íåò P-âû÷èñëèìîé �óíêöèè

β ñ óêàçàííûì â ïðåäëîæåíèè 4(b) ñâîéñòâîì. Áîëåå òîãî, β íå ìîæåò

áûòü âû÷èñëåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äàæå íà íåäåòåðìèíèðîâàííîé

ìàøèíå Òüþðèíãà. ✷

Åñëè ìû íå ïëàíèðóåì ðåøèòü ïðîáëåìó P = NP, òî åäèíñòâåííîå, íà

÷òî ìû ìîæåì íàäåÿòüñÿ, ýòî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ P-âû÷èñëèìàÿ �àêòîð-

ñòðóêòóðà êîíå÷íîãî ÿçûêà èçîìîð�íà íåêîòîðîé P-âû÷èñëèìîé ñòðóêòó-

ðå. Ïðåäëîæåíèå 3 äà¼ò íåêîòîðûå îñíîâàíèÿ äëÿ îïòèìèçìà.

Â çàêëþ÷åíèå ñ�îðìóëèðóåì íåêîòîðûå íåðåø¼ííûå âîïðîñû.

(1) Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ P-âû÷èñëèìàÿ �àêòîð-ñòðóêòóðà êîíå÷íîãî

ÿçûêà èçîìîð�íà íåêîòîðîé P-âû÷èñëèìîé ñòðóêòóðå?

(2) Ñóùåñòâóþò ëè P-âû÷èñëèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé (R
alg

,6,

+,×) è (C
alg

,+,×), â êîòîðûõ �óíêöèÿ α1 ∗ . . . ∗ αk 7→ α1 + . . .+ αk áóäåò

P-âû÷èñëèìà?

(3) Ñóùåñòâóþò ëè P-âû÷èñëèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ óêàçàííûõ ïîëåé,

â êîòîðûõ èìååòñÿ P-âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ, ïî α0∗. . .∗αk ñòðîÿùàÿ ñïèñîê

âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

αkx
k + . . .+ α1x+ α0 = 0?

(4) Ñóùåñòâóþò ëè P-âû÷èñëèìûå âåùåñòâåííî çàìêíóòûå óïîðÿäî-

÷åííûå ïîëÿ, íå èçîìîð�íûå (R
alg

,6,+,×)?
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