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УДК 517.95 МАТЕМАТИКА 

Академик И.М. ГЕЛЬФАНД, B.C. РЕТАХ, В.В. СЕРГАНОВА 

ОБОБЩЕННЫЕ ФУНКЦИИ ЭЙРИ, 
КЛЕТКИ ШУБЕРТА И ЖОРДАНОВЫ ГРУППЫ 

Цель этой публикации - изложить обобщение теории функций Эйри на многие 
переменные. Наш подход параллелен подходу к общей теории гипергеометрических 
функций, изложенному в [1—3]. Обобщенные функции Эйри определяются как ре­
шения специальных голономных систем дифференциальных уравнений на некотором 
расслоении на грассмановом многообразии. При этом роль, которую в [1—3] играла 
подгруппа диагональных матриц, в нашей теории играет другая максимальная ком­
мутативная подгруппа матриц — жорданова (см. п. 1). 

Через Gl обозначим грассманово многообразие Ä-мериых подпространств в 
й-мерном пространстве. В работах [1—3] важную роль играло разбиение G% на так 
называемые страты. У нас аналогичную роль играет разбиение G% на клетки Шуберта. 

Подобно тому как общая теория гипергеометрических функций для G* 
приводит к классическому гипергеометрическому уравнению и функции Гаусса 
[1, 2], теория обобщенных функции Эйри для G| приводят к классическому урав­
нению Эйри. Решением этого уравнения является функция Эйри, описывающая асимп­
тотику волнового поля вблизи гладкой каустики. Для С | мы получаем функцию 
Пирси [4], описывающую эту асимптотику вблизи точки возврата каустики, а для 
G\ И Gl -- выражения для асимптотики вблизи "ласточкина хвоста" и "бабочки" 
соответственно. Асимптотики вблизи фокальных точек волнового поля связаны с 
клетками Шуберта ненулевых коразмерностей в G\ и G\ 2. 

Жорданова группа является централизатором максимальной жордановой 
клетки. Централизаторы других матриц, составленных из жордановых клеток мень-
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шей размерности, приводят к обобщениям различных конфлюэнтных гипергеомет­
рических функций (Куммера, Уиттекера, Бесселя, Вебера и др.). 

1. Пусть Z£ - многообразие матриц z = (ztj), i = 1 , . . . , к, j = 1 , . . . , п, ран­
га к над полем вещественных или комплексных чисел. Пусть а = (с^, . . . , a„_i) -
произвольный набор комплексных чисел. 

О п р е д е л е н и е 1. С и с т е м о й о б о б щ е н н ы х у р а в н е н и й 
Э й р и на Z% с показателями однородности а.\,.. . ,а.п^х называется система диф­
ференциальных уравнений 

» ЬР 
( h ) 2 Zij-—= -&uF, i,l=l,...,k, 

/=i dzy 
»~P к bF 

(12) 2 S z{j - = apF, p = 1 , . . . , n - 1, 
/= i î - i dZfj+p 

d2F d2F 
OU) = : • i,j=l,...,k, p,q=l,...,n. 

dzip dzjq dziq °zjp 

Выясним смысл дифференциальных уравнений ( Ь ) . Через GL (и) обозначим 
группу обратимых (и X и)-матриц. Определены левое действие группы GL (к) и пра­
вое действие группы GL (п) на Z% формулой z -*gzh, g & GL (к), h & GL (n). Из 
уравнений (l i) выводится 

П р е д л о ж е н и е 1. Если F - решение системы (1), то F(gz) = 
= (tetg)-lF(z). 

Предложение 1 показывает, что решения системы (1), по существу, зависят 
от fc-мерных подпространств и-мерного линейного пространства, натянутых на строки 
матриц из Z%. 

Перейдем к уравнениям (12). Нам понадобится несколько определений. 
Пусть / — коммутативная группа Ли. Функция х на / со значениями в С\ {0} на­
зывается х а р а к т е р о м г р у п п ы / , если \{ё1ёг) = X(gi)x(ë2) для любых 
il. ёг е J- Назовем ж о р д а н о в о й г р у п п о й /(и) подгруппу группы GL (п), 

состоящую из матриц [а0,. . . , ап_х\ = Б atTl, где а0,. .. , ап_х - произвольные 
! = 0 

числа, а т = (гу) - матрица такая, что т,-_,-+1 " 1, Тц = 0 при / - / Ф 1. 
Через /0(и) обозначим подгруппу в /(и), состоящую из матриц вида 

[а0,... , f ln_i] , где а0 = 1. 
Пусть, далее, и = 1 + ЬгТ + Ь2Т2 + . . . — формальный степенной ряд от пере­

менной Т. Определим многочлены в{(Ьх,..., Ь{) из разложения 

(2) log(l-u)~ ïei(b1,...,bi)T
i, 

1 = 1 

Очевидно, что 

Qi=bi, ö2= Ьг » 0з =Ь3 -ЬгЬ2 + —- -

П р е д л о ж е н и е 2. Для каждого набора а = (oti , . . . , а„_ i) формула 

(3) x e ( [ l , « i . " - . e i« - i ] ) = e 4>( . J atei(ßu...,aty\ 

определяет характер группы / 0 (и). 
Обратно, для каждого характера х существует набор а такой, что х выра­

жается формулой (3). 
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П р е д л о ж е н и е 3. Для каждого решения F системы (1) и каждого с = 
= [с0 > . . . ,с„_1]е/(и) 

F(zc) = F ( z ) - x a ( [ l , c 1 c ö \ . . . , c „ „ 1 c ö 1 ] ) c ö f c . 
Это предложение непосредственно выводится из уравнений (1г) • 
2. Т е о р е м а 1. Система (1) голономна и, следовательно, имеет конечное 

число линейно-независимых решений в окрестности каждой точки Z^, 
Таким образом, система (1) аналогична системе обыкновенных дифферен­

циальных уравнений. 
Для доказательства теоремы рассмотрим характеристическое многообразие 

Мр С T*Z% (см. [2]) системы (1). Для каждой матрицы z GZ£ черезг* обозначим 
матрицу, составленную из первых t столбцов матрицы z. Пусть W ={z EZ%\ detz/сФ 
¥=0}. Очевидно, подмножество W открыто и плотно в Z %. 

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть z G W. Тогда точка (z, {•)' "= Мр в том и только 
том случае, когда % = 0, Размерность Мр в любой точке z G ZI не превосходит kn. 

Теорема 1 выводится из предложения 4. 
Пусть MptZ = \(а, | ) G Мр | а = z} . Сформулируем утверждение о размер­

ности Мрг2. Сопоставим каждой точке г 6 Z J последовательность тг(г) = ( s 0 , . . . 
. . . , sfc) такую, что st = maxj'f | rkZf = / } , i = 0 , . . . , k. Пусть п - возрастающая 
последовательность из k + 1 натурального числа. Множество Wn = {z G Z£ | яг(г) = 7т1 
назовем к л е т к о й Ш у б е р т а и н д е к с а я. Множество подпространств, на­
тянутых на строки матриц из Wn, образует клетку Шуберта индекса к в многооб­
разии ^-мерных подпространств я-мерного пространства. 

П р е д л о ж е н и е 5. Размерность MF>Z зависит только от клетки Шуберта, 
содержащей z, и равна max [(s,- + k — 2г — l)sgn(s,- - г')] • 

i=o fe-i 
Приведем формулу для размерности пространства решений на открытом 

всюду плотном множестве W С Z". В наших обозначениях W есть клетка Шуберта 
индекса ( 0 , 1 , . . . , к ) . 

Т е о р е м а 2. В окрестности каждой точки z G W система (1) при a„_t Ф0 

Cl) 
3. Для доказательства теоремы 2 перепишем систему (1) в координатах 

(Vfj), трансверсальных к траекториям группы GL (k). Полученная система представ­
ляет и самостоятельный интерес. 

Пусть V% - пространство всех матриц и = (иу), г = 1 , . . . , к, / = к + 1 , . . . 
. . . , и. Каждая матрица z GW под действием группы GL (к) однозначно приводится 
к матрице вида (1^, и), где 1к - единичная матрица, а и G Vß. Таким образом, опре­
делено взаимно однозначное соответствие между подпространствами, натянутыми 
на строки матриц из W, и матрицами из ^ . 

П р е д л о ж е н и е 6. Система (1) определяет следующую систему диффе­
ренциальных уравнений на V% (мы полагаем vtj = Ьц при i < к, vy = 0 при i >k); 

п к 9F 
2 2 utj_p —— = apF, p = k,...,n-l, 

n к ар 
(4) S 2 (рц-р-Щ+pj)-— = <*pF, p-l,...,k, 

/ = P + I i=i dVij 
b2F b2F 

имеет I ! линейно-независимых регулярных решений. 

bvip bvjq bviq bv/p 

Теореме 2 равносильна 

i,f=l,...,k, p,q = k + l,...,n. 
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Т е о р е м а 2'. Число d линейно-независимых решений системы (4) при 
/п ~- 2 \ 

ап _ 1 Ф О в окрестности произвольной точки из Vk равно ( ) . 
\k ~ 1/ 

/ и - 2 \ 
Оценка d < I 1 выводится из общей теории голономных систем (ср. 

[2] ) , оценка d снизу вытекает из приводимой в п. 4 теоремы 3. 
4. Начнем с конструкций, изложенных в [6, 8] . Пусть Pv(t) - произвольный 

полином от переменных v £ С^, t £ Ср. Через ßv обозначим сумму чисел Милнора 
по всем особым точкам полинома при фиксированном и и переменном t. 

Пусть Ma>v = \t\ ReP u (0 > a], Na,v = \t\ ReP„(f) = а]. Через Нр(а, v) 
обозначим группу относительных гомологии Hp(Mav, Na>v). Для каждого v £ , С Л 

существует число а0 такое, что Нр {а, и) = Z ® . . . ® Z (д„ раз) при а<а0. 
При Ъ < а < а0 определено каноническое отображение Hp(b, v) ~>Нр{а, v). 

Пусть Hp(v) - индуктивный предел Нр(а, v) при а -* - ° ° . Очевидно, что Hp(v) 
изоморфна прямой сумме ц0 экземпляров Z. 

Для каждой точки v, лежащей в достаточно малой окрестности фиксирован­
ной точки и0, существует канонический изоморфизм к„: Hp(v0) - S # p ( u ) , инду­
цированный связностью Гаусса-Манина [3]. 

Пусть v = (Vi,-), г = 1,..., к, j = к + 1,. . . , п; t - (tx,. .., r f c _i ) . Положим 
wt = t{ для/ = 1 , . . . , к - 1, w,_! =vu +v2tti + . .. + vk,tk_l для/ =к+ 1,. . . ,n. 
'Пусть Pv (t) задан формулой 

n-\ 
Pv(t) = S a,9,(wi,. . . , w,), 

где многочлены 0/ определены разложением (2). 
Т е о р е м а 3. Пусть Ji,. . . , yß - базис в Нк_ l (v 0 ) , v0 £ Fj?. Для 1 < m < 

< ju функции 

Фт(Ъ)= / expP„(0*i Л . . . f\dtk_l 

определены в некоторой окрестности точки v0 и образуют набор линейно-независи­
мых решений системы (4). 

П р е д л о ж е н и е 7. Если последний из показателей однородности аи_1 

° ^ = G - i ) -не равен нулю, т 
Предложение выводится из теоремы Кушниренко [7] или из явной конст­

рукции образующих группы Hk_l(v). Эта конструкция интересна сама по себе, 
но не приводится здесь из-за недостатка места. 

Наиболее простую структуру базисЯ^_х (v) имеет при к = 2. Пусть Г ' (р , q) -
луч в С с началом в 0, проходящий через точку e2lTiplq. Положим Г(р , q) = 
= Т'(р, q) U [0, +°° [. Контуры Т(р, п - 1) при р = 1 , . . . , « - 2 образуют базис в 
# i ( u ) , Это утверждение обобщает 

и - 1 
П р е д л о ж е н и е 8. Пусть все числа при m = 2 , . . . , к целые. Тогда 

m - 1 
* / и - 1 \ и - 1 

циклы П Г [рт, — ) , где рт + 1 < > образуют базис в Нк_х (и). 
т=г \ m - 1 / m - 1 

5. Изучим систему (4) для случая к = 2. Для этого запишем ее в координа-
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тах, трансверсальных действию группы / ( и ) . Предположим, что а = а „ _ 1 # 0 , Пусть 

Р = 2 atei(t,v13+tV23,:--,Vu+i+tV2Hi), 
/= i 

ап-г 
где 0,- - многочлены, определенные формулой (2). Положим t j = t + их n _ ! . 

а 
Тогда Р записывается в виде Р = и0 + uxt\ + . . . + un_3t"~3 + (—1)"/(и — 1) • t"~x. 
Коэффициенты ut при i > 1 постоянны на орбитах группы /(и) в V" • 

Положим f=e "F. 
Т е о р е м а 4. Система (4) приводится к виду 

Э2/ Э/ 

(5) 
1 < i < и - 4, 

Э2/ ,. " - 3 . 9/ = « i / + S /«у 
9 M I 3 M „ _ 3 / = 2 9Wy_! 

При и = 4 эта система сводится к уравнению Эйри а / " - « j / = 0. При и = 5 
система сводится к двум уравнениям, первое из них — уравнение теплопроводности, 

Покажем, что по существу решение системы (5) сводится к решению обыкно­
венного дифференциального уравнения. Пусть / = (г2, • . •, im-i) - мультииндекс, 
ij > 0 при 2 < / < m - 1. Положим /(/) = 2г2 + 3i3 + . . • + (m - 1 ) г ' т _ ь г! = 
= г2! г'з' ...im-i\, и' = и\г ... u'^psi1- Как обычно, \р^ (?) - производная по­
рядка р от </>(/)• 

и' 
П р е д л о ж е н и е 9. Ряд 2 <Р̂ ' ("i) является реше-

/=(*,,...,/„_э) г! 
имел« системы (5) тогда и только тогда, когда </>(MI) - решение уравнения 
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