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О критических точках целевого функционала
в задаче максимизации наблюдаемых кубита

А.Н. Печень, Н.Б. Ильин

Изолированная от окружения n-уровневая управляемая квантовая система описы-
вается уравнением Шрёдингера для унитарного оператора эволюции Ut:

i
dUt

dt
= (H0 + f(t)V )Ut, Ut=0 = I. (1)

Здесь H0 и V – эрмитовы (n× n)-матрицы и f(t) ∈ L1([0, T ]; R) – управление. Пред-
полагается, что [H0, V ] ̸= 0. Требуется найти f(t), которая максимизирует целевой
функционал JA[f ] = Tr(UT ρ0U

†
T A), где ρ0 – начальная матрица плотности системы,

A – эрмитова матрица и T > 0 – конечное время. Функционал JA описывает среднее
значение наблюдаемой A в момент времени T . Важной проблемой является анализ
локальных максимумов целевого функционала, называемых ловушками [1]–[3], так
как ловушки, если они существуют, затрудняют поиск глобально оптимальных реше-
ний. В работах [1], [2] высказано предположение об отсутствии ловушек в типичных
задачах управления квантовыми системами. В работах [4], [5] доказано отсутствие ло-
вушек для двухуровневых квантовых систем при достаточно больших T . В работе [5]
доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Если Tr V = 0 и T > T0 , где T0 = π/∥H0 − (1/2)Tr H0 + f0V ∥ и
f0 = −Tr(H0V )/ Tr(V 2), то все максимумы целевого функционала JA – глобальные.

Из результатов работы [5] следует, что никакое управление f ̸= f0 не является
ловушкой для любого T > 0. Таким образом, только управление f = f0 может быть
ловушкой при малых T .

Далее рассматривается частный случай уравнения Шрёдингера (1) вида:

i
dUt

dt
= (σz + f(t)(vxσx + vyσy))Ut. (2)

Здесь σx, σy, σz – матрицы Паули. В этом случае f0 = 0 и T0 = π. В [6] доказано, что
ловушки в рассматриваемой системе возможны при малых T , но только если векторы
r0 = Tr(ρ0σ), a = Tr(Aσ) и v = (1/2)Tr(V σ) (σ = (σx, σy, σz)) лежат в плоскости,
ортогональной вектору h0 = Tr(H0σ). В работе [6] доказан следующий результат.

Теорема 2. Пусть [(v×r0)z cos 2T +(v ·r0) sin 2T ](v×a)z > 0 и (r0×a)z cos 2T <
(r0 · a) sin 2T , а векторы r0 , a и v лежат в плоскости, ортогональной вектору h0 .
Тогда существует такое T1 , что для всех T 6 T1 управление f(t) = 0 является
ловушкой для задачи максимизации целевого функционала JA .

Несмотря на этот результат, проблема анализа ловушек для двухуровневых си-
стем не была решена до конца. Так, для системы (2) согласно теореме 1 ловушки
отсутствуют для всех T > T0 = π и согласно теореме 2 ловушки существуют для
всех T 6 T1, причем величина T1 не конкретизируется. Ниже мы доказываем, что
нижнюю границу на T для отсутствия ловушек можно уменьшить.

Теорема 3. При T > π/2 управление f = 0 не является ловушкой в задаче мак-
симизации целевого функционала JA для системы (2).
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Для того чтобы доказать, что управление f = 0 не ловушка, покажем, что если
f = 0 – критическая точка, то это либо глобальный экстремум, либо седловая точка.
В последнем случае достаточно убедиться, что гессиан в точке f = 0 не знакоопреде-
лен. В работе [6] доказано, что управление f = 0 может оказаться ловушкой, только
если векторы r0, a и v лежат в плоскости, ортогональной вектору h0. При этом усло-
вии на векторы r0, a и v в [5] получено выражение для гессиана в точке f = 0 через
векторы r = Tr(UT ρU†

Tσ) и rt = sin(2t− φ)ex + cos(2t− φ)ey, где φ = arctan(vy/vx):

(f, Hf) =

∫ T

0

∫ T

0

f(t1)f(t2)Hessf JA(t2, t1) dt1 dt2,

Hessf JA(t2, t1) =


−v2

4
(r · rt2)(a · rt1), t2 > t1,

−v2

4
(r · rt1)(a · rt2), t2 < t1.

(3)

Рассмотрим вспомогательную функцию

δε(t) =

{
0, |t| > ε/2,

1/ε , |t| 6 ε/2.
(4)

Тогда для всех f ∈ C[0, T ] и всех t ∈ (ε/2, T − ε/2), ε < T , имеем
∫ T

0

δε(τ − t)f(τ) dτ =

f(t) + O(ε). Пусть fλ(t) = δε(t − λ), ε/2 < λ < T − ε/2. Подставляя функцию fλ(t)
в выражение для гессиана (3), получим (fλ, Hfλ) = −(v2/4)(r · rλ)(a · rλ) + O(ε), где

(r · rλ)(a · rλ) =
|r| |a|

2

(
cos(φ1 − φ2)− cos(4λ− 2φ + φ1 + φ2)

)
. (5)

Здесь φ1 = arctan(ry/rx), φ2 = arctan(ay/ax). Если cos(φ1 − φ2) ̸= ±1, то из форму-
лы (5) вытекает, что функция (r · rλ)(a · rλ) принимает значения разных знаков на
отрезке [0, π/2]. В этом случае выбираем λ1 и λ2 так, чтобы (r · rλ1)(a · rλ1) < 0 и
(r · rλ2)(a · rλ2) > 0, и затем выбираем ε настолько малым, чтобы знак (fλ, Hfλ) опре-
делялся знаком (r · rλ)(a · rλ). Тогда (fλ1 , Hfλ1) > 0 и (fλ2 , Hfλ2) < 0, т. е. гессиан
в точке f = 0 не является знакоопределенной функцией. В этом случае управление
f = 0 является седловой точкой. Если же cos(φ1 − φ2) = ±1, то векторы r и a парал-
лельны. Тогда JA[0] = (1±|a| |r|)/2, что является глобальным экстремумом целевого
функционала.
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