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Введение 

Пусть {Рп(х), я = 0, 1, . . .} —последовательность полиномов от одной 
независимой переменной над полем R характеристики нуль. Она называ­
ется биномиальной [12, 15—18], если ее производящая функция 

р (х, о== 2 Рп (*) *п и м е е т вид 

Р{х, *)=ехр (*/(*)), (1) 
где f(t) — формальный ряд такой, что / (0) = 0, / ' (0) Ф0. 

Последовательности полиномов sn(x)9 un(x)9 я ^ О , называются по­
следовательностями Шеффера и Боаса — Бака соответственно, если их 
производящие функции имеют вид 

S(x,t)=g(t)exp(xf(t)), (2) 
U(x9t)=g(t)^(xf(t))9 (3) 

причем Y ( A : ) = £Хп/сп, где сп — произвольные элементы поля R, от-

личные от нуля. Многочисленные примеры последовательностей полино­
мов (1) — (3) имеются в [2, 8, 23, 9, 15]. Отметим лишь, что среди таких 
полиномов находятся все классические ортогональные полиномы, поли­
номы Бернулли, Эйлера и др. Изучением общих свойств последователь­
ностей полиномов, вытекающих из специального вида их производящих 
функций, занимается теневой анализ [12, 14—18, 28]. 

Производящие функции (1)—(3) удовлетворяют функциональным 
сравнениям 

P(x+y,t)=P(xft)P(yJ), (4) 
S(x+y,t)=S(x,t)P(y,t), (5) 

%U(x, t) = U(x,t)V(y, t), (6) 

где V(y, t)=W (yf(t))9 a 8X
V: R[[x]]-+R[[x, у] ] —линейный оператор из 

кольца формальных рядов от одной переменной в кольцо формальных 
рядов от двух переменных, задаваемый формулой 

ьу
ххп = 2 — ~ xkyn~k- (7) 

Так как уравнения (4), (5) являются частными случаями уравнения 
(6) (сп = п\), то мы далее будем обсуждать только уравнение (6). Обо­
значим множество его решений (или производящих функций вида (3)) 
для фиксированного ряда W (х) через М^. На множестве последователь­
ностей полиномов определена естественная операция {теневая компози-
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ция [12, 14—18]), которая паре последовательностей {рп(х)}, (Яп(х)} 
сопоставляет последовательность {гп(х)}у где 

Рп (х) = 2 Рплх\ гп (х) = 2 РплЯь (х). 
i I 

При этом множество последовательностей {рп(х)}, у которых 
degpn(x) =п, для любого п образуют группу относительно этой опера­
ции. Интерпретация этой операции в привычных терминах следующая. 
Сопоставим последовательности {рп(х}} линейный оператор Тр на про­
странстве полиномов от х такой, что Трхп = рп(х) (теневой оператор). 
Тогда теневой композиции последовательностей полиномов соответству­
ет обычная композиция их теневых операторов. Оказывается, что мно­
жество Мцг является группой относительно модифицированной теневой 
композиции, когда 

п 
Гп (X) = ^ CkPnrfk (X), W (X) = ^ Хп/Сп. 

Если отождествить производящую функцию вида (3) с парой рядов 
(git), fit)), то эта теневая композиция запишется в виде 

tei(0,M0)(&(0, М0) = Ы0*. (М0),ЫМ0)) . (8) 
причем мы предполагаем, что gi(0)--£0, /г(0)=0, /У(0)#0, / = 1 , 2. 

Отправным моментом настоящей работы являются следующие на­
блюдения: 

1) Mw является орбитой действия группы диффеоморфизмов (фор­
мальных) суперпрямой; 

2) ряд W (х) является собственной функцией однородной коалгебры. 
Более точно: 
1) Рассмотрим суперпрямую Rj- с кольцом функций 0(Rli) = 

= # [ U ] ] ® R A [ T ] (см. § 1) и группу четных диффеоморфизмов суперпря­
мой G(Ril). Четный диффеоморфизм 

М ( 0 , T-rg(0 
определяется парой рядов (g(t), fit)). Если подействовать этим диффео­
морфизмом на ряд x^Vixt), то получится ряд 

rg(t)Wixfit))^rUigi(),fit)), 

rjxeUigit),fit))(=Mw. 
2) Легко убедиться, что оператор б, задаваемый формулой (7), где 

с0=1, определяет на кольце i?[[x]] структуру кокоммутативной коас-
социативной коалгебры [26]. Генератор di этой коалгебры определяется 
формулой [3, 10]: 

Непосредственная проверка показывает, что 

d1W(x)=W(x), W(x)=^xVcn. 

Группа G(7?1-1) является подгруппой группы G (Ял1), где Л — какая-
то алгебра Грассмана. Настоящая работа посвящена исследованию си­
стем полиномов, связанных с представлениями группы G(RA1), где Л— 
внешняя алгебра от одной нечетной образующей. 
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В § 1 изложены необходимые нам факты о группе четных диффео­
морфизмов суперирямой G(R]\1). Описываются ее важнейшие подгруп­
пы, строится точное суперматричное представление этой группы. Полу­
чено полное описание однопараметрических подгрупп группы G(R1A1)> 
в частности и ее подгрупп G(Rii), G(Ri). В случае группы G(Ril) это 
дает решение проблемы Ж.-К. Роты (проблема 3 в [17]). В случае груп­
пы G(Rl) этот результат имеет приложение в алгебраической тополо­
гии, так как согласно работе [6] обертывающая алгебра UG(Rl) алгеб­
ры Ли группы G(Rl) изоморфна алгебре Ландвебера — Новикова. При 
каноническом вложении группы G(Ri) в UG(Ri) однопараметрические 
подгруппы переходят в семейство коммутирующих когомологических 
операций. 

Заметим, что уравнение однопараметрической подгруппы группы 
G(Ri) хорошо известно в теории функциональных уравнений (уравнение 
переноса): 

f(si+s2J)=f(slyf(s2J)). 
В § 2 исследуются невырожденные однородные коалгебры и их гене­

раторы. Вводится класс гипергеометрических коалгебр. Отметим, что 
каждая гипергеометрическая функция pFq является собственной функ­
цией гипергеометрической коалгебры. При этом коалгебры с собственной 
функцией 0Fq однозначно выделяются тем условием, что их генератор 
является дифференциальным операторОхМ конечного порядка. В общем 
случае генератор гипергеометрической коалгебры является интегродиф-
ференциальньш оператором. Важный класс гипергеометрических коал­
гебр дают многозначные формальные группы [3, 5, 19]. Собственная 
функция m-значной циклической формальной группы имеет вид 

tn 

¥ (х) = 0^-1 (—,.. . , ^—^, — ~ - х) = — у. ехр(е; уйгГх), 
i = i 

где Ei — полный набор корней степени m из единицы, i= 1, . . . , m. Иссле­
дованы также гипергеометрические коалгебры, отвечающие ограничен­
ному на кольцо инвариантов сдвигу Дельсарта, индуцированному стан­
дартным действием ортогональной группы на евклидовом пространстве. 
В качестве следствия получена формула 

sm-i 

В случае m = 2 эта формула следует из классической теоремы сложе­
ния для бесселевых функций. 

В § 3 показано, что теория последовательностей полиномов Боаса — 
Бака эквивалентна теории последовательностей четных полиномов 
{рп,е(х, £)}, п = 0, 1, 2, . . . , 8 = 0, 1, на обычной суперпрямой, удовлетво­
ряющих функциональному уравнению 

П 8 

k—o а—о 

где &Ух& xnle = 8x
yxn8i]le и б/ — коумножение, заданное формулой (7), а 

6 ^ = g - f у]. В этом параграфе решаются функциональные уравнения, ана­
логичные классическим уравнениям Коши, Пексидера, Абеля, Леви-Чи-
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виты, в которых оператор сдвига заменен оператором обобщенного сдви­
га, определяемым формулой (7). 

В заключение авторы приносят благодарность А. С. Шварцу и 
И. В. Воловичу за полезное обсуждение результатов работы. 

§ 1. Группа формальных диффеоморфизмов суперпрямой 

Мотивировку нижеследующих определений можно найти в [29, 21], 
хотя для наших целей знакомство с суперматематикой фактически не­
важно. 

Пусть R — поле характеристики нуль, Л—алгебра Грассмана над 
R от четной образующей 1 и нечетной образующей X, V = 0. 

О п р е д е л е н и е 1. Формальной прямой R1 с координатой t будем 
называть /?-алгебру формальных рядов #[[£]] . Формальной суперпря­
мой RY (аналогично R11) будем называть Л-алгебру С^А1) (^-алгеб­
ру 0{RiA)), элементами которой являются выражения (Ат+тА, = 0, Xt = frk, 

и0 (t) +kxui (t) +Xv0 (t) +rvi (t) (*) 

(соответственно выражения u0(t)-{-rgi(t)), где т2 = 0, u0(t), ui{t), vQ(t), 
Vi(t)^R[[t]]. Выражение (*) называется четным, если v0(t) =vi(t) =0, 
и нечетным, если u0(t) =ui(t) =0. 

Алгебра О (JRA1) является топологической и базу окрестностей нуля 
составляют мономы tnxe, п = 0, 1, .. ., 8 = 0, 1. 

О п р е д е л е н и е 2. Формальным отображением ф суперпрямой RA1 

в себя называется четный (сохраняющий четность) непрерывный Л-ли-
нейный эндоморфизм алгебры C(R1A1). Если ф является изоморфизмом, 
то мы будем говорить, что ф— формальный диффеоморфизм суперпря­
мой. 

Из определения 2 следует, что формальное отображение ф однознач­
но задается значениями 

<P(0=M0+A.TU0=W,T), 
Ф(т)=Л£в(0+т#1 ( ' )=£(' . * ) , (**) 

где f0(t), fi(t), g0(t), gi(t)^R[[t]], причем в силу непрерывности /„(0) = 
=---0. Аналогично формальное отображение прямой R1 задается рядом 
/(0./(0)=о. 

В дальнейшем, для сокращения записи, вместо формальная суперпря­
мая (|прямая), формальное отображение и т. д. будем писать суперпря­
мая (прямая), отображение и т. д. 

Понятно, что множество отображений и диффеоморфизмов суперпря­
мой ^л 1 образуют полугруппу СЛ(/?М, /?м) и группу GA(/?M) относи­
тельно композиции отображений. Полугруппы CXR11, Rli), C(R\ Rl) и 
группы G(Rii), G(Ri) определяются аналогично. Ясно, что имеют место 
вложения 

C(R\ Я1) С С (Я1'1, Rhl)ClCA(Ru\ R1'1) 
и и и 

G(&) С G(R^) с 0Л(Я1Д). 
При этом подполугруппа С (Z?1*1, Rli) (C(R\ R1)) выделяется условиями 
/ i ( 0 = £ o ( 0 = 0 (и> дополнительно, gi(t)=0). В дальнейшем формальное 
отображение (**) будем обозначать через <p=(f(t, т), g(t, т)). 
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ЛЕММА. Пусть xp=if(t, г), g(t, x)), y=(u(t, т), v(t, т)) суть два 
отображения суперпрямой RA1 в себя. Тогда композиция г|)(ф) = 
= (ti(f(t, т), g(f, т)), У( / ( / , т), g(t, т))) шиеет вид 

U(f(t,T),g(t,T))=U0(f0(t))+^(f^t)U0'(f0(t))+gl(t)Ul(f0(t))), 
v(f(t,T),g(t,x))=iX(v0(f0(t))+g0(t)vl(f0(t)))+rgl(t)vi(f0(t)), 

Uo(f0(t)) = ^-U0(t)\ 
at \t=ut) 

Доказательство проводится прямым 'подсчетом. • 
С л е д с т в и е 1. 1) Закон композиции в С (Rl>\ Rli) имеет вид г|> (ф) = 

= ( М Ы 0 ) , *gi(t)Mfo(t))), где <р=(М0, Tgt(O), Ф = ( М О , Wi(0) . 
2) Закон композиции в C(R\ i?1) имеет вид г|э'(ф) = , ( и 0 ( Ы 0 ) , 0), где 

Ф = ( Ы О > 0 ) , * = ( М О , 0 ) . П 
ЛЕММА 2. Отображение ф является диффеоморфизмом суперпрямой 

RA1 тогда и только тогда, когда f0(0) =0, /0'(0)9М), g4 (0)^=0. 
Доказательство легко получается из предыдущей леммы. 
О п р е д е л е н и е 2. Диффеоморфизм суперпрямой RA1, для которого 

/«/(0) =g"i(0) = 1, будем называть специальным. 
Множество специальных диффеоморфизмов суперпрямой Яд1 явля­

ется подгруппой SGA(Rli) группы GA(Rli). Группы SG(Rii)1 SG(Ri) 
определяются очевидным образом. 

З а м е ч а н и е 1. Из следствия 1 вытекает, что группа SG(Rii) изо­
морфна теневой группе из [14—18]. 

З а м е ч а н и е 2. На кольце формальных рядов /?[[/]] определено 
строение полугруппы относительно обычного умножения формальных 
рядов. Имеется действие Ф 'полугруппы C(R\ Rl) в i?[[^]], а именно 
Ф(/(0- g(t))=g(fV))> где f(t)eEC(R\ i?1), g(t)ezR[[t]l и g(f(t))-
обычная подстановка рядов. Действие ф определяет на множестве 
C(R\ R^XRllt]] строение полугруппы с умножением \х следующим 
образом: 

4(U(t)9 g(t)l [u(t)9 v(t)]) = (u(f(t)), g(t)v(f(t))). 
В силу следствия 1 полугруппа (C(R\ Rl)XR[[t]], ,u) изоморфна полу­
группе С (Я1-1, Я1-1). • 

Определим отображение F: CA(Rl>\ fl^-^MatOl, l, ГАШ(Д, oo)) 
полугруппы CA(Rl'\ 7?1'1) в полугруппу четных суперматриц размера 
(1, 1) X (1, 1) с элементами из полукольца бесконечных нижнетреуголь­
ных матриц ТMat(R, оо) следующим образом: 

^ ( / ( ' . *). g(t, т))= , ft, n=0 , 1 , . . . 
W M O ^ M O l * lgi(0/o(0*W 

Здесь скаляры [f0(0*Jn определяются разложением f0(t)k = 2 [/oW*W". 
l ! > 0 

ТЕОРЕМА 1. Отображение F является мономорфизмом полугрупп. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вычислим F(f(t, %), g(t, %))F(u(t, т), v(t, т)) : 

I/o(0*1» Я [/0 (0*g0(01/, \ / [«о(0тЬ А, [«0(0'и v0 (t)]k\ = 

Mft/,(<Mi(01» [ft(0/o(0*]» )[b[mu0(tr-iUl(t)h [vAt)u0(trhj 
j \u&r\k\h№n ЧК(0"Ч(ОЫ/о(0*Ь,+ [»i(OM')n,]*[go(0/o(')*b^ 
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Мы придерживаемся обычного соглашения о том, что если индекс 
встречается вверху и внизу, то по нему происходит суммирование. Из 
леммы 1 следует, что F(u(f(t, т), g(t, т)), v(f(t, т), g(t, т))) имеет такой 
же вид. Мономорфность отображения F очевидна. Теорема доказана. • 

С л е д с т в и е 2. 1) Ограничение отображения F на полугруппу 
С(/?1,1, R11) дает матричное представление этой полугруппы: 

F (/о (0, tgi (0) = (lfo {t)k]n ° ) , К п = 0, 1,. .. 
l M * l U ' \ о i8l(t)fo№n) 

Поэтому отображение F(f0(t), Tgi(t))=\[gi(t)f0(t)h]n, k, n=0, 1, . . . , 
дает хорошо известное из теневого анализа представление F: 
C(Rl\ Ril)-+T Mat (R, оо), которое очевидно является точным. 

2) Ограничение F на полугруппу C(R\ R1) дает каноническое точное 
матричное представление этой полугруппы: 

h(t)-+[fo(t)h]n. • 
Заметим, что все группы SG(Ri), SG(Ril), SGA(Rii) являются беско­

нечномерными группами Ли и через любую точку этих групп проходит 
какая-то однопараметрическая подгруппа. Это следует из того факта, 
что суперматричное представление отождествляет эти группы с некото­
рыми подгруппами группы суперматриц, от которых определена функ­
ция log, ввиду того, что эти суперматрицы имеют вид 

А КВ\ IE 0 
КС DI \0 Е 

где Л, D — нильпотентные матрицы, а В, С — нижнетреугольные матри­
цы. В оставшейся части параграфа мы о'пишем все однопараметрические 
подгруппы группы GA(Ril) и ее основных подгрупп. 

Пусть ф8 — однопараметрическая подгруппа группы GA(Rli)J т. е. 
9o = id, фв1+в2=хрв2(<рв1). Положим <р,(/) — /0(s, t) +Ki:fi(si / ) , фДт) = 
= hg0(s, t)-\-xg{(s, i). Тогда условие фз,+82 = фЯ2

!('ф81) эквивалентно функ­
циональным уравнениям 

I) /о(«1+5 2 , 0 = / о ( 5 ь fo(52, t)), 

И) / i (Si + S2, t) =s Д (sa, t) /o (Sl9 /0 (S2, /)) + ft (S2, 0 /x (S b / 0 (S2, /)), 
III) g 0 ( s i + 5 2 , 0 = 5 о («2, t)gi(Sufo(St, t))+g0(Si9f0(S29 t)), 

IV) £i(5 i + 52, 0 = g" i ( 5 2 , 0ffi( S b M 5 2 , *))• 

Направляющий вектор однопараметрической подгруппы q>s задается 
рядами 

vfo = a0(t) = d-!^\ =S«o,^S ^-0,(0 = ^ 1 = 2 «../". 

»&= *o(0 = 

as 
dgo (s» t) 

ds 

S=0 / > 1 

s=o &>i ^ 

Касательное пространство к группе GA(Rli) в единице этой группы 
можно отождествить с линейным пространством Уд1 всех рядов a0(t), 
ai(/), b0(t), b^t). Изучим сначала все однопараметрические подгруппы 
группы G(Rl). Обозначим через ^Г1 совокупность всех однопараметриче-
ских подгрупп группы G(i?1). Пусть V1 — касательное пространство в 
единице группы G(Rl). Отображение ехр - 1 :^ 1-^! / 1 является взаимно 
однозначным. Для построения обратного отображения exp: Vi-^S>i ис-
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пользуется стандартный прием теории групп Ли. Из уравнения I) сле­
дует тождество 

f(s1,f(s2,t))=f(s2,f(sl,t)), 

дифференцируя которое по s2 и полагая затем s2 = 0, si = s, получаем 
дифференциальное уравнение [27, 30]: 

d.U±JLh(t) = h(f(s,t)), (Ю) 
Ot 

где h(t)=vfQ. Отображение exp сопоставляет ряду / i(^)^!/1 решение 
уравнения (10) такое, что /(s, 0) =0. Для более явного описания однопа-
раметрических подгрупп (т. е. классификации решений функционального 
уравнения I) ) воспользуемся тем, что на <%^ и V1 определено канониче­
ское представление группы SG(Ri), индуцированное внутренним сопря­
жением. Имеем 

y:SG(Ri)X^i-S'i^(g(t),f(sJ))=g(f(sig(t)))4 

где g(t) —обратный ряд к g(t) в функциональном смысле, т. е. 
g(g(t))=t- Тогда 

(vf) (g (0) »(g if (s, g №))) = -£-8 if (s, g(t))) 
g'(t) 

или 
vy: SG(R1)xV1-^V1: vy(g(t), h(t))=^^ . 

gf (0 

ЛЕММА 3. Для любого ряда ^ ( ^ е У 1 определены g(t)^SG(Rl) и 

ряд h(t) = — S V1 такие, что h(t)= vy(g(t)9h(t)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем /i(/) = 2 hiti+1. Пусть hn — первый не-
нулевой коэффициент этого ряда. Тогда ряд h(t) можно однозначно 
представить в виде h(t) =hntn+i/ty(t), где \|э(/) = 1 -f- 2*M /+1- Рассмот-

рим теперь ряд g(t) = t + 2 J £ ^ 1 > 1 и заметим, что его можно однозначно 

записать в виде 

" и е х р ( - Я ( 0 ) , я = 0 , 

где # ( / ) = 1 + 2 #/'7 . л > 0; Я (0 = S #/*'. Т о гД а 

( я (0"1/л — - /Я (ty*™)'nH' (t), n > 0; 
£ ' ( ' ) = * 

[ехр(—Я(0)(1—/Я'(0), я = 0 . 
Рассмотрим ряд /*(/) вида atn+1/(l-{-$tn)9 где а=^=0, а, (Зе/?. Тогда 

для я > 0 
h (g (t)) = atMH (ty-in+D/пц i + $tnH yyiy 

Следовательно, 

h(g(t)) = atn+lH (t)-^1)ln __ 
8 (t) (1 +§tnH (/)-i) (н(1)~1/п --Ш (t)~{n+l)/nHf (t) 

atn+1 
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Для п = 0 h(g(t))=ctexp (—Я(t)) и, следовательно, 

hte(t))= ct 
g'if) \-tH'(t)f 

где с=.а/(1 + р). Из равенства h(t)=h(g(t))/g'(t) для /г>0 получаем 
формулу 

-f «о-— 
ft„ a 

а для п = 0 формулу 

Я (0 — - /Я' (0 + р (f* — ! *»«#' (О Я"1 (/) ] 

_ 1 ^ ( / ) = 1(1_Ш'(0), 
Ао с 

которые позволяют по ряду h(t) определить ряд g(t). Для п > 0 поло­
жим а = Л„. Далее, 

я(о-!/я'(*н 1 + 2 ( i -^W. 
Следовательно, Hl=^l/(l—l/n) для / < д ; р = г|)п и 

1 Я , = п \ п J l — 1/l 

для / ^ / г + 1 - Заметим, что коэффициент Нп может быть произвольным. 
Для п = 0 положим c = h0j следовательно, Я / = \|)/. Лемма дока­
зана. П 

С л е д с т в и е 3. Любая однопараметрическая подгруппа f(s, t) груп­
пы G(Ri) сопряжена некоторой подгруппе f(s, /; a, [J, /г), a=^0, a, ftei?, 
я ^ О , с направляющим вектором h(t\ a, |3, n)=«/n + 1 /( l+ftfn) . • 

Таким образом, для описания однопараметрических подгрупп группы 
G(RX) осталось описать однопараметрические подгруппы, удовлетво­
ряющие уравнению 

dt t ' v ; 

т, е. f(s, t) = exp(s)/, либо уравнениям (для /г>0) 

Имеем 
(/(s, / )— 4 +p/ ( s , t)-l)d'f{s, t)= (f—'+ip/-')d/, 

поэтому 

P log ( ^ ) - с (s) = 1 ( Г - / ( s , /Г) . 

Так как /(s, /) = / + 2 / Ф ) *''+\ T 0 l°g(/( s , 0 / 0 является рядом по s, t. 

Следовательно, существует ряд 0(s, t) такой, что 
t-*—f-*(s,t)=Q(s,t). (12) 

Тогда 
f(s, t) = (t-«—e(s, t))-i/n=t(l—B(s, t)tn)-i,n (13) 

_!iog(i_e(s,/)/nj-c(s) = -e(s, о- (И) 
/г /г 
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Из условия /(0, t)=t следует условие 6 ( 0 , 0 = 0 . Применим к уравнению 

(12) оператор — (-)|*=о, 
OS 

//1 /==о = 1 , получаем условие 

(12) оператор — (-)|*=о, учитывая (11) и то, что f(s, 0) =0, /(5, / ) / 

-£-0(5,0 |^о = ад. (15) 

Применим к уравнению (14) оператор —(-)1*=о» учитывая (15), иолу-
ds 

чим уравнение c'(s)=—а. Положим в уравнении (14) s = 0, так как 
8(0, t) =0, то с(0) =0 и потому c(s) =—as. Следовательно, 

s = -^(0(s , t) + p i o g ( l - 0 ( s , t)t»))9 an 

т. e. —0(s , /) как ряд по s с коэффициентами (рядами от t) является 
о 

функционально обратным (по 5) к ряду s - j — ^ - log (1 — anstn). Таким об-
ап 

разом, мы видим, что справедлива следующая 
ТЕОРЕМА 2. Любая однопараметрическая подгруппа группы G(Rl) 

сопряжена est, либо некоторой подгруппе вида 
_ i_ 

f(stt\at$,n) = t(l—an<!>(s9t)tn) \ 
где <D(s, t) —ряд, функционально обратный {по s) к ряду 

s + — log(l —anstn). G 
an 

Вернемся к описанию однопараметрических подгрупп группы GA(Rli). 
Решение уравнения I) определяется однозначно рядом a0(t) (теорема 2). 
Фиксируем это решение. Дифференцируя IV) по st при Si = 0, s2 = sy по­
лучаем 

X-f t ( s ,0==f t (s ,0*i ( /o(s .0) . 
OS 

Так как gt (0, t) = 1, то 

gi(s, 0 = expKfc1(/0(s, t))ds\ . 

С л е д с т в и е 4. Положим 

gi(s, t,m) = expUf0(s, t)mds\. 

Тогда для ряда Ьх (t) = 2 bltitl имеем 

l>l 

Согласно теореме 2, группу f0(s, t) можно привести сопряжением к 
группе /0(s, t] a, p, п) (с направляющим вектором a0(t, a, [1, n)=atn+l/ 
/(1 + |Мп). Таким образом, для полного описания решений уравнения IV) 
осталось вычислить ряды gi(s, /; m, a, p, п) для этих групп. Имеем 
(л>0) 

Г ds = Jl-dsf - ^-as/ = Ш й 1 д Л 
' (д//&) S/ а(/) af+1 
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где мы положили / = / 0 ( s , t\ a, [J, n), a(t)=a0(t, а, р, я). Следовательно, 
если тфп, то 

S 

Г /mds = - f-i— f'-" -ь £• /m !— r~" — •£- / m ) . 
J a \m — n m m — n m J 
о 

Для т>п получаем ответ: 

gl(s, t; m, a, p, n) = e x p ( — ! — ( / » - * _ / " - " ) + ±(T - tm)) . 
\a (m — n) am J 

Для m</2, используя формулу (13), покажем, что fm~n—tm~n является 
рядом от /, s: 

т.п _ г-п = = ( i - e ( s > o / Y , , " m ) / m - i 
tn-m 

откуда и следует наше утверждение. Пусть теперь т = п. Тогда 

ffds = llogf + i - ( f - 0 , 
J a t an 
о 

и поэтому 

e,(M» = (i)"«exp(A«f-0). 
Для /г = 0 имеем 

gi (s, *; /) = ехр [^ exp (cZs)j . 

ТЕОРЕМА 3. Любое решение уравнения IV) сопряжением по пере­
менной t сводится к произведению рядов 

gi (s, t\ I) — exp Ц - exp (c/s)j ; 

либо к произведению рядов 

ft (s, *; m, a, p, n) = exp ( — i — - ( Г - tm~n) + - ^ ( Г - O ) , « Ф n; 
\a (m — n) am J 

ft (s, /; n, a, p, /i) = ( | j 1 / a exp (± ( f - /")) ; / = / (s, /; a, p, n). П 

С л е д с т в и е 5. £&/ш ЬД^) =ca0(t)/t, то для любой группы fQ(s, t) 
имеет место формула ft (s, t) = (f0 (s, t)jt)c. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

*1 (/о (S> 0 ) = ^ 0 (/о (5, *))//o (S, 0 = 

поэтому 
s 

Jft1(/ i(s,0)ds = clog(/o(s,0/0- • 
0 

Рассмотрим теперь уравнение III). Положим ; 

7 i ( M ) = M M M ) ) , * = <>, 1. 

Дифференцируя III) (no sl и полагая Si = 0, s2 = s, 'получаем 

- ^ ^ • = f t ( s , 0 7 i ( s , 0 + Vo(s,0. 
as 
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Заметив, что ft(s, t) = ^y1(st t)ds является интегрирующим множите-
о 

лем этого уравнения, приходим к решению 
s 

go(s, t)=\gi{s, t) 5(То(5, t)/gi{s, t))ds. 
О 

Положим теперь at(s, t)=gi(sy Oai(M5> 0 ) , ct0(s, t)=^o/(h(s, t)). Диф­
ференцируя II) no st и полагая 51 = 0, s2 = s, получаем 

Так как 

d/i(s,0 =a0(s,t)f1(s,t) + *1(s, t). 
OS 

a'o(fo(s,t)) = -^log(a0(fo(s,t))), 

то интегрирующий множитель равен jx(s, t) =a0(f0(s, t))/a0(t) и реше­
ние имеет вид 

s 

h (S, t) = Г ft (И, /) flx (/o («, О) ^ i ' ' ^ <*"-
J «o (/o ("» 0) 
0 

Таким образом, доказана 
ТЕОРЕМА 4. Пусть (a0(t), a t(0» МО» МО)—направляющий век­

тор однопараметрической подгруппы 

(fo (5, 0 +Ят/4 (5," t) , Я£о (5, 0 +Tft (5, 0 ) . 
Тогда 

ft (s, t) = ехр К ftj (/0 (a, 0) <fa, ft (s, 0 = ft (s, 0 j (60 (fo (u> 0/ft (", 0) <*и. 

s 

/i (s, 0 = 5 (ft (", 0 fli (/o ("> 0) «o (/o («. t))K (/o (". 0)) d". G 
О 

П р и м е р 1. Направляющему вектору (a0(0» a0(t)/t, aQ(t), a0(t)/t) 
отвечает однопараметрическая подгруппа 

„ ( 0 = ̂ iL f < + ^4.iogfA^i)))f 
as 

9 S (T ) = ^ I A ( X S / + T). 

П р и м е р 2. Направляющему вектору (0, a^t), b0(t), М О ) отвечает 
однопараметрическая подгруппа, у которой 

/о в 0 = *, /i (s, 0 = fli (0 (ехр (S&! (/)) - 1 )/Ьг (О, 
ft (s, 0 = &0 (0 (ехр (sfti (/)) - 1 )/Ьг (0, ft (0 = ехр ( ^ (0). П 

Рассмотрим общее решение уравнения 

III) ' g0(si+s2y 0 = M S 2 , Oft(5i> 0 + Ы 5 ь /) , т. е. III) —его уравне­
ния при a0(t)=0 без 'предположения, что ft (s, /) удовлетворяет уравне­
нию IV). Аналогично предыдущему можно доказать, что имеет место 

ЛЕММА 4. Общее решение уравнения III) / имеет вид 

g0(s, 0 = M 0 ( e x p ( s M * ) ) - 0 / M 0 , &(*, 0 = exp(sfe1(/)). Q 
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§ 2. Однородные коалгебры 

В этом параграфе мы рассмотрим некоторый класс коалгебр на су-
перцрямой £>\г. Пусть (О^1^1), б) является коалгеброй, где 

&:0(R1A1)-+O(R1A1)®O{R1A1) 
А 

— четное Л-линейное отображение (определение коалгебры на супер­
пространствах см. в [1]). Будем всегда считать, что аугментация 
£ * О (^л1) -> Л является двусторонней коединицей коалгебры (0(R]{l)y б). 

О п р е д е л е н и е 3. Коалгебру (р(RA
a)9 б) будем называть однород­

ной, если коумножение сохраняет градуировки, а градуировка вводится 
формулой degx = 2, deg£=l , degA, = — 1, (leg 1=0. 

Аналогично определяется понятие однородной коалгебры на прямой 
R\ суперпрямой Rli и на Л-алгебре Л[£], где | — нечетная переменная, 
£2 = 0. Ясно, что на последней алгебре коумножение любой однородной 
коалгебры имеет вид 

Пусть х, £ — соответственно четная и нечетная образующие Л-алгеб-
ры О (R^1). В этой работе мы ограничимся следующим простым клас­
сом однородных коалгебр на суперпрямой R^\ для которого 

8хп1е=Ъ,хп^821\ 
где б4 — однородное коумножение на прямой, а б2— однородное коум­
ножение на Л[£] вида (16). Таким образом, нам нужно выяснить строе­
ние однородных коалгебр на прямой. Мы выясним строение однородных 
коммутативных коалгебр на прямой, удовлетворяющих условию невы­
рожденности (см. ниже). 

Итак, пусть на кольце i?[[x]] задана структура коммутативной ко­
алгебры с коумножением 

б?: Rllx]]-+Rl[x]]®RR[[x]]^Rl[x, у]], 

причем 0 — двусторонняя коединица коалгебры, т. е. 8x
yf(x) \y=0 = f (x), 

6/f(x) \x==0 = f(y). ЯснЪ, что коалгебра (/?[ [х] J, б) однородна, если коум­
ножение переводит мономы хп в однородные полиномы от х, у степени п. 

Рассмотрим первый инвариантный оператор di {генератор) на этой 
коалгебре [3, 19]. По определению d1f(x)==(—(8xf(x)))\ . Из одно-

\дУ J \у=о 
родности коалгебры следует, что 

dixn = [inxn-\ n > l , \in<=R. (17) 

Заметим, что \ii= 1. 
О п р е д е л е н и е 4. Однородная .коалгебра •(/?[[*]], б) называется 

невырожденной, если в соответствующей ей последовательности ji = 
= (1, \х2, . . . , |in, •. •) все \ii отличны от нуля. Такие последовательности 
[х также будем называть невырожденными. 

ТЕОРЕМА 5. 1) (Ср. [14, 15, 16,28].) Пусть б / — невырожденнаяод-
k 

нородная коалгебра на прямой. Положим си = ЛГ Мч, с0 = 1. Тогда для 
i—l 

любого п 
п с 

8у
ххп = J '— xkyn'k' ( ! 8 ) 

k==0
 ckCn-k 
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Обратно, если jx = (1, |х2, . . . , м-n, • • •) —произвольная невырожденная 
последовательность, то формула (18) задает на прямой структуру ком­
мутативной, однородной невырожденной коалгебры. 

2) (Ср. [25].) Канонические инвариантные операторы dk, k^\ [3], 
коалгебры (R[[x]], б) равны dA

klck, в частности, dt— генератор этой ко­
алгебры. 

3) (Ср. [3, 19].) Задачи 

<%и [х, у) = d\u (*, y\ I dxb (x) = v(b (x), x\ 
u(x,0) = <p(x), [b(0) = b0 

в кольцах формальных рядов имеют единственные решения, причем 
и(х, у ) = 6 / ф 0 0 . 

4) Единственное решение задачи dib(x) =b(x), 6(0) = 1 , в кольце 
R[[x]] имеет вид Ь(х)= 2 хп/сП9 т. е. Ь(х) —собственная функция ге-

нератора d^ с собственным значением, равным единице. 
5) Задача 

dx
lR(xft) = f(t)R(xy t), 

/?((U) = P(0 

в кольце R((t))[[x]] имеет единственное решение /?(х, t) = p(t)b(xf(t)), 
где R((t)) означает кольцо формальных рядов Лорана, p(t), f(t)^ 
e/? ((/)). 

6) (См. [14, 15, 26, 25, 28].) 6x
y=b(yd*). 

7) 6x
yb(xf(t))=b(xf(t))b(yf(t)) для любого ряда Лорана f(t)<= 

€=Я((0)-
8) (Ср. [14, 15].) g(dnb(xf(t))=g(f(t))b(xf(t)), g(t)eER[[t]]. 
9) Пусть 

P(x,t)= 2pn(x)tn = b(xf(t)), 

R{x,t) = 2>rn{x)tn = g(t)b(xf(t)), 

где g(t), f(t)€ER[[t]] и g(0)¥=0, ДО) =0, Г(0)Ф0. Тогда определены 
ряды g{t),f\t) такие, что g(t)g(t) = l, f(f(t))=t и 

В частности, имеет место формула разложения [ 14, 15, 26, 28] 

р(х) = 2 гп(х) (gifid!))J (dlf)р{у) \в=0 

для любого полинома р (х). Кроме того, имеют место формулы 

Ltrn (х)=рп (х), L2pn (х) = гп (х), L3rn (x) = гп_, (х), 

где Li=~g(f(di)), L2=g(f(di))1 L3=f(di). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В [3] доказана формула 

dkdx = 2 (dixn, xk) dk. 
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Используя формулу (17), получим dkdi = pJh+idk+i, откуда dk = di
h/ck. По­

этому 
п п jk 

ьу
ххп=2 ykdkXn — 2 ук ~ хП ̂  

Сразу проверяется, что формула (18) задает на прямой структуру одно­
родной коммутативной коалгебры, где число 0 является двусторонней 

коединицей. Из той же формулы следует, что dkXn => xn~k
y отку-

ckcn-k 
да вытекает п. 2) теоремы; п. 3) легко следует из условия однородности 
и невырожденности генератора; >п. 4) следует из формулы dixnjcn = xn~il 
/cn-i. Докажем п. 5). Будем искать решение в виде 

R (*, 0 « 2 '»(0 *". г» (0 е R ((0), ^ (о = Р (/). 
/г>о 

Тогда 

dZR{x, 0 = ЗилМ/)*"" 1 , 

II 
f(t)R(x,t)^f(t)21rk(t)xk. 

Приравнивая коэффициенты при хп~\ получим 

[ i » M 0 = f ( 0 r » - i ( 0 . п>1-
Отсюда rn(t)=p(t)f(t)n/cn. Поэтому 

#(*. о = 2 rn{t)x»=* 2 p (о / (0я ̂ /сп-«р (06(^/(0). 
Я>0 П>0 

Ясно, что это действительно решение задачи п. 5). Для любой коалгеб­
ры $х = 2 ykdk- Из этой формулы и из п. 2) получаем доказатель­

но 
ство п. 6): 

ŝ  = 2 учх
к = 2 А*/с* = *(К). 

Имеем 

8?b(x/(0) = S2 2 * W 7 c « 

= 2 2 ilVL-^f^ =b(xf(t))b(yf(t)), 
^Z и Ck Cn-k 

что доказывает п. 7). Пункт 8) следует из формулы dt
nb(xf(t)) = 

—f(t)nb(xf(t)). Доказательство п. 9) следует из тождеств 

Ь(xt) = g (f(t))R(x, /(/)), 8*|,=0 = id,. 
Теорема полностью доказана. • 

Оператор dt как R — линейный оператор из /?[[*]] в # [ [*] ] в самом 
общем случае можно записать в виде 
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коэффициенты ak связаны с последовательностью \х системой линейных 
уравнений с нижнетреугольной матрицей: 

п 
2 Як(п+1— k)k-! = \1п1Щ Л ^ 1, 
k=i 

где (т)h = T(m+k)/Г(т) = m ( m + l ) . . .(m + k—\) —растущий факто­
риал. 

П р и м е р 1. q-теневой анализ 115] задается последовательностью 
jL«n= (1—qn)l(\—д)9 цтф\. Легко проверить, что 

П р и м е р 2. Положим 
* > i kl 

(^)*-1
 n * 

d 2^^—D 

\l(n— M . , i«-i 

Тогда 

d1xn = n(l+X(n—l)+ . . . + l T t _ 1 ) + . . . + Г ' М = я(1 + Я)"-1х"-\ 

т. e. fin = ft(l+A)n-\ сп = /г!(1+Я)п(гг-1)/2. По формуле (18) коумножение 
имеет вид 

Пусть 2D = xD, D=—. Тогда [7, с. 185] гипергеометрический ряд 
dx 

u = pFq{ ь •••' ру х\ удовлетворяет дифференциальному уравнению 
\Pi . • • •, Р?; / 

Z?(2)+-Pi— 1). • .(2>+pg—I)w= (2>+а4). . .(2)+ар)и, 
где (а ь . . . , ар; |3Ь . . ., fiq) такие числа, что апФ—п, 1 ^ / ^ р , р ^ — п у 
1</<<7, м = 0, 1, 2, . . . Имеем D(3>+^— 1) = •(S> + pi)C Положим 

Тогда ряд и удовлетворяет уравнению 

.р4 . . . ^qP{SD)Du = al . ..apQ(2>)u. 

Имеем (1 -| ) xn = f 1 + —) xn- Следовательно, 

и поэтому существует оператор Qi = 2 ЬхЮ1 такой, что QiQ = QQl=: 

l > 0 

— 1—тождественный оператор. Оператор Qi однозначно определяется 
условием 

*'-(•+tr-(l+t)v 
Следовательно, определен оператор di = QiP(^))D такой, что 

Pi • •. Pfd?M = a1 ... ари. (19) 
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Заменим х на —%-^—~х. Из (19) следует, что d^u = u, т. е. гипергеомет-
Pi • • • §q 

рический ряд 
F /«!• . . . . <V. P L - Л x 

является 'собственной функцией генератора невырожденной однородной 
коалгебры, для которой 

с ( P i ) . • • • ( Р д ) п / « 1 - - « р \ , 1
д ! 

(«1)я...(аЛ U i - ' - P j 
С л е д с т в и е 6. Гипергеометрический ряд является собственной 

функцией невырожденной однородной коалгебры (т. е. собственной 
функцией генератора с собственным значением единица) тогда и только 
тогда, когда существуют полиномы P(t), Q(t) такие, что эти полиномы 
не имеют целых неотрицательных корней и для любого п 

dlXn = nP{n~~l) xn~K (20) 
Q ( n - l ) v ' 

П р и м е р . Собственная функция оператора di= (\-\-axD)D, a^O, с 
>ственны 

также [8]: 
собственным значением единица имеет вид b(x) = (SF1 (—; —) . Имеем 

\ а а ' 

где Jfi(x) —функция Бесселя первого рода. П 
О п р е д е л е н и е 5. Однородная ,коалгебра на прямой называется 

гипергеометрической, если существует рациональная функция P(t)/ 
lQ(t) такая, что dxxn = п ^п~~ хп~1. 
' ^ w г Q ( n - l ) 

П р и м е р 1. Рассмотрим производящую функцию для полиномов Ге-
генбауэра [8, гл. 10]: 

р(х, t) = Z Cn (х) tn = (\-2xt + t*)~\ 

Тогда 

р(х, о = (1 + t*yK{1 - - ^ - Г = g{t)b(xf (0), 
1 + 1 

где g(t) = (\+t2)-\b(x) =i(l— xl%)~\ f(t) = 2 ^ / ( l + f ) . Имеем 

Следовательно, \xn = 'knl(X-{-n— 1) и генератор коалгебры удовлетворяет 

условию ( — xD-\- 1J dx = D . Так как 

d lP(*, 0 = - ^ - P ( x , 0 = f2X,S ( ~ 1 ) V * + 1 W *)> 
1-Й2 N ' ' V ~ n N ' / 

TO 

[(n-D/2] 
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поэтому 
[<Л-1)/2] 

DCk
n (x) = (2xD + 2X) ^ ( - 1Г CJU-*n (*). 

Из условия 1—xD + 1) dx = Z) легко вычислить генератор d^\ 

dx = ?,(-\tx^-xk-Vk. (21) 
£>0 Wife 

Ясно, что 

Так как для полиномов Лежандра Рп(х) и Чебышева Un(x) имеем 
Рп(х)=Сп

ъ(х), Un(x)=Cn
i(x), то для этих случаев формулы (21), (22) 

примут вид 
\2 

4, С d1 = V(— if-1 х" * D\ 8у
ххп = У1 -^— xky»~\ К = - 1 , 

1 £/ v ' (26-1)!! * ^ (2п\ * ' 2 ' 
Ы 

Заметим, что в последнем случае оператор di можно записать в виде 
1/х, нужно лишь помнить, что rf± (1) =0, т. е. dY — регуляризация опера­
тора деления на х: dxp(х) = р } ~~р . Подробный разбор этого при-

X 

мера имеется в [14], там же рассмотрены полиномы Якоби. 
П р и м е р 2. Циклические т-значные формальные группы [3, 5, 19, 

25], для которых 
т-1 

т *-> 

бу
ххп = 2 (ШП\ xky"~\ сп = (тп)М{т\)\ 

b(x) = -i V ехр(еп/Шх) = 0Fm.1 (—, . . . , JILzl ;
 ( m ~ 3 ) !

 x) , m f^Q \m m mm-i J 

где e0= 1, 8i, . . . , 8m-i — полный набор корней степени т из единицы. 
В частности, при т=1 получаем формальную группу (*+#), сп = п\, 
Ь(х) = ехр(х), а при т = 2 — двузначную циклическую формальную груп­
пу [3], для которой сп=(2п)\/2п, Ь(х)=сЪ(У2х) =0Р{(1/2; х/2). Явный 
вид генератора циклической m-значной формальной группы указан 
в [19]. • 

П р и м е р 3. Действие группы ©ращений 0(т) на Rm индуцирует 
сдвиг Дельсарта [10]: 

П Ж ) = J ffa + AvJdA, (23) 
O(m) 

где dA — нормированная мера Хаара на группе 0{т). Подкольцом ин­
вариантов этого действия Ф в кольце функций на Rm являются функции 
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вида f(x), x=\w\2 = w1
2-\-. . .-\-wm

2, где w{ — координаты в Rm. Ограни­
чение сдвига Дельсарта на подкольцо 3) превращает последнее в ком­
мутативную коалгебру. Если в качестве кольца функций на Rm взять 
кольцо формальных рядов, то SD изоморфно кольцу формальных рядов 
i?[[*]] и ограничение сдвига Дельсарта на это подкольцо превращает 
последнее в однородную коммутативную коалгебру. Положим Х = | У 1 | 2 , 
у= \v2\2. Имеем 

0(т) 

Пусть е1= (1, 0, . . . , 0). Ввиду инвариантности меры Хаара, (24) можно 
записать в виде 

б ^ = J }fxei + Yya\2nda= J (x + y + 2xy(elt a)f da = 
5 m - i sm-i 

= S 2ft ( ? ) (x + уГк (xy)kli J (еъ a)kda, 
k=o W sm-i 

где da —индуцированная мера на сфере Sm~l. Заметим, что если k не­
четное, то (еи a}k — нечетная функция на сфере, и поэтому 

j (elt a)k da = Q. Для k = 2l имеет место хорошо известная форму-
sm-i 

ла [20]-. 

J (euay1 da~C-
T(l + m/2) 

s m - i 

где константа С находится из условия 

J Г (т/2) 
s m - i 

Таким образом, 

J X ' ГР/2)Г(/ + т/2) 
5 т - 1 

Итак, для /:^1 
1 - 3 . . . (2/ — 1) аа/ = (<?ъ я)2/ da = 

m(m + 2) ... (m+2/—2) 

и a 0= 1, a a2= \\m. Следовательно, 
[n/2] In \ / 

Имеем 

*— ("+ Ш'"-"^ + *г1)*"-(' +|*>)Дл 

В частности, при m = l получаем двузначную циклическую формальную 
группу с генератором di = D-\-2xD2. 

С л е д с т в и е 7. Имеет место формула 

М7!1(*+2^<'»">Ч)*-л(7!т)А(у?)-
5 m - i 
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Доказательство получается из предыдущих утверждений с использо­
ванием теоремы 5 и следствия 6. • 

т д2 

Рассмотрим в Rm оператор Лапласа Д = V . Ограничение Д на 
радиальные функции / ( | w |) имеет вид 

Af(\w\)=(DU + j^-D^f{\w\). 

Следовательно, Axn=A\w\2n = 2n(2n+m—2)хп~1. Получаем, что 

Axn = 2mdlxn=(2m+4xD)D. 

Определим операторы я., я* по формуле 

<я.А, хГ1У = <Д, пхпУ = Д | w |2п. 

Тогда имеет место формула n.A = 2mdu т. е. 'преобразование я: х п ^ | ш | 2 п 

сплетает операторы — dx и оператор Лапласа Д в Rm. В общем случае т 
дифференциальный оператор в Rn\ инвариантный относительно враще­
ний, определяет инвариантный оператор на соответствующей коалгебре 
и преобразование я сплетает эти операторы. • 

В дальнейшем нам потребуется новое понятие. Пусть (#[ [*] ] , 6) — 
коалгебра и пусть g(x) —формальный ряд такой, что g"(0) =0, g'(0) = 1. 
Зададим /?-линейное мультипликативное отображение 

g:R[[x]]-+R[[x]] 

формулой g(f(x)) =f(g(x)), например g(xn) =g(x)n. В силу условий 
g(0)=0, g'(0) = l отображение g является изоморфизмом и потому оп­
ределено обратное отображение (g)~l. Определим отображение dg: 
R[[x]]-*R[[xy у]] из условия коммутативности диаграммы 

R[[x]]^R[[xty]] 
^g \g®g 

R[lx]]^R[lx,y]] 

т. е. 6g= (g®g)8(g)~l. Тогда отображение 6g задает на кольце /?[[*]] 
структуру коалгебры. 

О п р е д е л е н и е 6. Будем говорить, что .коалгебра (/?[[*]], 8g) по­
лучена из коалгебры (/?[[*]], б) заменой переменных при помощи 
ряда g(x). 

О п р е д е л е н и е 7. Коалгебра '(/?[[*]], 6) называется почти одно­
родной, если она заменой переменных сводится к однородной. Ряд g(x) 
будем называть логарифмом почти однородной коалгебры. 

Важный класс почти однородных коалгебр образуют многозначные 
формальные групы [3, 19]. Например, коумножение б, задаваемое одно­
мерной формальной группой \i(x, у), т. е. 6x

vf(x) =/(jn(x, у)), над коль­
цами без кручений является почти однородным, так как заменой пере­
менных сводится к обычному сдвигу (х-\-у). Аналогичное утверждение 
справедливо для одномерных двузначных и трехзначных коммутатив­
ных формальных групп, только имеется по паре различных однородных 
двузначных и трехзначных формальных групп [3, 19]. 
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§ 3. Функциональные уравнения, связанные с однородными 
коалгебрами 

Пусть б — оператор сдвига на прямой, т. е. $x
yf(x) = f(x-\-y). После­

довательности полиномов рп(х), sn(x), я ^ О , над R называются [12, 
14—18] 

a) последовательностью биномиального типа, если для любого п^О 
п 

Ьхрп (х) = 2 р{ М Рп~1 (У)> 

b) последовательностью Шеффера, если для любого п^О 
п 

SxSn (X) = ^ Si (X) pn-i (*/), 
i=o 

где Pi(x) —данная последовательность биномиального типа. 
З а м е ч а н и е 1. Мы не требуем выполнения условий degpn(х) = 

= degsn(x) =n, как в [12, 14—18]. 
З а м е ч а н и е 2. Пусть dn — последовательность элементов из R, 

причем <1п=Ф0. Тогда полиномы ип(х) =dnpn(x), vn(x) = dnsn(x) удовлет­
воряют соотношениям 

Ьу
хип (х) = V — ^ - щ (х) un-i (у), by

xvn (х) = J - £ - Vi (x) un-i (у). (24) 
»=n ~i~n-i 

Обычно полагают dn = n\ [12, 14—18]. 
Нас будут интересовать последовательности полиномов, для которых 

С) ЬУхГп (X) = ^ (rk (X) pn-k {У) + Гк (У) pn-k (X)), 
k=0 
т п 

d) 6^7„(х)=2 ^ 4u,k{x)q2,i,n-k{y\ 
i=i k=o 

где рп(х), Qj,i,n(x) —какие-то последовательности полиномов. 
В дальнейшем в уравнениях а) —d) через б/ будем обозначать не­

которое невырожденное однородное коумножение на 'прямой, причем по­
следовательность sn(x) будем называть последовательностью Боаса — 
Бака [2, 23, 14]. Для произвольной последовательности полиномов 
hn{x) рассмотрим производящую функцию Н(х, t)= ^}hn(x)tn. Тогда 

уравнения а) —d) можно переписать в компактном виде: 

%P(x,t) = P(x,t)P(y9t), (25) 
S£S(x,t) = P(x,t)S(y9t)t (26) 

fig/? (x, t) = R (x, t) P (у, t) + R (у, t) P (x, /), (27) 
m 

%Q (x, t) = ^ Qw (*. t) Q,.( (y, t). (28) 
1 = 1 

Если б/ — обычный сдвиг на прямой (8х
ур(х) =р(х-{-у)), то уравне­

ния (25) — (28) аналогичны классическим функциональным ура/внениям 
Коши, Пексидера, Абеля, Леви-Чивиты и Штокля [24]. Ясно, что урав-
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нения (25) — (27) являются частными случаями уравнения (28). Мы по­
лучим общее решение уравнения 

т 

&x%(x)=%Vi(x)Qc(y), (29) 
1 = 1 

где 6 /— коумножение невырожденной однородной коалгебры, ф*(х), 
Qj(x)^K[ [х] ], а К — поле характеристики нуль. Найти решение урав­
нения (29) для данных б, т означает найти набор рядов <р*(х), 6j(jt), 
/ = 0, . . . , /п, / = 1 , . . . , т (т. е. все фг(х), Qj(x) являются неизвестными). 
Если в качестве К взять поле формальных рядов Лорана R((t)), а ф0(#) 
искать в кольце R[[x, / ] ] , то мы получим общее решение функциональ­
ного уравнения (28). Из уравнения (29) и теоремы 5 имеем 

k m 

2(dW*)) —=2<M*)e((*/). 
Откуда 

т 

t = i 

где aith = ckQi{k)(0)/k\. Рассмотрим в кольце /Щд;]] линейное пространст­
во V над Ку порожденное рядами q>i(x), . . . , <рт(х). Из (30) получаем, 
что dl

k<p0(x)^V для всех k^O и так как d im K y^m, то набор рядов 
Фо(*), ^1фо(^), ••-, ^1тфо(^) линейно зависим, т. е. ряд фо(х), удовлетво­
ряющий функциональному уравнению (29), должен быть решением 
уравнения 

т 

2?Ч4Ф0(*) = О, и<=К. (31) 
1 = 0 

Пусть \хи . . . , \ik — различные корни характеристического уравнения 
т k 

2 ^ ' = Л ( и - ^ = о 
в некотором расширении толя К, а ги . . . , rk — кратности этих корней. 
Тогда уравнение (31) примет вид 

| f [L ( | i ( ) j (p 1 (* ) = 0I (32) 

где L(|Xi) =di—\ki. 
ЛЕММА 6. Общее решение уравнения (31) имеет вид 

Ф,(*) = 2*М#)*О***). 3) = х£> 
i = l 

где Рг(х) —полином степени г{—1 с неопределенными коэффициентами. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть w{(x) —решение уравнения 

LM r 4(*) = 0, (33) 
k 

тогда ясно, что %{x) = ^wc(x) является решением (32) ввиду того, 
t = i 

что операторы Ь(\х{), i=l, . . . , k, коммутируют. Нам понадобится 
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ЛЕММА 7. Общее решение уравнения (33) имеет вид 

wi{x)=Pi(£D)b(\iix), 

где Pi{x) —полином степени гх—1 с неопределенными коэффициентами. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из линейности уравнения (33) и невырожден­

ности коалгебры следует, что множество решений уравнения (33) явля­
ется векторным пространством размерности г{. Покажем, что ряды 

3>*6(]А,*), 6 = 0, . . . , r ,— l, (34) 

являются решениями уравнения (33), используя индукцию и формулу 

й&—@й, = с1и (35) 

которую достаточно проверить на мономах хп. Докажем, что 

L(lixi)
n£>n-ib(lxix)=0, л > 1 . (36) 

Ясно, что L(\ii)b(\iiX)=0. Предположим, что для всех n, l^.n^.N—1, 
выполнено (36). Из (35) следует, что Ь(щ)3)—SDL{\xJi)=dl^=L(\xi)-\-yii. 
Поэтому 

(L (щ)м З)"'1) Ь dux) = L (laf-1 (Ж (щ) + L (щ) + iu\ 
3)N'2b (щх) = L ([if'1 SDL (щ) SDN~2b (щх) = 

- L (uf-2 (SDL (in) + L (in) + Щ) L (щ) SDN~2b (щх) = 

= L (mf-2 SDL (mf 3)N~2b (щх) = ... = SDL duf mN~2 ъ (щх) = о. 
Формула (36) доказана. Таким образом, мы показали, что ряды (34) 
являются решениями уравнения (33). Далее, 

SDm = xmDm + 2 S (m, i) xlD\ D = -

(отметим, что S(m, i) являются числами Стирлинга [13]), т. е. ряды 
2)иЬ(\ХгХ), O^k^Ti—1, получаются линейным обратимым преобразова­
нием из рядов xhDkb(iiiX), 0 ^ & ^ А \ — 1 , которые, очевидно, линейно не­
зависимы. Лемма 7 доказана. 

Для доказательства леммы 6 осталось воспользоваться тем, что ряды 
£Dlb(\kiX), i = l, . . . , &, О ^ / ^ А * ; — 1 , при условии уцф^, если 1Ф\, линейно 
независимы. • 

ТЕОРЕМА 6. Ряд фо(х) удовлетворяет уравнению (29) для фикси­
рованного невырожденного коумножения б и числа m для некоторых ря­
дов фД*), Qi(x), / = 1 , . . . , m, тогда и только тогда, когда у0(х) удовлет­
воряет уравнению (31), т. е. в обозначениях леммы 6 

k k 

Фо (*) = 2 Pi ( ® ) b о***)- m = 2r t-
( = 1 i—i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для ряда £Dx
nb(,\кх) имеем 

б*[ (Ш Цхх)) = Ьу
х (2JS& (ц*)) = % (8У

ХЬ (цх)) = 

= % (b hxx) Ъ (м)) = S (") (®lb ( И ) № * ' Ь (м)) = 

= 2 (П) (®*Ь ( И ) (3)у~1 Ь Ш. (37) 
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Таким образом, ряд ф0 (х) =3>x
nb{\ix) удовлетворяет уравнению (29) 

с m = n+l, q)t(x) =Q{(x) =g)J~lb(цх), t = l , . . . , т. Так как в силу лем­
мы 7 ряды gf? b(iXiX)y i = l, . . . , k, 0^mi^ri—\y образуют базис про­
странства решений уравнения (31), то из формулы (37) и того, что п = 
=•-/"!+.. .+rft, вытекает доказательство теоремы. П 

З а м е ч а н и е . Пусть ряды срДх), Q5(x), i = 0, . . . , га, / = 1, . . . , га, яв­
ляются решением уравнения (29) и пусть А—обратимая матрица 
над /С. Тогда <р0(*), Ф<(*), Qi(x), i = l, . . . , га, также являются решением 
уравнения (29), где 

'ч>Лх)\ T /q>i(*)\ [Qi(x)\ A W \ 

. Н ••• • U - - H " 1 ••• -D 
Чфт (*) / V(Pm (*) / \ e m (X)J V0m (*)/ 

В следующем следствии все функциональные уравнения рассматри­
ваются над кольцом R((t)) [[х, у]]. 

С л е д с т в и е 8. 1) Уравнение (25) имеет решение Р(х, t)=b(xf(t)). 
2) Уравнение (26) имеет решение S(x, t) =g(t)P(x, t)=g(t)y)( 

Xb(xf(t)). 
3) Уравнение 8x

vP(x, t) =Q(x, t)R(y, t) имеет решение 

P(x, ty=-n(t)P(t)b(xf(t))9 Q(x, t).= 7t(t)b(xf(t)), 

R(xJ)=p(t)b(xf(t)). 
4) Уравнение 

by
xP (x, t)=*Q (x, t) b (yf (0) + R (</, t) b (xf (0) (38) 

имеет решение 
P(x,t)=in(t)+P(t))b(xf(t))+h(t)®xb(xf(t)), 

Q(x,t)=n(t)b(xf(t))+h(t)2)J(xf{t)), 
R{x,t)=p(t)b(xf(t))+h{t)3>xb{xf{t)). 

Доказательство необходимо провести лишь для п. 4). Рассмотрим 
уравнение 

б̂ Фо (х) = cPl (х) Ъ {\iy) + Ъ (\ix) 62 (у). (39) 

ЛЕММА 8. Уравнение 

^1фо (X) = |Х1фо (X) + |1 2 6 ( н * * ) ( 4 ° ) 

б кольце К[[х]] имеет следующие решения: 
\аф (JLIJX) + аФ (\1зХ) , если \1г Ф \х3, 

Фо (х)s 1 
Uib (^х) + a233xb {^x), если ^ = |i3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя к уравнению (40) оператор йЛ и 
учитывая условие ci=ly получим уравнение 

dfoo (х) = М1Ф0 (*) + ИгМ (Н-а*) • (41) 
Из уравнений (40), (41) следует уравнение 

^Фо (Х) — (Hi + ш) 1̂<Ро (*) + |ЛИв = 0, 

характеристические корни которого равны \хи \х3. Поэтому утверждение 
леммы следует из леммы 6. П 
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Вернемся к уравнению (39), для которого уравнения (30) примут 
вид (напомним, что с1 = 1) 

Фо (х) =<р4 (х) +9 2 (0) Ь (цх), di4)Q (х) = W l (x) +16/ (0) b(\ix). (42) 

Откуда с1^0(х)=[хц)о(х) +(Q2/(!0)—\xQ2(0))b(iix). Учитывая лемму 8, 
уравнение (42) и уравнение q>0(y)=4>i(0)b(iiy)-\-Q2(y), получаем общее 
решение уравнения (39): 

Фо (х) = К + я 2 ) Ь (ixx) +a3S>xb (jx*), (43) 

ф1 (х) =a,b (ixx) +a,2)xb (px), (44) 
Э2 (x) =a2b (JLIX) +a32)xb (jix). (45) 

Формулы (43) — (46) дают решение функционального уравнения 
(38). • 

З а м е ч а н и е . Если в функциональных уравнениях следствия 8 вмес­
то однородного коумножения рассматривать почти однородное (8g)x

y с 
логарифмом g(x), то в решениях нужно заменить х на g(x). D 

Зафиксируем теперь коумножение 6 на суперпрямой / ^ для кото­
рого (см. § 2) 8xnlE = 8ixn®62l\ где 6i — почти однородное невырожден­
ное коумножение на прямой с логарифмом g{x), а •62&=£®1+,1®£+ 
+aX£(g)£ = £+ri + a7u£r), где мы 'положили g = &®l, г) = 1®5. Рассмотрим 
функциональное уравнение 

б^Р (*, I и т) = Q (х, I и т) R (у, л, U т), (46) 
где б ^ = (Ьг% ® (б2)£, а Р(х, g, f, т), Q(*, g, t, т), #(*, g, f, т) принад­
лежит Л-алгебре О (RY) §)AOL {RY), OL {Rl1) = A(g)RR ((/•)) (g)R R [т]/т2. 
Будем считать, что все функции >в уравнении (46) четные. Тогда 

Р(х, I t,x)=P00(x, t)+P0l(x, t)kl+Pi0(x, t)kx + Pn(x, 05т, 

где Рц{ху t)^R((t))[[x]]y iy / = 0, 1. Аналогично введем ряды Qij(x, t), 
Рц(х, t)y i, / = 0, 1. Для удобства положим 6i = 6. Тогда функциональное 
уравнение (46) примет вид 

б^оо(х, t) + б?Р01 (х, t)K(l + i\) + 8у
хР10(х, t)U + 

= (Qoo {х, t) + Q01 (х, 0 XI + Q10 (х, 0 Хх + Qu (x, /J gx) х 
х (#оо (0, 0 + #01 (0, 0 М + Я10 (у, 0 Хх + Rn {у, t) лт). 

Отсюда 

8»/>оЬ(*, 0 = Q00(x, t)R00(y,t), (47) 

8 " Л (*, 0 •= Qoi (x, t) R00 (у, t) = Q00 (x, /) R01 (y, t), (48) 

8^10 (x, t) = Qoo (x, t) Rl0 (y, t) = Q00 (x, t) Rl0 (y, t), (49) 

№ u (*, 0 = Qu (*, 0 #oo {Ц, t) = Qoo (x, t) Rn (y, t), (50) 
а%Ри (x, t) = Q01 (x, *) Я и (г/, /) - Q n (x, 0 R01 (y, t). (51) 

Предположим, что Q00(x, t)R00(y, t)=£0, иначе уравнение (46) силь-
нг: вырождается: />00(х, /) = Р01(х, г) = Ри(х, t) =0 и решение его не пред-
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ставляет труда. Из уравнений (47)—(51), используя следствие 8, по­
лучим 

Л>о (*, 0 = "оо (0 Роо (О Д Qoo (*, t) = я00 (/) A, R00 (х, t) = р00 (О А, 
Рп (х, t) = я01 (/) р00 (О Л = л00 (t) р01 (О Л, Q01 (х, /) = я01 (/) А, 
#oi (*. О = Poi (О Д ^ п (х, 0 = я п (0 р00 (О А = я00 (/) P l l (t) A, 

Qu (*, t) = я и (t) A, Rn (х, t) - = P l l (t) A, P10 (x, t) = (jt10 (t) + P l0 {t))A +B, 
(52) 

Qio(*, 0 = ^ ^ + — — B, R10(x,t) = -^^-A + —^—B, 

A = b(g(x)f(t)), B = h(t)g(x)DHX)b(g(x)f(t)). 

Так как 

"oi (0 Poo (0 = лоо (0 Poi (0. л п (0 Роо (0 — яоо (0 Рп (0. 

то в силу предположения, что n0(t(t)p0O(t)^0, 

noi(t)Pn(t)=nH(t)p0i(t). 

Поэтому Q0i(x, t)Rti(y, t)=Qsl(x, t)R0l(y, t) и, значит, a8jPn(x, t) = 0. 
Если афО, то 

Л.(х, *)=QM(*. 0 =*..(*, 0=0, Й^О. (53) 
Таким образом, формулы (52), (53) дают полное решение уравнения 
(46). • 

С л е д с т в и е 9. 1) Решение функционального уравнения 

& (х, I t,T) = P (х, I, t, т) Р (у, ц, t, т) (54) 

для однородного коумножения на суперпрямой R1^1 имеет вид 
Р(х, I, t, T)=b(xf(t))(l+Poi(t)Xl+Pii(t)lx)+h(t)xDxb(xf(t))lx. (55) 

2) Пусть 

P(X,tt,T)=2'k PnAx,t)t"rE. 
Л>0 8=0 

Рассмотрим отображение ф суперпрямой Z?^1
 в себя: 

<P(0=/(0+*EPOI(0> Ф(Т)=ЯЛ(0+ЕРН(0. 
Z7: CA(/?1»1)-^Mat(l, 1; Г Mat (Л, оо)), 

— суперматричное представление (см. § 1). Тогда 
ГРо,о(Х, | ) 

Рп,о(Х, 1) 

Ро.1 (*, 1) 

РпЛ*Л) 
{ • • • J 

• = / Ч Ф ) 

1 ] 

х*/сА 

. . . 

|х*/с* 
. • • • J 

О п р е д е л е н и е 8. Элемент среС^Я1-1, Я11), определяющий произ­
водящую функцию Р(х, £, f, т), назовем параметром производящей функ­
ции. 
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Рассмотрим последовательность полиномов рп,& (х, е ) е 0(R^l)t 
и = 0, 1, . . . , е = 0, 1. Сопоставим этой последовательности производящую 
функцию 

р {х, g, /, т)« 2 2 Р»-* (*• S) * v <= <? да ® А<? да. 
М^О 8 = 0 

О п р е д е л е н и е 9. Последовательность полиномов рп,е(х, I) назовем 
четной, если четность'полинома рп,г(х, |) равна е. 

Производящая функция четной последовательности полиномов явля­
ется четной функцией. Если производящие функции четных последова­
тельностей полиномов рп,г(х> I), qn,e(x> g), rne(x, g) удовлетворяют функ­
циональному уравнению (46), то для любых пу е 

П 8 

6£s?p„,e(X, |) = 2 2 ?*•«(*' 9 '«-М-а {У, Ц)- (56) 
/г=о ос=о 

Обратно, если для любых /г, е выполнено (56), то для производящих 
функций выполнено уравнение (46). Изучим более подробно функцио­
нальное уравнение 

б £ К е (*, 9 = 2 2 />*•<* <*• 5> Р»-*.°-« СУ, Л), (57) 
k—o а=о 

которое эквивалентно 

№ (*, 6, *, т) = Р (х, £, /, т) Р (у, л, *, т), 

где б — однородное невырожденное коумножение с а = 0. Тогда произво­
дящая функция задается рядом Ь(х) и параметром феСА( /?м , У?1,1). За­
фиксируем оператор б (или ряд Ь(х)). Рассмотрим две последовательно­
сти 'полиномов Рп,в(х, | ) , qn§*(x, 6). Пусть 

Р/1,8 I*, £) = S Pn,e,k,aXkla/Ck. 

О п р е д е л е н и е 10 (ср. [12, 14—18]). Последовательность полино­
мов гпе(х, | ) , определенная формулой 

Гп,г {Ху I) — 2 Рп,е,к,аЯк,а (Х, £), 
k,a 

называется теневой композицией последовательностей рп,г(х, | ) , 
qn,*(x, I) и обозначается pntt[q(x9 £)]. 

ТЕОРЕМА 8. Если рп,*{х, | ) , qn,z{x, g) —dee последовательности по­
линомов, удовлетворяющие (48), а ф, -феСд^1 '1, 7?м)—параметры их 
производящих функций, то теневая композиция pn,elQ(x> W] также удов­
летворяет уравнению (48), а я|э(ф)—параметр ее производящей функ­
ции. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из п. 2) следствия 9 имеем 

{Рп.в {х, I)} = F (Ф) {хф/ск}, {qn.* {х, I)} = F (ф) {**Г7<ь}. 
Поэтому 

{гп.е (х, I)} = F (Ф) F (г|)) {x*ga/c*} = F (г|) (Ф)) {**&"/<*}. 

Здесь мы воспользовались теоремой 1. • 
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О п р е д е л е н и е 11 (ср. [12, 14—18]). Линейный оператор 

назовем теневым оператором. 
Таким образом, определено действие полугруппы CA(Rl>\ 7?11) на по­

следовательностях полиномов, удовлетворяющих (57). 
С л е д с т в и е 10. Для суперпрямой Ril четная последовательность 

полиномов имеет вид рп,0(х, l)=pn(x), Pn,i(x> £) = £5п(*), а производя­
щая функция вид Р(х, | , t, T)=b(xf(t)) (l + |Tg"(0), и определено пред­
ставление полугруппы С(/?1,1, Rli) на этих производящих функциях. Сле­
довательно, теория последовательностей полиномов Боаса — Бака есть 
в точности теория последовательностей четных полиномов на обычной 
суперпрямой, удовлетворяющих функциональному уравнению (57). 
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