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ОБ ОДНОЙ СИНГУЛЯРНОЙ АБСТРАКТНОЙ ЗАДАЧЕ КОШИ 

Пусть £ — банахово пространство, и (t) — функция со значениями в Е, t>0, Л — л и н е й ­
ный замкнутый оператор в Е. Рассмотрим абстрактное уравнение Э й л е р а — Пуассона — Дарбу 

Bk и = а" + (ЩЬ) и' =*Аи. (1) 
Изучению уравнения (1) посвящена обширная литература (см. [1]). При k — 0 уравнение 

становится регулярным. Этот случай изучается в монографии [2] для оператора А = В2, где 
В — генератор сильно непрерывной группы T(t). Необходимые условия на оператор А для 
корректности задачи Коши для уравнения (1) при k = 0 были найдены в [3]. 

При k=£0 уравнение (1) является сингулярным, поэтому для этого уравнения задача Коши 
в точке ( = 0 в классической постановке не является корректной. В [4] вводится специальная 
„сингулярная" задача Коши для классического уравнения Эйлера — Пуассона — Дарбу (Л — о п е ­
ратор Лапласа) и доказывается корректная разрешимость этой задачи. Сингулярная задача 
Коши для абстрактного уравнения (1) изучалась в [5] при значениях параметра ke(0, 1) и для 
оператора А = В2, где В — генератор сильно непрерывной равномерно ограниченной группы 
T(t). Классической задаче Коши для уравнения (1) в случае А —В2 посвящена работа [6]. 
Отметим, что интересные исследования, посвященные абстрактному уравнению (1), имеются 
в [7], [8]. 

Данная работа является продолжением [4] и [5], Мы рассматриваем произвольные значе­
ния параметра k, накладываем на оператор самые общие ограничения, которые необходимы 
для корректности задачи Коши при k — 0. 

Пусть оператор А является генератором сильно непрерывной косинус-функции С (t) 
(см. [3]). Это означает, что задача Коши и (0) = к 0 6 D (А), и' (0) = 0 для уравнения 

н" = Ли (2) 

равномерно корректна и ее решение имеет вид и (t) — С (t) щ. 
О п р е д е л е н и е 1. Решением уравнения (1) будем называть функцию и (t) со значе­

ниями в Е, дважды непрерывно дифференцируемую и удовлетворяющую уравнению при t > 0. 
Для постановки задачи Коши Нам необходимо ввести в рассмотрение операторную функ­

цию Yk (0. которая играет для уравнения (1) такую же роль, как и функция С (t) для урав­
нения (2). 

Л е м м а 1. Пусть k > 0. Тогда функция 
1 

uk (t) = Yk (t) й 0 = 2 j / (k, s) С (ts) u0ds 

о 
является решением уравнения (1), если u0eD(A). Это решение удовлетворяет следующим 
начальным условиям: 

ыл.(0) = й 0 . 4(°)=°- (3) 
Здесь f{k,s) = ck(\—s2)m-l,ck=>-E(kl2 + \l2)l'£(kl2)T(\l2). 

Доказательство этой леммы имеется в работе [8]. 
Л е м м а 2. Пусть & < 0 и k Ф — (2я — 1), n g M Пусть /я-=- наименьшее Натуральное 

число такое, что а = 2т + k > 0 и «„ е D (л'ш^+2), где [т/2] — целая часть числа /и/2. Тогда 
функция 

1 

uk (t) = Yk (t) Щ = 2~k V~k (t~l d/dt)m (ta-~l j / (a, s) С (ts) K0 ds j 

• о 
есть решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям (3). Здесь 1/СЙ= (k + 1)Х 
Х ( й + 3 ) . . . (а — 1) и константа Ck сk имеет конечное значение при любом k Ф — (2л — I ) . 

Доказательство основано на методике работы [6]. 
Л е м м а 3. Пусть k=* — 2n + \, neN, и и0е D ( Л ( п / 2 1 + 2 ) . Тогда функция 

а _ 2 й + 1 (t) - Г _ ' 2 я + 1 (t) к 0 - [ ( - I ) " " ' 2 " - ' (п - 1 ) ! с 2 " ( f - t d/dt)" Z [и0], (4) 
ide 

i 
Z [н0] = Д j" (1 _ s 2 ) - 1 / 2 In t (1 — s2) С (ts) «o ds 

о 
есть решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям .(В). 
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Доказательство повторяет рассуждения, использованные при Доказательстве лемм 1 и 2: 
Идея построения функции (4) заимствована из [4]. 

О п р е д е л е н и е ^ . Решением „сингулярной" задачи Коши будем называть решение 
« (О уравнения (1), которое при & > — 1 и k ф 1 удовлетворяет начальным условиям 

tk «'(О |,_о = и,, Й (0 - (1 - *) -« Y2..k (t) в, | , = 0 = а9, (5) 

а при к < 1 — условиям 

и (0 |< -о = " о . (и (0 - У к (О "о ) ' | , = 0 = « I • (6) 

При ke{—1, 1) условия (5) и (6) совпадают и могут быть записаны в более простой 
форме: 

Й(0|/=О = НО. t k u ' ( 0 | / = 0 = " i -
Т е о р е м а 1. Пусть k > — 1, k ф 2п — 1, neN, и т — наименьшее натуральное число 

такое, что а = 2т + 2 — k > 0. Пусть щ е D ( Л ( " г / 2 1 + 2 ) , и 0е£>(Л 2). Тогда существует един­
ственное решение задачи (1), (5), и оно имеет вид 

u(t) = Yk(t)u, + {\-k)^t'-kY^k(t)ul. -(7) 

Доказательство основано на предыдущих леммах. Аналогичное утверждение имеет место 
при k<.\, вид решения (7) сохраняется. В особом случае (k = 1) о б щ е е решение имеет 
вид к (г) = Yx (0 н 0 + Z [и,]. Это решение удовлетворяет таким начальным условиям: 

^ ' № |* =о = « i . («(0 — z [ « i D I* =о = «о • 

Рассмотрим неоднородное уравнение 

В й и = Л« + ДО (8) 

и нулевые начальные условия 

и (0 | ^ о = 0. ' * « ' Ф | , = о = 0. (9) 

Т е о р е м а 2. Пусть k> — \, 1гф\, / (0 6 £> ( Л [ ' п / 2 1 + 2 ) , t A / ( 0 и tk А['"т+2 f (t) непре­
рывны. Тогда существует единственное решение задачи (8), (9), которое имеет вид 

t t 
o(t) = ( l - A ) - ' W-kY2^k(t)\Yk^)f^)^d^-Yk(t) J У 2 _ И ' ) / ( ' ) ^ ] . 

• о . 0 

•Эта формула сохраняется и для k < 1. 1 

В заключение выражаем благодарность С. Г. Крейну за внимание к работе. 
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