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Г. Г. МАГАРИЛ-ИЛЬЯЕВ 

НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ПРОИЗВОДНЫХ И ДВОЙСТВЕННОСТЬ 

Настоящая работа посвящена выводу соотношений двойственности м е ж д у 
наилучшими константами и экстремальными функциями в неравенствах для 
производных вида 

\\^Ц\ьхщ<К\\хйр{1)\\хЩ\ГгЬь (1) 

где I = M либо R+ = [0 , о о ) , п > 1 и 0 < 4 < д - целые числа, 1 <^ р , 

г ^ о о и а > 0 , и аналогичными объектами в неравенствах , двойственных 

(в некотором смысле) к ( 1 ) . К а к следствия получен ряд новых точных кон­

стант, а также соотношения двойственности между величинами наилучших 

приближений линейных функционалов на классах функций. 

Доказательство основных утверждений работы опирается на методы тео ­

рии двойственности выпуклых функций. Схема рассуждений при этом с л е ­

д у ю щ а я . Неравенству (1) сопоставляется некоторая задача в ы п у к л о г о п р о ­

граммирования так , что вычисление наилучшей константы и нахождение 

экстремальных функций в этом неравенстве (т. е. функций, на к о т о р ы х о н о 

обращается в равенство) равносильно вычислению нижней грани и н а х о ж д е ­

нию точного решения данной задачи. Далее , так подбирается «возмущение» 

указанной задачи, что двойственная к ней задача таким ж е образом , как и 

и с х о д н а я , оказывается связанной с некоторым другим неравенством типа ( 1 ) . 

Известные связи между двойственными задачами приводят к с о о т в е т с т в у ю ­

щим утверждениям относительно неравенств для производных. 

Работа состоит из д в у х частей. В первой из них вводится понятие двойст ­

венности д в у х неравенств, приводится общая схема построения двойственной 

задачи к данной, формулируются основные результаты (теоремы 1 и 2) и след­

ствия из них . Вторая часть посвящена доказательствам. 

•1. П у с т ь I = В , либо R+ = [0 , о о ) , либо [0, -Л, Т > 0. К а к о б ы ч н о , 

Lp(I) обозначает с о в о к у п н о с т ь всех измеримых функций на X , суммируемых 

в р-й степени при 1 < ; р < оо и существенно ограниченных при р = о о . 

Н о р м у x Œ Ьр (I) обозначим || x \\L (i) или п р о с т о || # | | р , если ясна или неваж­

на область определения х. 
П у с т ь , далее, п > 1 — целое и 1 < /? , г < о о . Обозначим Wptт (I) мно­

ж е с т в о функций x Œ Lp ( J ) , у к о т о р ы х (п — 1)-я производная х(п~1У> л о ­

кально абсолютно непрерывна на I (т. е. абсолютно непрерывных на каждом 

отрезке на JT), а п-я производная х^Œ LT ( Г ) . Это нормированное простран­

с т в о с нормой II х\\р + И £ ( П ) | | Г . 
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К а к известно (см. [1 ] ) , неравенство (1) с а = (п — к — Иг)1(п -f- 1/р — 
— Иг) (а = 1, если п - f Ир — Иг = 0) имеет место для всех x Œ W%tT(I) 

(I — It или R+) с н е к о т о р о й константой К^>0. Н а и м е н ь ш у ю из таких кон­

стант будем называть наилучшей и обозначим Кп (k; p, r; I). 

П у с т ь / = { 0 , 1, . . п —- 1 } и Jm = J \ { и г } , если m е= J. Подмно­

жества ( в о з м о ж н о , пустые) Jm обозначим Qm, P m , . . . . Если Q CZ J, то п о ­

л о ж и м 

W;,R ( J ; Q) = {xŒ W;TT(I)\ *<*>(0) = 0 , i Œ Q) (WÏ,R{I; 0) = WN

P,T{I)). 

Н а р я д у с неравенствами (1) рассматриваем также неравенства вида 

I хт (0) | < К H x \ \ l p ( I ) D *<»> lli;^), XŒWI Г (I; QK), (2) 

где а то ж е , что и выше. 

Н а и л у ч ш у ю константу в (2) обозначим Кп (k; p, r; J ; Qk). Л е г к о видеть , 

что если Qk = 0 , то неравенства (1) и (2) (с одинаковыми параметрами) с у ­

щ е с т в у ю т или не с у щ е с т в у ю т одновременно и Кп (k; p , r; I; 0 ) = Кп (k, р , г; Т ) . 

Таким образом , неравенства типа (2) о б р а з у ю т более широкий класс , чем не­

равенства (1 ) . 

Экстремальной функцией в (2) называем л ю б у ю нетривиальную функцию 

из Wptr (JT; Qk), на к о т о р о й это неравенство с К = Кп (к; р, г; J ; Qk) обращает­

ся в равенство . Я с н о , что если Qk = 0 , то экстремальная функция в неравен­

стве (2) экстремальна и в неравенстве ( 1 ) . 

Для каждого фиксированного n ] > 1 неравенство (2 ) , очевидно, полно­

с т ь ю определяется заданием набора £ = (к; p, r; I; Qk), а наилучшую кон­

станту в нем м о ж н о рассматривать как функцию на множестве Мп всех та­

ких н а б о р о в . 

Основная цель настоящей работы — доказать , что на некотором (доста­

точно ш и р о к о м ) подмножестве Ln CZ Мп м о ж н о определить такое инволютив-

ное отображение Фп: Ln Ln, ч то наилучшие константы и экстремальные 

функции (если они с у щ е с т в у ю т ) в неравенствах , отвечающих наборам £ и 
Ê' = Ф п ( £ ) , связаны вполне определенными соотношениями. 

Приведем точные определения. П у с т ь к ЕЕ J. Положим, 

% = [к + 2т\т= - [4] 1 , 1 , [ J L d p L ] } . 

Т о г д а 

К = {\ = (к; p, r; I , Qk) Œ Мп | Qt С %, 1 + 1/р - 1/г > 0 } . 

В т о р о е условие здесь означает, что из множества всех пар (p, г) 1 ^ p, г <^ о о , 
исключается лишь одна точка ( о о , 1 ) . 

П у с т ь , далее, © : / - > - / — подстановка такая, что © (m) = п — m — 1, 
яг ЕЕ / и © (0 ) = 0 . Определим для каждого к ЕЕ J отображение 2 ^ / 
п о правилу 

**з&»й=в(**\е*)-
Л е г к о видеть , что Qk CZ 3fn-fc-i и Qk = (Qk)' = Qky т . е. отображение ин-

в о л ю т и в н о . 
В с ю д у в дальнейшем, если 1 < ; s ^ о о , s' обозначает сопряженный к s 

показатель , т. е. Hs + ils' — 1 и s' = оо при s = 1, s' = 1 при s = о о . 
П у с т ь теперь g = (к; p, г; I; Qk) GE Ln. П о л о ж и м п о определению 

Г = Ф „ ( 1 ) = (п - к - 1; г', р'; Г , <&), 
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где г ' и p ' — сопряженные показатели к г и р соответственно , I ' = R+, если 
I = В и I ' = В , если I = R+. Инволютивность Ф п очевидна. 

Следует отметить, что м о ж н о указать и другие подмножества и инволю-
тивные отображения на них , где наилучшие константы и экстремальные функ­
ции, отвечающие соответствующим неравенствам, б у д у т связаны некоторыми 
соотношениями. Однако лишь только в рассматриваемом случае отображение 
оказывается инвариантным (для некоторых n > 1 и i £ 7 ) относительно 
множества тех £ ЕЕ Ln, у к о т о р ы х Qk = 0 (т. е. тех g, к о т о р ы е отвечают нера­
венствам типа (1)) , и п о э т о м у в этом случае удается получить как следствие 
новые точные константы в неравенстве (1) (см. следствие 1 ) . 

Неравенства , отвечающие наборам g е= Ln и g' = Ф п (g) (или п р о с т о не­
равенства % и £ ' ) , будем называть двойственными друг к д р у г у . 

Т е о р е м а 1. Пусть % = (к; р, г; В; Qk) и = (гг — Ä — 1; г ' , р'\ 
Qk) — два неравенства в двойственности. Тогда 

а) наилучшие константы в £ и связаны соотношением 

Кп (I) Кп ( Г ) = о т » (1 - a)-<i-*>2-v, 

где 
tt-fc-l/r _ (к - А;)/р + /г/г . 

71 + — 1/г V 7 я + 1/p —1/г > 

б) если p < оо м г > существуют такие экстремальные функции 
х и § в % и соответственно, что % четна (нечетна), если k четно (нечетно) 
и п. в. на В+ 

£(п) (*) = ( - 1 ) « - * u № \\Ьг ( Д ) J у (t) | r - - l S i g n у (t), 

# ( » ) { t ) = ( _ il А f-vB) 1 1 { t ) \Р-г s i g n £ {ty 

С л е д с т в и е 1. Справедливы следующие соотношения: 
i 

p + i 
j f , ( 0 ; p , l ; B ) = ( - L + l ) , 1 < р < о с ; (4) 

^ 2 ( 0 ; р , 1 ; В + ) = ( р + 1 ) т Ь - , 1 < р < о о ; (5) 

( х ^ / ^ о о . р ' ; ^ ) , 1 < р < о о , 

1 
Г - 1 ч 

где 

^ ( 1 ; Р , 1 ^ + ) = Г Р + 1 Х ( Р ) ^ ( 1 ; 0 ° ' Р ' ; 1 г ) ' 1 < р < ° ° ' (7) 
1^6, р = 1, 

P Р + 1 
Р + 2 0 . . . 2 р + 1 0 . . . 2 р + 1 

x ( p ) _ 2 - ^ r ( i ^ ) ( i | ± f ) 
а̂ Z 3 ( 1 ; о о , р'; В+) и К3 ( 1 ; о о , p ' ; J B ) , 1 < р < о о , — известные величины. 

Перед формулировкой в т о р о г о следствия приведем п о с т а н о в к у частной 
задачи С. Б . Стечкина о приближении линейных операторов [2 ] . П у с т ь , как 
и раньше, га > 1 и 0 < ; i < w - целые числа; 1 <^ p, г <; оо, I = В л и б о 
В+ и Ç f c d П у с т ь , далее, 

Д ? в г ( I ; Qk) = {XŒWÎ, г ( Г ; <?*) I « яК») | | r < 1 } , 

Lp (T) — сопряженное к Lp (I) (норму элемента I ЕЕ Lp (I) обозначим || l\\) 
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и N > 0. Величина 

En(N;k;p,r;I;Qk)= i n f s u p (*<*>(0) - <J, ж » (8 

характеризует наилучшее приближение линейного функционала х (0) 
всевозможными линейными непрерывными функционалами на Lp (I) с н о р ­
мой , не п р е в о с х о д я щ е й N , на заданном классе 5р , r (I; Ç k ) . 

Задача (8 ) , очевидно, полностью определяется заданием набора г| ~ 
= (iV; I) = (N; ft; p , r; J ; Ç f c ) (для каждого фиксированного n > 1). 

С л е д с т в и е 2. Пусть наборы rj = (iV; £) = (iV; ft; p , r; - ß ; Qk) и 
Г)' = (ДГ; g ' ) - = (iV-a/a-a); n — ft — 1 ;J r ' , p ' ; J2 + ; Ç i ) таковы, что I Œ Ln. 

Тогда 
Егпа (Ц) Еа

п(цг) = а« (1 - a ) ^ 2 - v , 

где аиуте же,что ив теореме!. 
Утверждения теоремы 1 являются следствием связей между экстремаль­

ными задачами, соответствующими двойственным неравенствам. Эти связи 
указаны в теореме 2, для формулировки к о т о р о й понадобятся дополнитель­
ные определения. 

Приведем, прежде в с е г о , о б щ у ю с х е м у построения двойственной задачи 
к данной (подробнее см. [3 , 4]). П у с т ь X и Z * — вещественные векторные 
пространства в двойственности относительно билинейной формы < • , - \ : Z * х 
X Z JS и f : X = R [J {— о о } (J { + о о } —- некоторая функция. 

Рассмотрим задачу 
i n f , X Œ X , ( 9 ) 

з а к л ю ч а ю щ у ю с я в минимизации / на всем пространстве X. П у с т ь , далее , 
У , У * — д р у г а я пара пространств в двойственности относительно билиней­
ной формы < • , - > 2 : У * х У - > j ß и функция F : X X У R такая , что 
F (х, 0) = / (х) для всех # ЕЕ Z . 

Двойственной задачей к (9) (относительно тройки ( У , У * , F ) ) называется 
задача 

- F * (0, у*) sup, y*ŒY*, (10) 

где : Z * х У * R — сопряженная функция к F, т . е. 

F* (**, » * ) = sup { < * * , * > ! + <у*, у> 2 — F (х, у)}. 

Отметим, что если Z — нормированное пространство , Z * — его сопря­
женное и <(#*, хУ — значение линейного функционала ЕЕ Z * на элементе 
х ЕЕ Z , т о , как известно , Z и Z * находятся в двойственности относительно 
билинейной формы (#* , х) 

Значениями 5 и 5 * задач (9) и (10) будем называть соответственно величи­
ны нижней и верхней граней в этих задачах, а решениями — любые элемен­
ты из Z и У * , на которых эти грани д о с т и г а ю т с я . 

Из определений легко следует , что всегда S* S (в смысле естественного 
порядка на R). Приведем удобные для наших целей у с л о в и я совпадения 

э т и х величин (см. [4]). 
П р е д л о ж е н и е. Пусть У — нормированное пространство и У * — 

его сопряженное. Тогда если S конечно, функция F : X х У R выпукла и 
существует такое х0 ЕЕ Z , что отображение F (х0, • ) : У R непрерывно 
в нуле, то S = S* и в задаче (10) существует решение. 
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П у с т ь га ; > 1, 0 <^ ft, / <С га — целые числа , 1 < ; p , r, s, t < ^ о о , I = R 
л и б о Ç f c CZ Pi CZ и a, b, c, d — положительные числа. Рассмотрим 
задачи: 

а И x | | L p ( j , + Ь II *<»> | | L r ( Г ) - > inf, (0) = 1, * = Т ? ? , r ( T ; Qk), (11) 

2 / ( 0 ( 0 ) - ^ s n p , | |г / |к 8 (Г)<л | | ^ ) Ц ( 1 ) < Л , yŒWnsAI-iPl). (12) 

Д л я к а ж д о г о фиксированного га > 1 задачи ( И ) и (12) полностью опреде­
л я ю т с я наборами £ = (А; р , г; J ; a, 6) и Ç* = (Z; 5 , t; I; Рг; с, d) соответст ­
венно . В дальнейшем сами эти наборы будем иногда называть задачами, п о ­
нимая под £ именно задачу (11), а под £* — задачу (12) . 

Обозначим Sn = Sn (£ ) и S* = S* (Ç*) значения задач ( И ) и (12) . Опреде­
лим еще для каждого ft Е Е / отображение 2Jk / по правилу 

= » (/* \ <?*), 
где — та ж е подстановка , что и раньше, т. е. ® (m) = га — m — 
- 1, тга Œ / и © (0) = 0 . 

Т е о р е м а 2 . Справедливые следующие утверждения: 
а) если р < о о , тгао двойственной задачей я; £ = (ft; p , r; R+; a, Ь) являет­

ся задача Z* = (га — ft — 1 ; г ' , р ' ; 6, a) и 0 < S n (£ ) = S* ( £ * ) < 0 0 ; 
б) ec/iu r, f > 1, ш ß задачах (11) u (12) существуют решения; 
в) если p <С °о, r^> I и % и у — решения задач £ = (ft; р , г; 2 ? + ; Ç * ; а, ft) u 

(двойственной к ней) £* =(п — ft — 1; r ' , p ' ; R+; Qk; b, а) соответственно, та 
га. в. на R+ 

#п) ф = l ) n - f t 6 l - r - II *п) | | г [ £ ф |r'- l s i g n £ 

• (13) 
^ п ) ф = a il * | | i-p I ± ( t ) | P - i S i g n ±(t) 

и при этом D у | | Г' = ft, У г/ ( П > | | р ' = а . 
2 . В этом пункте дополнительно б у д у т рассматриваться с л е д у ю щ и е 

пространства функций. П у с т ь I = R , либо R+, либо [0 , Г ] , Г > 0 . Обозна ­
чим через С (Г) с о в о к у п н о с т ь всех действительных непрерывных функций 
на Т , стремящихся к н у л ю на бесконечности , если I = R или R + , с нормой 
II х \\c(i) = m a x { I x (t) I I tŒl} (или п р о с т о пишем (| x \\с). V (I) — с о в о ­
купность всех действительных конечных борелевских мер р, на I с н о р м о й , 
равной полной вариации р (пишем || р ||v(i> или || р | | у ) . Если р ЕЕ У (JT) 
а б с о л ю т н о непрерывна относительно меры Лебега на I, то ее плотность 
обозначим р . Со ([0, Г ] ) , га > 1,— это с о в о к у п н о с т ь всех га раз непрерывно 
дифференцируемых функций х на [0 , Т], таких , что х^ЦО) = х^ (Т) = 0, 
i = 0 , 1 , г а — 1. Доказательству теорем 1 и 2 предпошлем четыре леммы. 

Л е м м а 1. Пусть га > 1, Т > 0, у Œ ^ ( [0 , Г ] ) u p Œ F ( [0 , Г ] ) 
такие, что 

т т 
^ xydt + l atn>d\i = 0 
о о 

для всех XŒCQ ( [0 , Г ] ) . Тогда р абсолютно непрерывна, fi ЕЕ И^Гд ( [0 , Г ] ) 
u (|i)(»> (t) = ( - 1 ) п + 1 г / ( 0 га. е. 'на [0 , Г ] . 

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству о б о б щ е н ­
ной леммы Дюбуа -Реймона (см. [5, с . 306] ) . 

Л е м м а 2 . Пусть га>1, 1 < р <С 1 < г <^ оо и I = R либо R + . 
Тогда если x Œ Wp,r (T) и 0 < i < га — 1, то з<*> (£) - > 0 гари | t | - > о о . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Без потери о б щ н о с т и можно считать , что 
I = R+. В этом случае для п = 2 лемма доказана в [ 6 ] . При п = 1 доказа­
тельство совершенно аналогично. П у с т ь п^> 1, и предположим, что лемма 
справедлива для всех функций из Wp~l (I). Если теперь х ЕЕ WplT (2*), т о 
из теоремы В . Н . Габушина [ 1 ] , в частности , вытекает, что ^ ( n " 1 > ЕЕ Lq ( J ) , 
где q = п/(1/р + {n — 1) /г ) . Следовательно, по предположению х^ (t) - > О 
при I t I о о , если i = 0, 1, . . . , п — 2 , а так как x(n-V ^ ( J ) И г 

очевидно , 1 ^ q < о о , то и ^ п _ 1 > (£) 0 при | t \ ->- о о . Лемма доказана . 
Л е м м а 3. Пусть значения Sn и Sn задач (11) и (12) конечны и поло­

жительны. Тогда справедливы соотношения 

Кп (k; p , r; J ; Qk) = a V " a [ а а (1 - af'aSn (к; p , r; J ; Qk; а , 6 ) р , (14) 

# n (I;s, t; I; Pt) = с-Ы-^Sl (I;s, t; J ; Рг] с , d), (15) 
где 

П — к— 1/r « 72— I — 1/t 
ra + l/p — 1 / r ' r / г + 1 / 5 — 1/* 

и любые решения задач (11) u (12) являются экстремальными функциями 
в соответствующих неравенствах. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Далее будем предполагать , что 0 < а , ß < 1, 
так как в вырожденных с л у ч а я х равенства (14) , (15) устанавливаются без 
труда . Д о к а ж е м первое из них . 

Д л я этого покажем сначала, что для всех х ЕЕ Wp>r (I] Qk) и к а ж д о г о 
р ^> 0 справедливо неравенство 

S n I ^ ( 0 ) | < а II х\\рp-*-i/p + Ъ IIа<*> | | r p*-*-i / ' . (16) 

Действительно , пусть a; ЕЕ Wp,r (!'•> Qk)- Тогда если aß) (0) = 0, то (16) 
выполняется очевидным о б р а з о м . Если ж е x{lî) (0) Ф 0 , то рассмотрим функ­
ц и ю х (t) = (s<*> (0))-*p-*z (pt). Я с н о , что äf Œ WPir (I; Ç k ) и £(fe> (0) = 1. 
Следовательно , 

Sn<a\\x\\p + b \ \ ^ \ \ r . (17) 

Отсюда , учитывая равенство 
I у(т) | | s = I у j u Х(т) ^ 

справедливое , если у (t) = ^ (££), Y Œ -В, £ > 0 и # ( M > Œ L s ( J ) , где m > 0, 
1<С$<; оо и 2" = J3 либо - R + , с р а з у получим (16) . 

П у с т ь теперь x Œ WPt r (I; Qk) и x Ф 0 . П о л о ж и м в (16) 
i 

г / ь i л i \ п п + 1 / Р - 1 / ^ 

p 4 f l M » - * - i / r ) | g b ' * n ) > ; 1 ] . < 1 8 > 

тогда после н е с л о ж н ы х преобразований получим неравенство (2) (отвечаю­
щее н а б о р у g = (k; p , г; J"; Ç^ ) ) , справедливое для всех x Œ Wp, r ( 2 ; Qk) 

и с константой , равной правой части (14) . Эта константа (обозначим ее через 
Кг) — наименьшая из в о з м о ж н ы х . Действительно , п у с т ь 0 < е < Кг и 
z1 = Sne/(K1—е). Согласно ' определению Sn найдется такая функция 
XsŒW%,r(I; Qk), 4 f c ) (0)=l , что 

I Sn + г, > а И хг \\р + Ъ II х™ \\г. 

Следовательно, для функции х& (t) = x{k) (0) pkxB(p~H) будет выполнять­
ся неравенство , п р о т и в о п о л о ж н о е (16) с Sn + е х вместо S n . Подставим те­
перь в него р по формуле (18) , где х = хг. Т о г д а получим, что £ 8 удовлетво­
ряет неравенству , п р о т и в о п о л о ж н о м у (2) с константой К1 — 8 . Вследствие 
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произвольности 8 это доказывает неулучшаемость Кг и тем самым с о о т н о ­
шение (14) . 

Если х0 — решение задачи (11) , то на этой функции (17) обращается 
в равенство . Переход от (17) к мультипликативному неравенству , очевидно , 
сохраняет равенство левых и правых частей , так что х0 — экстремальная 
функция в I = (k; р, г; I , Qk). 

Аналогичными рассуждениями доказывается и соотношение (15) . 
Л е м м а 4 . Пусть в задачах ( И ) и (12) QK С Щ и Рх C Z % (множества 

%к для всех k Œ J определены выше). Пусть, далее, 85fc = Jk \ Щ и 35 г = 
= Ji \ %i. Тогда справедливы соотношения 

Sn (k; p, г; В; Qk, а, Ъ) = Sn (k; p, r; B+; Qk [j 35fe; a2^, b2^)9 (19) 

St (l; s, t; В; Рг; с, d) = S* (l; s, t; B+, P | U » i ; c2~^, d2~^). ( 20 ) 

Равенства понимаются в том смысле , что из конечности левых их частей 
следует конечность правых и н а о б о р о т . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь в задаче (11) ( которая , очевидно, всегда 
конечна) I = В и для определенности k — четное ч и с л о . Покажем, что зна­
чение этой задачи не изменится, если ограничиться рассмотрением лишь 
четных функций из Wp, r fö', Qk)- Действительно , если это не так и / — 
минимизируемый функционал в (11) , a S'n — значение этой задачи н а ч е т н ы х 
функциях , то найдется функция x Œ Wp,r Qk), x(k) (Q) = 1 такая, что 
/ (#)< Sn- Сопоставим х четную функцию x (t) = г/2 (x (t) + x (—t)). Я с н о , 
что х ЕЕ Wn

v, г ( В ; Qk) и х^ (0) = 1. С д р у г о й с т о р о н ы , Sn < / (Я) < V 2 / (x) + 
+ V 2 / (x) = f (x) вследствие выпуклости / и свойств н о р м ы . Противоречие 
показывает , что на самом; деле S n = Sn. 

Если k — нечетное, то совершенно аналогично доказывается , что в зада­
че (11) достаточно рассматривать лишь нечетные функции. 

Простая проверка показывает , что для с о о т в е т с т в у ю щ и х четных или 
нечетных функций x Œ Wp, r(B; Qk) н е о б х о д и м о (0) = 0; i GE %5k. К р о м е 
т о г о , из четности или нечетности функции х следует , что 

| | ^ | | L s ( ä ) = 2 ^ | | ^ | | L S W + , 

е с л и x(m>Œ Ls (В), m > 0 , 1 < s < оо. 
Таким о б р а з о м , каждой допустимой четной (или нечетной) функции 

в задаче £ r = (к; р, г; В; Qk; а, Ъ) мы сопоставили ее с у ж е н и е на В + , к о т о р о е 
является допустимой функцией в задаче £ 2 = (к; p, r; В+; Qk \J Щ; 
a21lv, Ь21!г), и при этом минимизируемые функционалы в ^ и £ 2 с о о т в е т ­
ственно на функции и ее сужении равны. О т с ю д а , очевидно , следует , что 
Sn (Ci) > Sn (£,). 

О б р а т н о , если рассматривается задача £ 2 , т о , п о л ь з у я с ь тем, что я ( г ) (0) = 
= 0 , £ Œ 9$fr» м о ж н о продолжить четным (или нечетным) о б р а з о м функции 
на В . Теперь те ж е с о о б р а ж е н и я , что и выше (напомним, что Qk f ) = 0 ) , 
приводят к неравенству Sn (£2) > Sn (£*) , к о т о р о е и доказывает (19) . Равен­
ство (20) устанавливается совершенно аналогично. Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . 2 . а) П у с т ь X = Wpt г (В+), 
. X * - сопряженное к X, А = {x Œ X | х™ (0) = 1, а<*> (0) = 0 , i Œ Qk} 

и ô (• I A) — индикаторная функция А, т. е. функция , равная н у л ю на А 
и + оо вне А. Тогда задачу (11) м о ж н о записать в виде 

a H х \\р + Ь « ^ \\r + ô(x\A)-+ inf, XŒX. ( 2 1 ) 
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П о л ь з у я с ь общей схемой из пункта 1, двойственную задачу к (21) выпи­
шем относительно Y = Lp (JR+) X Lr (R+) с двойственным У * = Lp> (R+) X 
X L r ' (R+) (элементы Y ж Y* обозначаем соответственно y = (у1у y2) и 
У* = (У*, У*)) и функции F (x, y) = a \ z — уг \\p + b || ^n> - y2 \\r + 
+ à(x\ A). 

П о определению 

F * (0 , y*) = sup У 1 > + < j£ , y 8 > - F (x , » ) } = 

= sup sup yxy + y 2 > — a H x — y x ||p — b U *( n > — y2 y . 
X E A J / G Y 

П о л о ж и м z x = # —- z 2 = #(n> — y2, тогда 

F* (0, */*) = sup sup sup « y * *> + <y*, + 

+ <— »î, *i> — a H zi Hp + <— y*, z 2 > — 6 [j z 2 | | r } . 

Теперь последовательное вычисление верхних граней п о z2 и zx приводит 
к с л е д у ю щ е м у с о о т н о ш е н и ю : 

(sup {<*/*, х> + <г/ 2, а*п>>}, если || г/* ||р* < а, || г/* | | к < Ь7 

F * ( 0 , * / * ) = « S A 
^-f- оо в остальных случаях . 

Т а к и м о б р а з о м , двойственная задача к (21) приобретает вид 

- sup {<*/*, х> + (yt — sup, « И* | | р , < а, И */* ||г> < Ъ. (22) 

П у с т ь ф : ->- JR — максимизируемый функционал в (22) и dorn ф = 
^ {У* = (у*> У%) ЕЕ Y* I ф (#* ) > — о о } . Наша ближайшая цель — дока­
зать, что 

dorn Ф = и/* = (у*, y*) EEY* | иГе=И^в „ & ) , 
( ^ ) ( n ) ^ ) = ( _ l ) n + i ^ W п. в . н а (23) 

ф (у*) = ( - l ) n - f e - i (у*)(п-*-1)(0), у*(= dorn Ф . (24) 

Обозначим м н о ж е с т в о справа в (23) через G, и п у с т ь г/* = (у*, yt) Œ 

Œ dorn ф (dorn ф Ф 0 , так как 0 Œ dorn ф) . П о к а ж е м , что у* Œ G. Величи­
на — ф (г/*) есть верхняя грань линейного функционала х я> + 
+ # ( П„ }> на линейном м н о г о о б р а з и и Л и по у с л о в и ю —ф ( * / * ) < + оо. 
Следовательно, на самом деле, этот функционал постоянен на А и тем самым 
равен н у л ю на подпространстве А0 = {х ЕЕ Wp>r | (0) = 0, 
iŒQk(J {к}}, т . е . 

оо 

<У1 *>,+ <*/*, х(п>> = S (utx + </**<">) dt=0 (25) 
О 

для всех х ЕЕ А0. 
Ф и к с и р у е м теперь н е к о т о р о е Т > 0 и обозначим AQ с о в о к у п н о с т ь тех 

функций из Л о, носители к о т о р ы х сосредоточены на [0 , Т]. Я с н о , что 
Со ( [0 , Г ] ) d Ао, и п о э т о м у по лемме 1 (где р а б с о л ю т н о непрерывна и 
V1 = У*) с р а з у получаем, что ( г / 2 ) ( п - 1 ) абсолютно непрерывна на [ 0 , Г ] и п . в . 
на этом отрезке (у*)^'1^) = (—iyn+1)yf (t). П о с к о л ь к у это верно для л ю б о г о 
Т ; > 0 , то (г / 2 ) ( П *" 1 ) локально а б с о л ю т н о непрерывна на -В+ и (у*){П) (t) = 
= ( - l ) n + 1 ^ * (t) п. в . на R + . В частности , у\ Œ W?,p> (В+). 

Д л я доказательства включения dorn ф CZ G о с т а л о с ь проверить , что 
(y*)(j) (0) = 0 , / G <?fe. И с п о л ь з у я у ж е доказанные свойства i/*, подсчитаем 
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величину ф (г/*). Т а к как у* Œ W", v> | ß + ) , то по теореме Г а б у ш и н а [ 1 ] 
функции (у*У% i = О, 1, . . . , п — 1, ограничены на R+. Далее по лемме 2 
х№ (t) 0 при оо , i = О, . . . , п — 1, если только x Е Е W%tr (Д+.). 
Следовательно, для к а ж д о г о i С будем иметь после 
w-кратного интегрирования по частям в т о р о г о слагаемого под знаком интег­
рала в (25) : 

<yt *> + <yt *™У = ( - l ) n + 1 S (yt)(n) xdt + ( - 1)"-*(г/*)*"-*- 1 ' (0) + 
о 

oo 
+ S ( - l f - ^ ^ ^ - ^ O ) (0) + (- l)n jj (0*)(n) ad*. 

По у с л о в и ю верхняя грань этого выражения по всем х Е Е Л конечна^ 
и п о э т о м у необходимо* ( у * ) ^ " * " 1 ^ ) = 0 , î Œ / \ U № ) = Jk\Qki и л и » 
что то ж е , (г/*) ( ? ) (0) = 0, / Е Е К р о м е т о г о , получаем- что ф (г/*) = 
= (z,*)^"*" 1 ) (0). Этим доказано (2£) и т о , что dorn ф С С . 

Обратно , если г/* = (i/ï , i/f) Œ С , то после интегрирования по частям 
получим, что ф (у*) = (—l)C*-*-i> (yt)^~k^ (0), т . е. ' у * Е Е dorn <p. 

ч Я с н о , что задачу (22) достаточно рассматривать лишь на dorn ф. Н о тог­
да, если обозначить у = (—1)п~к~1у%, то это в точности задача (12) и тем 
самым она двойственна к задаче (11) в у с л о в и я х а ) . 
« Покажем теперь, что Sn = Sn. Рассмотрим отдельно два случая : 

1) 1 < ; р , г < о о . В этой ситуации очевидным образом выполнены все 
у с л о в и я предложения из пункта 1 (в качестве х0 м о ж н о взять л ю б о й элемент 
из А), и п о э т о м у Sn = Sn-

2) 1 < ^ р < о о , г = оо. Здесь у ж е нельзя воспользоваться упомянутым 
предложением, так как У * не является сопряженным к У . Поступаем с л е д у ю ­
щим о б р а з о м . Рассмотрим вспомогательную задачу 

a II x \\р + b II з<»> | | с - inf, **> (0) = 1, XEEWI С (J? +; Qk)f (26) 

где Wptc определяется аналогично п р о с т р а н с т в у Wp>r (Lr (R+) 
заменяется на С (JB + )) . Двойственная к ней относительно У = Lp ( J B + ) X 
X С Y* = Lp' ÇR+) X V (R+) (с элементами у = (z / x , у2) и у* = 
^ (!/*> */*)) и функции IF, отличающейся от F заменой L r ( В + ) на С ( J ^ + ) , 
выписывается точно) так ж е , как и выше. В результате получаем задачу (22) 
с V (JR+) вместо Lr> (Jß+). 

Далее , если ф : У * ->- Л — максимизируемый функционал в этой задаче, 
то по лемме 1, совершенно аналогично предыдущему, проверяется , что мера 
уХ а б с о л ю т н о непрерывна, когда ф (у*) ^> — оо. Это значит, что задачу (22) 
достаточно рассматривать на У * = Lv> (В+) X Lx (R+) CZ У * (т. е. ее зна­
чение S* при этом не изменяется) . Н о в этом случае (22) двойственна к и с х о д ­
ной задаче при 1 ̂  р < оо , г = о о и , таким о б р а з о м , £ * = 

П о с к о л ь к у У * является сопряженным к У , то из предложения п. 1 сразу 
получаем, что Sn = £ * , и так как , очевидно, Sn <^ 8п, то Sn Зп — 
= 5* = S*. П р о т и в о п о л о ж н о е неравенство £ * <^ Sn верно всегда (см. п . 1) 
и тем самым пункт а) теоремы доказан. 

б) Д о к а ж е м существование решения в задаче (11) . П у с т ь {хт} — мини­
мизирующая последовательность в (11 ) . Т о г д а , очевидно , || х т | | р < ; с1 и 
II $п \\r <^ с2 для н е к о т о р ы х ^ ^> 0, i = 1, 2 . Т а к как г ^> 1, то м о ж н о считать 
что {ptfm} слабо с х о д и т с я к н е к о т о р о м у z Е Е Lr (I). 
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В с е функции х£ 1 } , 7/1 = 1 , 2 , . . . , — локально а б с о л ю т н о непрерывны 
на J , и, следовательно , для каждого t ЕЕ I 

xm(t)=4r+ Y, 4 ^ x ^ ) ^ + i ^ w V t ~ ' c ) n ~ l x ^ ( ' i ) d x - ( 2 7 ) 

i&QkU{k) О 
По теореме Г а б у ш и н а [ 1 ] последовательности {xfy ( 0 ) } , i = 0, 1, . . , n — 1, 
равномерно ограничены по т, и п о э т о м у м о ж н о считать , что Хт (0) - > £i 
при тгс—>- о о . Т о г д а , переходя к пределу в (27) при т->~ о о , п о л у ч и м | ф у н к ­
ц и ю x (t) = l i m х т (t) со свойствами: аК*> (0) = 0 , i G х ( к ) (0) = = 1>* 

m->oo 
^n-i) — локально а б с о л ю т н о непрерывна и a^n) (t) = z (t) п . в . на I (т . е. 

х{п) £ г ( ! " ) ) . Проверим, что х ЕЕ Lp (1). Если /? = оо , то это очевидно . 
Если р< о о , то по лемме Ф а т у 

Итак , установлено , что х ЕЕ WPiT (I\ Qk) и х{к> (0) = 1. П о к а ж е м , что х — 
решение задачи (11) . Действительно , так как х^ с х о д и т с я слабо к Жп\ 
то И х^ \\r <^ l i m И х(т | | г , и п о э т о м у с учетом (28) будем иметь! 

т-*оо 

S n = l i m (а II х п | | Р + Ь И а£> | | r ) > !1™ « И * т ИР + 

+ l i m 6 1*^11,. > а Ja; В Р + 6 И » ) | | г. 
т-юо 

Доказательство существования решения в задаче (12) проводится анало­
гично . Н о м о ж н о также в о с п о л ь з о в а т ь с я предложением из п. 1, рассматри­
вая (12) как двойственную задачу к (11) при p = f и г = s'. 

в) По предыдущему с у щ е с т в у ю т решения х и у задач (11) и (12) соответ ­
ственно и значения этих задач равны. Из редукции задачи (22) к (12) с р а з у 
следует , что пара у* = (г/*, г/*), где = (—1 и у% = (—l)*-* - i# ,— 
решение задачи (22) . Далее , так как ф (у*) ^> — оо , то было показано , что 
<Р ( ^* ) = — {iVit ХУ + ( # 2 , # ( п ) > ) для л ю б о г о x Œ А. П о л о ж и в теперь х = 
= ;г, будем иметь 

оо оо 

a\\±\\p + b H #*> | | г = (— 1)*+! jj #< n >d* + (— 1 ) п - к jj x^ydt. (29) 

о о 
По неравенству Гельдера 

оо оо 

(- $ *#«)dt < $ I x 11 # * > I Л < H * | | P II #») \\p- < а Ц * | | p ) (30) 
0 0 

oo oo 
( - i ) » - * $ * < » t y d * < $ | ^ n > / ^ | ^ < | | ^ n > | | r | | y K 6 | U ( " M l r - (31) 

0 0 

Вследствие (29) все неравенства в (30) и (31) я в л я ю т с я равенствами, 
В частности , || у™ \\р>у = а, \\у\\г* = Ь. 

П у с т ь сначала р ^> 1. Т о г д а , как известно , в т о р о е равенство в (30) о з ­
начает, что I г/(п> \ p t = X I x\р для н е к о т о р о г о Х^>0. Интегрируя , п о л у ч и м , 
что X = ар' II х \\р

р. Далее , так как (— 1)к+1ху^ < |х\ | #(n> | — №р' \ х\р1р' \±\ = 
= №р' I х | р , то функция / = WP' I х \ р — ( — 1 ) * + 1 # W > 0 п. в . на В + . 

С д р у г о й с т о р о н ы , из п е р в о г о равенства в (30) вытекает, что] интеграл от / 
равен н у л ю п о с л е д о в а т е л ь н о , ( — 1 ) к + 1 х у ^ п ^ = № № \ £ \ Р = W P F \х\Р~Ч s ign х 
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п. в . на Л+. Деля теперь это равенство на ( — 1 ) к + 1 х (t), если x (t) Ф О, 
и учитывая выражение для Я, получим в т о р о е соотношение в (13) . Это с о о т ­
ношение верно и при x (t) = 0, так как | х | р и | у^ | р ' пропорциональны. 

П у с т ь р = 1. Тогда (-if+Чу^ < | x \ \ 0(»> | < | x \ || К а \ x | и, 
следовательно, g = а \ x | — ( — 1 ) к + 1 х у ^ > 0 п. в . на Л+. Интеграл 
от g равен н у л ю вследствие равенства первого и последнего членов в (30) , 
и п о э т о м у точно так ж е , как и выше, получаем, что второе равенство в (13) 
имеет место и при р = 1. 

Справедливость первого соотношения в (13) проверяется совершенно 
аналогично с использованием равенств (31) . Теорема доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. а ) . П у с т ь сначала р < оо . 
Т а к как Qk d %к и » f c = / * \ « * , то Qk U » * = в [Jk \ (Qk [j Щ)] = 
= @ (3tfe \ Qk) = Qk. Применяя теперь последовательно равенства (14) 
и (19) , утверждение а) теоремы 2 и равенство (15) , получим 

Кп (A; p , г; Л; Qk) = [ а « (1 - а ) * - * Sn (A; p, г; j ß ; Qk; 1, l ) ] " 1 = 

= [ а « (1 - a ) 1 " " S n yk; p, r ; Я + ; Ç f c U 2"T, 2 ~ ) ] " i = 

= [ « Œ (1 - a ) 1 - « S*(w — A — l ; r ' , p ' ; JK+; 2 ~ , 2 ~ ) ] - i _ 

= [ а « (1 - a ) i - 2 v Z n (га - A - 1 ; r', p ' ; ft)]-*. 

П у с т ь r^> 1. Тогда г ' < оо , и, учитывая п р о с т о е соотношение Qk = 
= Qk U S8fc, будем иметь последовательным применением равенств (14 ) , 
теоремы 2 и равенств (20) и (15) 

Кп (га - k - 1 ; г', р ' ; В + ; (? ; ) = [(1 - a ) i - « а « 5 п (л — А — 1; г', р ' ; 

( ? ; ; 1, l ) ] - i = [ а - (1 - a ) i - « ^ (A; p , r; К + ; Ç f c (J » t ; 1, l ) ] " 1 = 

= [ а « (1 - a ) i - « 5 * (A; p , г; В ; Ç , ; 2 ~ , 2 ~ ) ] " i = 

= [ а « (1 - <z)i-« 2 v Z n (А; р , г; В; Q^]'1. 
Этим доказано утверждение а) теоремы. 

б ) . П о с к о л ь к у г ^> 1, то по теореме 2 существует решение х задачи £ х = 
= (A; p, r; Л; Qk; 1/2, 1/2). П о лемме 4 (см. ее доказательство) м о ж н о считать 
что х четная или нечетная функция в зависимости от четности или нечетно­
сти А, и ее сужение на Л+ является решением задачи £ 2 = (А; р , г; Л+\ 
Qk U ® Ъ , 2 - 1 / Р ' , 2"" 1 / г ' ) . Далее, так как р < оо , то существует решение у 
двойственной задачи £* = ( п — & — 1; r \ p'î J^+î 2 " 1 / r ' , 2 _ 1 / Р ' ) , с вя ­
занное с х соотношениями (13) , которые в данном случае есть в точности ( 3 ) . 
Остается теперь только заметить, что по лемме 3 решения £ х и £ | с у т ь э к с т р е ­
мальные функции в неравенствах \ = (А; р , г; Л; Qk) и = (га — А — 1> 
r ' , p ' ; J î + ; Çfe) соответственно . Теорема доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. М н о ж е с т в о % к = 0 тогда 
и только тогда, когда га <^ 2 или га = 3 и А = 1. Следовательно, т о л ь к о 
в этих случаях Кп (I) и 7ГП (£ ' ) (одновременно) — наилучшие константы 
в неравенствах типа ( 1 ) . Величины К2 (I; о о , / ? ' ; 2 ) при 1 ^ р ' < ; оо и 
К3 ( 1 ; оо , p ' ; I) при 1 < p ' < оо ( I = . ß или J = JB +) найдены В . В . А р е -
стовым [ 7 ] , причем первые две— в явном виде (случай р' = оо соответствует 
известным неравенствам Э. Ландау (I = J B + ) И Д . Адамара (I = Л)). П о ­
следние |две константы вычислены А . Н . К о л м о г о р о в ы м [8] (I = Л) и 
А . П . М а т о р и н ы м [ 9 ] (I = Л+). Теперь соотношения (4 )—(7) с р а з у с л е д у ю т 
из этих результатов и пункта а) теоремы 1. Следствие 1 доказано . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2 . П о теореме Фань Цзы 
0 минимаксе [10] м о ж н о переставить inf и sup местами в формуле ( 8 ) . Тогда 
легко видеть, что Еп есть значение следующей задачи: 

^ > ; ( 0 ) - Л П И Р - > 8 и р , | | ^ ) | | г < 1 , xŒWlr(I;Qk). 

Далее , точно так ж е как в лемме 3, устанавливается , что 

Кп (k; p , г; Т ; Qk) = or* (1 - а)^'а) NaEn'a (N; к; р , г; I; Qk). (32) 

Это соотношение при Qk = 0 ранее доказано В . Н . Г а б у ш и н ы м [ И ] . 

Т р е б у е м о е равенство есть теперь п р о с т о е следствие формулы (32) и п е р ­

в о г о утверждения теоремы 1. Следствие 2 доказано . 

Сделаем несколько замечаний. 

1) Теорема 2 остается справедливой для задачи (11) и (12 ) , рассматривае­

м ы х на конечном отрезке (например, для периодических функций) . Т а к что 

и в этом случае п о л у ч а ю т с я некоторые двойственные соотношения м е ж д у 

верхними гранями п р о м е ж у т о ч н ы х производных ( в о о б щ е г о в о р я , в точке) 

при ограничениях на сами функции и их старшие производные . 

2) М о ж н о показать , что теорема 1 верна и для пар неравенств вида 

1 = (А; оо, 1; I; Qk) и £' = (п — к — 1; оо, v; Г; Q'k), где Qk CZ a v сим­

волизирует пространство V (I'). 
3) Соотношения (3) м о г у т быть получены в ряде случаев и из д р у г и х 

соображений , 1 например применение принципа максимума Понтрягина 

к задаче (11) (см. по этому п о в о д у р а б о т у автора [ 1 2 ] , где вычислены точные 

константы и найдены экстремальные функции в паре двойственных неравенств 

I = (к; p , оо ; J ; 0) и È' = ( 2 - Ä - 1; 1; р ' ; Г; 0 ) , 1 < р < оо, к = 0, 1. 

В заключение автор благодарит В . М . Т и х о м и р о в а за внимание к р а б о т е . 
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