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Исследуется обратная спектральная задача для дифференциальных операторов Штурма–Лиувилля на графе-еже с обоб-

щенными условиями склейки во внутренних вершинах и с краевыми условиями Дирихле в граничных вершинах. Приведена

теорема единственности восстановления потенциалов по заданным спектральным характеристикам, получено конструктив-

ное решение обратной задачи.
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1. В статье исследуется обратная спектральная задача для дифференциальных операторов вто-

рого порядка на графе-еже, имеющих цикл и произвольное число граничных ребер. При этом рас-

сматриваются обобщенные условия склейки во внутренних вершинах и краевые условия Дирихле

в граничных вершинах. Прямые и обратные задачи для дифференциальных операторов на графах

(пространственных сетях) часто возникают в естествознании и технике (см. [1–4]). Отметим, что

обратные спектральные задачи восстановления дифференциальных операторов на деревьях (т. е. на

графах без циклов) исследовались в [3–4]. Более сложные задачи на графах с циклом изучались в

[5–7] и других работах, но только в весьма частном случае так называемых стандартных условий

склейки. В частности, задачи на графе-еже рассматривались в [6]. В данной статье рассматривают-

ся операторы Штурма–Лиувилля на графе-еже с обобщенными условиями склейки (см. определения

в п. 2). Этот класс условий склейки встречается в приложениях и порождает новые качественные

трудности в исследовании нелинейных коэффициентных обратных задач. Для изучения этого класса

обратных задач мы развиваем идеи метода спектральных отображений [8–9]. Кроме того, важную

роль в исследовании играет вспомогательная обратная задача для квазипериодических операторов с

условиями разрыва во внутренних точках. Основными результатами данной работы являются теоре-

ма единственности и конструктивная процедура построения решения обратной задачи для операторов

Штурма–Лиувилля на графе-еже с обобщенными условиями склейки во внутренних вершинах и с

краевыми условиями Дирихле в граничных вершинах.

2. Рассмотрим компактный граф G в R
m с множеством ребер E = {e0, . . . , er}, где e0 — цикл,

E
′ = {e1, . . . , er} — граничные ребра. Пусть {v1, . . . , vr+N} — множество вершин, где V = {v1, . . . , vr},

vk ∈ ek — граничные вершины, а U = {vr+1, . . . , vr+N} — внутренние вершины, U = E
′ ∩ e0. Цикл e0

состоит из N частей: e0 = er+1 ∪ . . . ∪ er+N , er+k = [vr+k, vr+k+1], k = 1, N , vr+N+1 := vr+1.

Каждое граничное ребро ej , j = 1, r имеет начальную точку в vj и конечную точку на множестве U .

Множество E
′ состоит из N групп ребер: E

′ = E1 ∪ . . . ∪ EN ,Ek ∩ e0 = vr+k. Пусть rk — число

ребер в Ek; r = r1 + · · · + rN . Обозначим m0 = 1, mk = r1 + · · · + rk, k = 1, N . Тогда Ek = {ej},

j = mk−1 + 1,mk. Ребро ej ∈ Ek представляет собой отрезок ej = [vj , vr+k]. Например, граф G

с N = 3 и r = 4 изображен на рис. 1.
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Рис. 1

Пусть Tj — длина ребра ej , j = 1, r + N , а T := Tr+1 + . . . + Tr+N — длина цикла e0. Положим

b0 = 0, bk = Tr+1 + . . . + Tr+k, k = 1, N . Тогда bN = T . Каждое ребро ej , j = 1, r + N параметри-

зуется параметром xj ∈ [0, Tj ], где xj = 0 соответствует вершине vj . Весь цикл e0 параметризуется

параметром x ∈ [0, T ], где x = xr+j + bj−1 при xr+j ∈ [0, Tr+j ], j = 1, N .

Интегрируемая функция Y на G имеет вид Y = {yj}j=1,r+N , где функция yj(xj), xj ∈ [0, Tj ] опре-

делена на ребре ej . Функция y(x), x ∈ [0, T ], на цикле e0 имеет вид y(x) = yr+j(xr+j), j = 1, N . Пусть

Q = {qj}j=1,r+N — интегрируемая вещественная функция на G; Q называется потенциалом. Функция

q(x), x ∈ [0, T ], имеет вид q(x) = qr+j(xr+j), j = 1, N . Рассмотрим следующее дифференциальное

уравнение на G:

−y′′
j (xj) + qj(xj)yj(xj) = λyj(xj), xj ∈ [0, Tj ], j = 1, r + N, (1)

где λ — спектральный параметр, функции yj , y′
j , j = 1, r + N — абсолютно непрерывны на [0, Tj ] и

удовлетворяют следующим условиям склейки в каждой внутренней вершине vµ+1, µ = r + 1, r + N :

yµ+1(0) = αjyj(Tj) для всех ej ∈ E
′
µ−r+1,

y′
µ+1(0) − hµ+1yµ+1(0) =

∑

ej∈E ′

µ−r+1

βjy
′
j(Tj),















(2)

причем yr+N+1 := yr+1, hr+N+1 := hr+1, EN+1 := E1, E
′
µ−r+1 := Eµ−r+1∪eµ. Здесь αj , bj и hj — веще-

ственные числа, αjβj 6= 0. Для определенности пусть αjβj > 0. Условия (2) являются обобщениями,

так называемых стандартных условий склейки (см. [6]), где αj = βj = 1, hj = 0.

Рассмотрим краевую задачу B0 на G для уравнения (1) с условиями склейки (2) и с краевыми

условиями Дирихле в граничных вершинах v1, . . . , vr:

yj(0) = 0, j = 1, r.

Через Λ0 = {λn0}n≥0 обозначим собственные значения (с учетом кратностей) задачи B0. Рассмотрим

также краевые задачи Bν1,...,νp
, p = 1, r, 1 ≤ ν1 < . . . νp ≤ r, для уравнения (1) с условиями склейки (2)

и с краевыми условиями:

y′
k(0) = 0, k = ν1, . . . , νp, yj(0) = 0, j = 1, r, j 6= ν1, . . . , νp.

Пусть Λν1,...,νp
:= {λn,ν1,...,νp

}n≥0 — спектр задачи Bν1,...,νp
.

Важную роль при решении обратных задач на графе играет вспомогательная квазипериодическая

краевая задача на цикле с условиями разрыва во внутренних точках. Параметры этой задачи зависят

от параметров задачи B0. Точнее, введем вещественные числа γj , ηj (j = 1, N − 1), h, α, β по
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формулам

γj =

√

αr+j

βr+j

, ηj = γjhr+j+1, j = 1, N − 1, h = hr+1,

α = αr+N

N−1
∏

j=1

γj

N−1
∏

j=1

βr+j , β =

N−1
∏

j=1

γj

N
∏

j=1

βr+j .























(3)

Ясно, что αβ > 0, γj > 0, j = 1, N − 1. Используя эти параметры, рассмотрим краевую задачу B на

цикле e0:

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), x ∈ (0, T ), (4)

y(0) = αy(T ), y′(0) − hy(0) = βy′(T ), (5)

y(bj + 0) = γjy(bj − 0), y′(bj + 0) = γ−1
j y′(bj − 0) + ηjy(bj − 0), j = 1, N − 1. (6)

Пусть S(x, λ) и C(x, λ) — решения уравнения (4), удовлетворяющие условиям разрыва (6) и началь-

ным условиям S(0, λ) = C ′(0, λ) = 0, S′(0, λ) = C(0, λ) = 1. Положим ϕ(x, λ) = C(x, λ) + hS(x, λ).

Собственные значения {λn}n≥1 задачи B совпадают с нулями характеристической функции:

a(λ) = αϕ(T, λ) + βS′(T, λ) − (1 + αβ). (7)

Обозначим d(λ) := S(T, λ), Q(λ) = αϕ(T, λ) − βS′(T, λ). Все нули {zn}n≥1 целой функции d(λ)

являются простыми, т. е. ḋ(zn) 6= 0, где ḋ(λ) :=
d

dλ
d(λ). Положим Mn = −d1(zn).ḋ(zn), где

d1(λ) := C(T, λ). Последовательность {Mn}n≥1 называется последовательностью Вейля. Обозначим

ωn = signQ(zn), Ω = {ωn}n≥1.

Выберем и зафиксируем по одному ребру eξi
∈ Ei из каждого блока Ei, i = 1, N ,

т. е. mi−1 + 1 ≤ ξi ≤ mi. Через ξ := {k : k = ξ1, . . . , ξN} обозначим множество индексов ξi, i = 1, N .

Пусть αj и βj , j = 1, r + N , известны априoри. Обратная задача ставится следующим образом.

Обратная задача 1. Даны 2N +r−N спектров Λj , j = 0, r, Λν1,...,νp
, p = 2, N , 1 ≤ ν1 < . . . < νp ≤ r,

νj ∈ ξ и Ω, построить потенциал Q на G и H := [hj ]j=r+1,r+N .

Эта обратная задача является обобщением классических обратных задач для операторов Штурма–

Лиувилля на интервале и на графах.

Сформулируем теорему единственности решения обратной задачи 1. Для этого наряду с q рас-

смотрим потенциал q̃. Условимся, что если некоторый символ a обозначает объект, относящийся к q,

то ã будет обозначать аналогичный объект, относящийся к q̃.

Теорема 1. Если Λj = Λ̃j , j = 0, r, Λν1,...,νp
= Λ̃ν1,...,νp

, p = 2, N , 1 ≤ ν1 < . . . < νp ≤ r, νj ∈ ξ,

Ω = Ω̃, то Q = Q̃ и H = H̃.

Эта теорема будет доказана в п. 4. Мы также дадим там конструктивную процедуру решения об-

ратной задачи 1. В п. 3 мы изучим свойства спектральных характеристик и приведем вспомогательные

утверждения.

3. Пусть Sj(xj , λ), Cj(xj , λ), j = 1, r + N , xj ∈ [0, Tj ] — решения уравнения (1) на ребре ej при

начальных условиях:

Sj(0, λ) = C ′
j(0, λ) = 0, S′

j(0, λ) = Cj(0, λ) = 1. (8)

При каждом xj ∈ [0, Tj ] функции S
(ν)
j (xj , λ), C

(ν)
j (xj , λ), j = 1, r + N , ν = 0, 1 являются целыми по λ

порядка 1/2.

Теорема 2. При k = 1, N − 1, ν = 0, 1 справедливы соотношения

S(ν)(bk+1 − 0, λ) = γkS(bk − 0, λ)C
(ν)
r+k+1(Tr+k+1, λ) + γ−1

k S′(bk − 0, λ)S
(ν)
r+k+1(Tr+k+1, λ)+
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+ηkS(bk − 0, λ)S
(ν)
r+k+1(Tr+k+1, λ), (9)

C(ν)(bk+1 − 0, λ) = γkC(bk − 0, λ)C
(ν)
r+k+1(Tr+k+1, λ) + γ−1

k C ′(bk − 0, λ)S
(ν)
r+k+1(Tr+k+1, λ)+

+ηkC(bk − 0, λ)S
(ν)
r+k+1(Tr+k+1, λ). (10)

В самом деле, зафиксируем k = 1, N − 1. Let x ∈ [bk, bk+1], т. е. x = xr+k+1 + bk, xr+k+1 ∈

∈ [0, Tr+k+1]. Используя фундаментальную систему решений Sr+k+1(xr+k+1, λ), Cr+k+1(xr+k+1, λ),

на er+k+1, получаем:

S(ν)(x, λ) = A(λ)C
(ν)
r+k+1(xr+k+1, λ) + B(λ)S

(ν)
r+k+1(xr+k+1, λ), ν = 0, 1.

Учитывая условия (8) при j = r + k + 1, находим коэффициенты A(λ) и B(λ) и приходим к (9).

Соотношение (10) доказывается аналогично.

Пусть λ = ρ2, τ := Im ρ ≥ 0, Π := {ρ : τ ≥ 0}, Πδ := {ρ : arg ρ ∈ [δ, π − δ]}, δ ∈ (0, π/2).

Следующая теорема описывает асимптотическое поведение S(x, λ) и C(x, λ) на каждом интервале

x ∈ (bj , bj+1) (см. [10]).

Теорема 3. Фиксируем j = 1, N − 1. При x ∈ (bj , bj+1), ν = 0, 1, m = 1, 2, |ρ| → ∞ имеем:

S(ν)(x, λ) =
(

j
∏

k=1

ξ+
k

) dν

dxν

( sin ρx

ρ
+

j
∑

k=1

∑

1≤µ1<...<µk≤j

(

k
∏

i=1

ξ−µi

ξ+
µi

) sin(ραµ1,...,µk
(x))

ρ

)

+ O(ρν+m−3eτx),

C(ν)(x, λ) =
(

j
∏

k=1

ξ+
k

) dν

dxν

(

cos ρx +

j
∑

k=1

∑

1≤µ1<...<µk≤j

(

k
∏

i=1

ξ−µi

ξ+
µi

)

cos(ραµ1,...,µk
(x))

)

+ +O(ρν+m−3eτx),

где

ξ±j :=
γj + γ−1

j

2
, αµ1,...,µk

(x) := 2

k
∑

i=1

(−1)i−1bµi
+ (−1)kx.

Используя теорему 1, получаем при |ρ| → ∞, ρ ∈ Πδ:

a(λ) =
(α + β)ξ

2
e−iρT [1], d(λ) = −

ξ

2iρ
e−iρT [1], ξ :=

N−1
∏

j=1

ξ+
j . (11)

Кроме того,

a(λ) = O(eτT ), d(λ) = O(ρ−1eτT ), |ρ| → ∞, ρ ∈ Π. (12)

Фиксируем k = 1, r. Пусть Φk = {Φkj}j=1,r+N — решение уравнения (1), удовлетворяющее (2) и

краевым условиям:

Φkj(0, λ) = δjk, j = 1, r, (13)

где δjk — символ Кронекера. Обозначим Mk(λ) := Φ′
kk(0, λ), k = 1, r. Функция Mk(λ) на-

зывается функцией Вейля относительно граничной вершины vk. Положим M1
kj(λ) := Φkj(0, λ),

M0
kj(λ) := Φ′

kj(0, λ). Тогда

Φkj(xj , λ) = M1
kj(λ)Cj(xj , λ) + M0

kj(λ)Sj(xj , λ), xj ∈ [0, Tj ], j = 1, r + N, k = 1, r. (14)

В частности, M1
kk(λ) = 1, M0

kk(λ) = Mk(λ). Подставляя (14) в (2) и (13), получаем линейную алгеб-

раическую систему Dk относительно Mν
kj(λ), ν = 0, 1, j = 1, r + N . Определитель ∆0(λ) системы Dk

не зависит от k и имеет вид

∆0(λ) = σ(λ)
(

a0(λ) +
N

∑

k=1

∑

1≤µ1<...<µk≤N

aµ1...µk
(λ)

k
∏

i=1

(

∑

ej∈Eµi

Ωj(λ)
))

, (15)

68 Научный отдел



В. А. Юрко. Об обратной задаче для дифференциальных операторов на графе-еже

где

σ(λ) =

r
∏

j=1

(αjSj(Tj , λ)), Ωj(λ) =
βjS

′
j(Tj , λ)

αjSj(Tj , λ)
, (16)

a0(λ) = a(λ), a1(λ) = αd(λ). (17)

Отметим, что коэффициенты a0(λ) и aµ1...µk
(λ) в (17) зависят только от S

(ν)
j (Tj , λ) и C

(ν)
j (Tj , λ) при

j = r + 1, r + N , и (17) следует из теоремы 2. Нам не потребуется конкретных формул для остальных

коэффициентов aµ1...µk
(λ). Функция ∆0(λ) является целой по λ порядка 1/2, и ее нули совпада-

ют с собственными значениями краевой задачи B0. Функция ∆0(λ) называется характеристической

функцией для B0. Пусть ∆ν1,...,νp
(λ), p = 1, r, 1 ≤ ν1 < . . . < νp ≤ r получаются из ∆0(λ) заменой

S
(ν)
j (Tj , λ) на C

(ν)
j (Tj , λ) при j = ν1, . . . , νp, ν = 0, 1. Точнее,

∆ν1,...,νp
(λ) = σν1,...,νp

(λ)
(

a0(λ) +

N
∑

k=1

∑

1≤µ1<...<µk≤N

aµ1...µk
(λ)×

×
k

∏

i=1

(

∑

ej∈Eµi
, j 6=ν1,...,νp

Ωj(λ) +
∑

ej∈Eµi
, j=ν1,...,νp

Ω0
j (λ)

))

, (18)

где

σν1,...,νp
(λ) =

r
∏

j=1, j 6=ν1,...,νp

(αjSj(Tj , λ))
∏

j=ν1,...,νp

(αjCj(Tj , λ)), Ω0
j (λ) =

βjC
′
j(Tj , λ)

αjCj(Tj , λ)
. (19)

Функция ∆ν1,...,νp
(λ) является целой по λ порядка 1/2, и ее нули совпадают с собственными значе-

ниями краевой задачи Bν1,...,νp
. Функция ∆ν1,...,νp

(λ) называется характеристической функцией для

Bν1,...,νp
.

Решая алгебраическую систему Dk по формулам Крамера, получаем Ms
kj(λ) = ∆s

kj(λ)/∆0(λ),

s = 0, 1, j = 1, r + N , где определитель ∆s
kj(λ) получается из ∆0(λ) заменой столбца при Ms

kj(λ) на

столбец свободных членов. В частности,

Mk(λ) = −
∆k(λ)

∆0(λ)
, k = 1, r. (20)

Равномерно по xj ∈ [0, Tj ] имеем (см. [8]):

S
(ν)
j (xj , λ) =

1

2iρ

(

(iρ)ν exp(iρxj)[1] − (−iρ)ν exp(−iρxj)[1]
)

, ρ ∈ Π, |ρ| → ∞, (21)

C
(ν)
j (xj , λ) =

1

2

(

(iρ)ν exp(iρxj)[1] + (−iρ)ν exp(−iρxj)[1]
)

, ρ ∈ Π, |ρ| → ∞. (22)

Кроме того, при каждом фиксированном xk ∈ [0, Tk):

Φ
(ν)
kk (xk, λ) = (iρ)ν exp(iρxk)[1], ρ ∈ Πδ, |ρ| → ∞.

В частности, Mk(λ) = (iρ)[1], ρ ∈ Πδ, |ρ| → ∞.

Используя (15), (21), (22), (11) и (12), известным методом (см., например, [9]) получаем следующие

свойства характеристической функции ∆0(λ) и собственных значений Λ0 краевой задачи B0.

1. При ρ ∈ Π, |ρ| → ∞,

∆0(λ) = O
(

|ρ|−r exp
(

τ

r+N
∑

j=1

Tj

))

.

2. Существуют h > 0, Ch > 0, такие, что

|∆0(λ)| ≥ Ch|ρ|
−r exp

(

τ

r+N
∑

j=1

Tj

)
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при τ ≥ h. Следовательно, собственные значения λn0 = ρ2
n0 лежат в области 0 ≤ τ < h.

3. При n → ∞

ρn0 = ρ0
n0 + O

( 1

ρ0
n0

)

,

где λ0
n0 = (ρ0

n0)
2 — собственные значения краевой задачи B0 с Q = 0 и H = 0.

Характеристические функции ∆ν1,...,νp
(λ) имеют аналогичные свойства. В частности, при ρ ∈ Π,

|ρ| → ∞, имеем:

∆ν1,...,νp
(λ) = O

(

|ρ|p−r exp
(

τ

r+N
∑

j=1

Tj

))

.

Используя свойства характеристических функций и теорему Адамара, получаем, что задание

спектра Λ0 однозначно определяет характеристическую функцию ∆0(λ), т.е. если Λ0 = Λ̃0, то

∆0(λ) ≡ ∆̃0(λ). Аналогично, если Λν1,...,νp
= Λ̃ν1,...,νp

, то ∆ν1,...,νp
(λ) ≡ ∆̃ν1,...,νp

(λ). Характери-

стические функции могут быть построены с помощью соответствующих бесконечных произведений

(подробнее см. [8]).

4. В этом параграфе мы получим конструктивную процедуру решения обратной задачи 1 и дока-

жем его единственность.

Фиксируем k = 1, r и рассмотрим следующую вспомогательную обратную задачу IP(k) на ребре ek.

IP(k). Даны два спектра Λ0 и Λk, построить qk(xk), xk ∈ [0, Tk].

Теорема 4. Фиксируем k = 1, r. Задание двух спектров Λ0 и Λk однозначно определяет потен-

циал qk на ребре ek.

Решение задачи IP(k) может быть получено методом спектральных отображений [8–9].

Теперь изучим следующую вспомогательную обратную задачу IP(0) на цикле e0. Рассмотрим

краевую задачу B вида (4)–(6), где параметры задачи B0 определяются из (3), причем α, β известны.

IP(0). Даны a(λ), d(λ) и Ω, построить q(x), x ∈ [0, T ], h, γj и ηj , j = 1, N − 1.

Эта обратная задача решена в [10], где получено следующее утверждение.

Теорема 5. Задание a(λ), d(λ) и Ω однозначно определяет q(x), h, γj и ηj, j = 1, N − 1. Решение

задачи IP(0) может быть найдено по следующему алгоритму.

Алгоритм 1.

1. Строим D(λ) = a(λ) + (1 + αβ).

2. Находим нули {zn}n≥1 целой функции d(λ).

3. Вычисляем Q(zn) по формуле Q(zn) = ωn

√

D2(zn) − 4αβ.

4. Строим d1(zn) = (D(zn) + Q(zn))/(2α).

5. Вычисляем последовательность Вейля {Mn}n≥1 по формуле Mn = −d1(zn)/ḋ(zn).

6. По данным {zn,Mn}n≥1 строим q(x), γj , ηj , j = 1, N − 1, решая разрывную обратную задачу

(см. [11]).

7. Находим S(T, λ), S′(T, λ) и C(T, λ).

8. Вычисляем h, используя (7).

Перейдем к решению обратной задачи 1. Сначала дадим доказательство теоремы 1. Пусть Λk = Λ̃k,

k = 0, r, Λν1,...,νp
= Λ̃ν1,...,νp

, p = 2, N , 1 ≤ ν1 < . . . < νp ≤ r, νj ∈ ξ и Ω = Ω̃. Тогда

∆k(λ) ≡ ∆̃k(λ), k = 0, r,

∆ν1,...,νp
(λ) ≡ ∆̃ν1,...,νp

(λ), p = 2, N, 1 ≤ ν1 < . . . < νp ≤ r, νj ∈ ξ.

Кроме того, в силу (3) имеем γj = γ̃j , j = 1, N − 1, α = α̃, β = β̃. Используя теорему 4, получаем

qk(xk) = q̃k(xk) п.в. на [0, Tk], и, следовательно,

Ck(xk, λ) ≡ C̃k(xk, λ), Sk(xk, λ) ≡ S̃k(xk, λ), k = 1, r. (23)
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В силу (16), (19) и (23) имеем:

σ(λ) ≡ σ̃(λ), σν1,...,νp
(λ) ≡ σ̃ν1,...,νp

(λ), Ωj(λ) ≡ Ω̃j(λ), Ω0
j (λ) ≡ Ω̃0

j (λ), j = 1, r.

Используя (15) и (18), получаем, в частности, a0(λ) = ã(λ), a1(λ) = ã1(λ). С учетом (17) это дает

a(λ) = ã(λ), d(λ) = d̃(λ).

Из теоремы 5 следует, что qk(xk) = q̃k(xk) п. в. на [0, Tk], k = r + 1, r + N , h = h̃, ηj = η̃j , j = 1, N − 1.

Учитывая (3), получаем H = H̃. Теорема 1 доказана.

Решение обратной задачи 1 может быть найдено по следующему алгоритму.

Алгоритм 2. Даны Λk, k = 0, r, Λν1,...,νp
, p = 2, N , 1 ≤ ν1 < . . . < νp ≤ r, νj ∈ ξ, Ω.

1. Строим ∆k(λ) и ∆ν1,...,νp
(λ).

2. Вычисляем γj , j = 1, N − 1, α и β, используя (3).

3. При каждом k = 1, r решаем обратную задачу IP(k) и находим qk(xk), xk ∈ [0, Tk].

4. Для k = 1, r строим Ck(xk, λ) и Sk(xk, λ), xk ∈ [0, Tk].

5. Вычисляем a(λ) и d(λ), используя (15), (17) и (18).

6. По a(λ), d(λ) и Ω строим qk(xk), [0, Tk], k = r + 1, r + N , h и ηj , j = 1, N − 1.

7. Используя (3), строим H.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00134).
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An inverse spectral problem is studied for Sturm–Liouville differential operators on hedgehog-type graphs with generalized matching

conditions in the interior vertices and with Dirichlet boundary conditions in the boundary vertices. A uniqueness theorem of recovering

potentials from given spectral characteristics is provided, and a constructive solution for the inverse problem is obtained.
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