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Приводится аналитическое решение задачи фильтрации жидкости в прямоугольной области при на­
личии галерей скважин, когда граница области содержит линии сброса и контуры питания. Для 
стационарного случая найдены суммы рядов, входящих в решение исходной математической модели, 
а распределение напоров представляется в виде комбинации гиперболических функций. 

SIMULATION OF THE STREAM 
WHEN GALLERIES OF CHINKS ARE IN THE LAYER 
CONTAINING A POOR PENETRATING SEAM 

M.B. Baklushin, H.A. Muzafarov, SJ. Pulatov 

Tashkent State University 

The analytical solution of the liquid filtration problem in the rectangular field when there 
are galleries of chinks and the border of the field contains the lines of throw off and the 
contours of feeding is presented. The sums of rows which are in the solution of the initial 
mathematical model are found for stational case and the distribution of forces is presented 
as the combination of hyperbolic functions. 

Введение. В последнее время индустриализация и активные антропогенные 
воздействия на окружающую среду привели к неблагоприятным экологаческим 
ситуациям во многих регионах нашей планеты. Проблемы, связанные с исследо­
ванием экологических процессов, являются наиболее актуальными и требуют 
незамедлительных решений с использованием современных методов исследований 
[1] и средств мощных вычислительных систем [2,3] для реализации параллель­
ных алгоритмов. 

Научно обоснованные расчеты необходимы для изучения сложных фильтра­
ционных течений грунтовых вод при наличии различного рода дренажных соору­
жений [4,5,6]. Аналогичные расчеты приходится производить в задачах мигра­
ции влаги и загрязнений при прогнозе гидрохимического режима почвогрунтов 
и грунтовых вод, при орошении, промывках и осушении земель [7]. 

Достаточно указать на то, что интенсивное развитие орошаемого земле­
делия в Средней Азии без должного обоснования и анализа взаимосвязи много­
образных природных условий привело как к изменению водно-солевого баланса 
почвогрунтов, так и к нарушению экологии в целом [8]. 
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Аналитические решения в слоях ограниченной протяженности, имеющих 
хорошо водопроницаемые напорные горизонты и прослойки с низкими коэффици­
ентами фильтрации, обычно при стационарном режиме содержат слабосходящиеся 
ряды. В некоторых случаях такие ряды удается просуммировать, что позволяет 
реализовать исходную математическую модель при малых затратах машинного 
времени на ЭВМ, а иногда - произвести расчеты по таблицам элементарных и 
специальных функций [9]. 

1. Математическое моделирование физического процесса. В качестве при­
мера рассматривается фильтрация в прямоугольной области при наличии гале­
рей скважин вертикального дренажа, совершенные фильтры которых помещены в 
слое с напором h(xty). 

Исходная математическая модель состоит из дифференциального уравнения 

d2h d2h kll 4i(y) 4i(x) 

OsxsL, Osysa, 
cp следующими граничными условиями: 

h(0.y)=h1( h(L.y)=h2, f | y = 0 = f | ^ = 0 , (2) 

где kn, « п , Г, Hv tf2, hv h2» L, a - постоянные физические величины, <5(г) 
- дельта-функция Дирака, точка (xvyt) является внутренней для расматрива-
емей области; 

q^yJsBnchCwyJcht^a-y^J + cMwy^chlcofa-yJDsMu)!), 
q2(x) =BTish(wx)sh[a>(L -хг)] + sh(a>x1)sh[a>(L -х) ] }sh(coa), 
B=coG/sh(cux1)sh[cw(L-x1)]ch(cyy1)ch[a>(a-y1)], 

-#,L f ?M^ZJLI1 . 1̂1 
sh(v^F"L) L •Mx^yj), 

ш » ' / с / 2 , с=кп / (лпГ). 
Функции Я\(у) и ЯгМ выбраны таким образом, чтобы значительная часть рас­
хода приходилась на скважину, помещенную в точку (х1,у1) пересечения гале­
рей. 

Введем функцию 

u(*,y) = -G(x,y), 
тогда уравнение (1) и условия (2) примут вид 

д2и д2и Ях(у)т/ Я2(*)„ х 



ФИЛЬТРАЦИЯ ЖИДКОСТИ ПРИ НАЛИЧИИ СКВАЖИН 85 

du, du, u(o,y)=u(Lty) = 0, —I =—I 
oy I y=o oy I y=a 

= 0. (4) 

Применим к (З) последовательно синус- и косинус-преобразования Фурье, 
тоща с учетом (4) получим 

» _ . Bsh(wa)sh(wL) ' - - пжх* ^ 4 r-rr(w[(-lHch[cu(a-y1)]+ch(a.y1)]sin—7--
л 2л 2 Л2я21 v u - " I -

+ р [ ( - D"+1sh[w(L-Xl)]+sh(a>X!)] c o s - ^ i \ . (5) 

При переходе к ориганалу в (5) с использованием следующих сумм рядов [1]: 

n s m L L 2sh[«(L-^)] 
л = 1а2+(£!2Г|2~ 2*sh(aL) ' 

(-D-^nsin^fi L 2 s h ( a f ) 

n = i a 2 + ( M } 2 2;rsh(aL)' 

[ ( - l ) " - l l n s i n L д r 8 h ( a g ) [ S h [ a ( L . e ) ] i 
n = i пга2+(П£Г)2-| "2«2Lsh(aL) sh(aL) J' 

( - l ) " s i i v 

»•» n[«2
+(p)2] 

=_£[_ rsh(«g) I 
2«2Lsh(aL) */Ly 

П Я | 0 П Я | 
• s i n _ L — s i n L 

cos cos L 

у g CT_ 

nil a> + [f)2 

L s h ( « | ) s h [ a ( L - | 0 ) ] 
2ash(aL) 

I s h ( a g 0 ) s h [ a ( I - g ) ] 
2ash(aL) 

och(aTj)ch[a(a-Tj0)] j 

a c h ( a j y 0 ) c h [ a ( a - ^ ) ] i 
2ash(aL) 2a 

J , Vo*V*°> 

найдем 

u(x,y)= * J ~ , v '[сИМа-у^]+0*1(0^)] x 
О С/ Oi l \ ' О La J 
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( sh(Hc^x)sh[v^c"(L-x1)] , 0 ^ х ^ х 1 э 

, 4nBsh(wa)sh(wL) " "[ ( -1)"+ г s h M i - X ! ) ] +sh(ojx1)] _ ^ п ю ^ 

ch(v^')ch[v„(CT-y1)], O s y s y 1 ( 

ch(V„yi)ch[V„(CT-y)], y i ^ y s a . 

, 2wBsh(wa)sh(wL) £ [ ( - D i c h [ m ( g - y 1 ) ] - » - c h ( a » y 1 ) ] ^ g y 

-^iP+ffiWM c°s ff x 

J sh(5Ax)sht5A(^-^i)b 0 ^ x ^ x a , 

| sh(5Ax1)sh[5A(L-x)]> x ^ x ^ L , 
(6) 

ще Vn=c + (;m/L)2, ?|=с + (яД/сг)2 

Суммы, входящие в соотношение (6), можно определить следующим обра­
зом. Легко показать, что функция 

u(x,y) = - q 

(sh(cox)ch(coy ) 
sh(o>x1 )ch(wy t ) ' 
sh(cox)chlco(a- у ) ] 
sh(coxt )ch[co(a-y г ) ] 
sh[o>(I-x) ] ch( coy ) 
sh[cy(L-x1) ] ch (coy г ) 

O^x^x г у уг*у*о, 

x a s x < L , О^у^у ! , 
СО 

. sh[aj(I-x) ] c h [ со (а- у )] < < < > 
^ Ь М 1 - х 1 ) ] с Ь [ а > ( а - у 1 ) Г X i - X - L > У 1 - У - * -

удовлетворяет уравнению 
д2и /dx2 + d2ti/dy2-2w2u = 0, 

условиям (4), а также соотношениям 

*У\у1¥ГдУ\у1-о" 

ди 

т 
ди Яг(у) 

хг 

(8) 

**\xt*o д*\х,-о Т 

Я\(У) <ЫХ) 
Условия (8) равносильны членам —•=,—^x-Xj) и —=—д(у-Уг), входящим 

в уравнение (3). Применив к (7) синус- и косинус-преобразования Фурье и 
производя сопоставление с (6), найдем 

2 Ф„(х,1-х1,у,а-у1) = 0(х ,1-х 1 ,у ,а-у 1 ) , O^x^Xj, 0^у^ух, 
п = 1 (9) 
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2 0nU,L-x1 ,y1 ,cr-y)=Q(x>L-x1 ,y1 ,a-y), 0*х*х1( у^у^сг, (10) 
л = 1 

где 

ch(Vnr3)sh(Vnr4)sin-jf--, 

ч (-l)"ch[o)(g-y1)]-t-ch(ct>y1) жпу 
Фп(г1(г2,г3,г4)= — — sh(5nr1)sh(5„r2)cos—^+ 

2nan[(-l)*+1sh[a>(L-xl)]+eh{mxl)) 

n(r l tr2 ,r3 .r4) = -^[sh(a)g)8h(a>z, )sh(wr1)sh(*rr2)cfa(wr3)Sh(wr4) + 

^ c h M a - y , ) ! * ^ ) 1 

v^2 <ysh(^2 wL) J 

Аналогично для других зон можно записать 

f On(x1,L-x,y,a-y1) = Q(x1,L-x,y,a-y1), x^x^L, 0^у^ух, (11) 
n = l 

00 

2 On(x1 ,L-x,y1 ,a-y)=Q(x1 ,L-x,y1>a-y), x^x^L, y ^ y ^ a . (12) 
n = l 

Напоры в хорошо водопроницаемом слое будут определяться формулой 
[ s h ( / c x) х ™-™-«^-<*-<Шги-''' 

sh(v/rcPx1) 

fshCv^c^Xj) хгУ 

- ( Ь 1 - Я 2 > 

sh( v ^ T l ) L 

sh(v^c"L) 

+Я^ [sh(v^cTl) L J 

O ^ x ^ X j , Qzy<y г , f sh(cax) сп(шу) 
sh(wx1 ) ch(a>y j ) ' 
sh(wx) c h [ c u ( a - y ) ] ~ _ _ _ 
sh(cox1)ch[co(a-y 1) ] i » ' i ' 
sh[a>(L-x) ] c h ( coy ) 
shlwtL-X!) ] ch (coy г ) xt*xsLf 0*y*y г , 

(13) 

sh[aj( i -x) 1 ch [ со (а-у )] 
I shlcyfL-Xj)] ch [СУ( a - y ^ ] ' , x x 25x^L, у x ^y^a . 

Задача легко обобщается на случай работы 2N галерей скважин, линии 
действия которых параллельны контурам питания и линиям сброса. Решение 
ищется в виде 
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h{x,y)=„2+{h2-„2)^^Hhl-H2f^^-^-HlL 
s h ( / c L) s h ( / c L) 

\sh(\^~c^x) x 

n = l 

s h ( / ^ L ) LJ 

(sh(cox)sh[w(L- x i)]ch[w(o-yi)]ch(coy), O^x^x if Q<y<yt, 
sh(cyx)sh[cu(L-x /)]ch[w(a-y)]ch(cuy /), O^x^x it у t <ysot 

sh(wx/ )sh [co(L -x)]ch[a»(a-y /)]ch(wy), x , ^x^L, O^y ^y , , 
I sh(<yx/)sh[w(L -x)]ch[a>(a-y)]ch(coy/), x t^x^Lt у 2 s y <a. 

Коэффициенты Л, определяются из условия, что при x = x/f y=yt: 
h=Ha\ 1=ТД 
Решение аналогичной нестационарной задачи при наличии в правой части 

уравнения (1) члена (l/a)(dh/dt) (a - коэффициент пьезопроводности) и за­
данного начального условия относительно функции h(x,y,0) значительно упро­
щается, если после применения интегрального преобразования Лапласа по вре­
менной переменной t использовать суммы рядов (9)-(12). Так, например, при 
начальном условии 

М*,у,0) = 
h2-ht 

— x + h x 

и при условиях (2) решение в области изображения имеет простой вид 

h(x,y,p)=r(x,s) + [h(x1,y1,p)-r(x1,s)]x 
Г ( х , у ) / 7 ( х 1 > У 1 ) , 
F(x,o-y)/F(x1 ,ст-ух) , 
Та-х,у)/7(1-хг ,У 1 ) , 
F ( L - x , c r - y ) / F ( L - x 1 , a - y 1 ) , 

О^Х25х1э 0*у*уг; 
O^x^Xj, уг *у*а; 
Xj^x^L, 0*у*уг; 
хг ^x^L, y x ^у^о, 

(14) 

где 

T ( x , s ) = ^ ps 
ai^-h^ip+R^ 

+ aht(p + R2) + ^ , Uh2-H2-H1L)sh(v/rs^x) + 
s h ( / s L) 

+ (h1-H2)sh[v^/7"(L-x)]] 

F(z1,z2) = sh(v/^v^,z1)ch((v/v~^z2); s = (p+ac)/a; v-s/2\ 
acH2 

* i = 
acH XL 
h?-hi' 

R,=-

p - параметр интегрального преобразования Лапласа; h(xltyvp)=>h(xltyltt) -
задаваемые значения напора в точке пересечения галерей скважин. 

Соотношение (14) является мероморфной функцией относительно р, поэто­
му переход к оригиналу осуществляется сравнительно просто. Замена (2) гра­
ничными условиями более общего вида приводит только к другим комбинациям 
гиперболических функций, входящих в F(x,y). 

2. Анализ полученных результатов. На рис.1 и 2 приведены поверхности 
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напоров h(x,y)t вычисленных по формуле (13) со следующими параметрами: 
L = 100 м, <7 = 150 м, hx = 14, h2 = 10, Я1 = 0> Я2 = 15, с = 10"3 для различных значений 
напоров в точках пересечения галерей. Результаты решения, как видно из 
рисунков, достаточно хорошо согласуются с качественными данными процесса. 

Рис. 1. 

Рис. 2. 
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