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В модели коллективного выбора Эрроу определяются меры на множествах коалиций и 
прогнозов на индивидуальные предпочтения. С их помощью характеризуется способность 
диктаторов быть представителями коллектива. Показывается, что среди них всегда суще­
ствует такой, который не соответствует своему названию и оказывается в большей сте­
пени представителем коллектива, чем диктатором в собственном смысле слова. 

"Когда совершается какое-нибудь событие, 
люди выражают свои мнения, желания о событии, 
и так как событие вытекает из совокупного дейст­
вия многих людей, то одно из выраженных мнений 
или желаний непременно исполняется, хотя прибли­
зительно. Когда одно из выраженных мнений ис­
полнено, мнение это связывается в нашем уме с 
событием, как предшествующее ему приказание." 

Л.Н. Толстой. "Война и мир", Эпилог, часть 2, VII. 

Введение 

Как известно, коллективный выбор в модели Эрроу совпадает с выбором некоторо­
го участника, назьюаемого диктатором [1], До недавнего времени сама возможность 
подмены коллективного выбора индивидуальным заведомо отвергалась, поэтому ре­
зультат Эрроу интерпретировался как "невозможность" рационального группового 
выбора, точнее, как несовместимость двух главных предпосылок модели: условия 
универсальности (осуществимости коллективного выбора при любых комбинациях 
индивидуальных предпочтений) и принципа независимого рассмотрения альтернатив 
(согласно которому групповой набор на каждой паре альтернатив определяется 
предпочтениями участников только на этих альтернативах). 
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Однако в свете относительно новых публикаций недопустимость диктатора в 
контексте модели Эрроу перестала казаться вполне очевидной. Решающую роль 
здесь сыграло обращение к бесконечным моделям. В 1970 г. П. Фишберн показал, 
что при счетном множестве участников диктатора может не быть [2]. Вскоре А. Кир-
ман и Д. Зондерманн пополнили модель Фишберна "невидимыми" участниками — 
точками бикомпактного расширения исходного множества участников — и устано­
вили существование диктатора, хотя бы и "невидимого" [3]. В 1980 г. (с исправ­
лениями 1985 г.) Т. Армстронг предложил ограничиться рассмотрением коалиций 
ненулевой меры и снова обосновал бесконечную модель коллективного выбора без 
диктатора [4, 5] . 

Из отсутствия диктатора в бесконечной модели вытекало, что и в конечной 
модели с большим числом участников доля собственно диктаторских решений исче-
зающе мала. Название диктатора, следовательно, оправдывалось в редких случаях, 
которые по аналогии с принципами математической статистики, где события с ма­
лыми вероятностями считаются невозможными, должны были бы истолковываться 
как достаточно нетипичные. Поэтому интерпретация результатов, основанная на 
общеупотребительном значении понятия диктатора, оказывалась не вполне коррект­
ной. С другой стороны, то, что диктатора оказалось возможным включать в модель 
и исключать из нее с сохранением всех ее прочих свойств, указывало на вспомога­
тельный характер самого понятия диктатора в модели. Автором настоящей работы 
было установлено, что диктатор совпадает с верхним уровнем решающей иерархии, 
который в конечной модели существует всегда, а в бесконечной может и не дости­
гаться [6]. Решающая иерархия, в отличие от диктатора, является инвариантом и 
конечной, и бесконечной модели, сохраняясь при ее изоморфизмах. При наличии же 
решающей иерархии роль диктатора в принятии коллективных решений выглядела 
уже не столь доминирующей. В целом диктатор оказался не столь обособленным и 
противопоставленным остальным участникам, из чего первоначально постулирова­
лась его недопустимость. 

В модели Эрроу не уточняется, принуждает ли диктатор остальных членов груп­
пы принять его выбор или сперва формируется коллективное предпочтение, и только 
потом обнаруживается участник, полностью его разделяющий. От того же, что считать 
первичным — предпочтение диктатора или коллектива, зависит интерпретация дик­
татора в модели Эрроу: соответствует ли он общепринятому понятию или оказыва­
ется всего лишь выразителем общественного мнения, представителем групповых 
интересов. Настоящая работа посвящена анализу второй возможности — интерпрета­
ции диктатора как представителя коллектива, как участника, выражающего коллек­
тивное предпочтение. Для этого требуется, чтобы в ожидаемых ситуациях он отражал 
предпочтение большинства, хотя в каких-то второстепенных вопросах или исключи­
тельных ситуациях и допускаются противоречия с представляемым им коллективом. 

Для формализации указанных соображений на элементах модели Эрроу опре­
деляются три вероятностные меры: на множествах участников, пар альтернатив и 
ситуаций (комбинаций индивидуальных предпочтений), которыми характеризуются 
соответственно вес коалиций, важность решений и достоверность прогнозов. Для 
такой модели с мерами доказываются две теоремы о существовании так называемых 
оптимальных диктаторов, представляющих большинство в среднем или чаще, чем в 
половине ситуаций. Во второй части статьи указываются непосредственные способы 
оценки представительности и выявления оптимальных диктаторов. 

Полученные результаты позволяют строго обосновать интерпретацию диктатора 
в модели Эрроу как представителя коллектива, чем смягчается категоричность вы­
вода о "невозможности" рационального группового выбора, и в этом смысле можно 
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даже говорить о преодолении парадокса Эрроу. Парадокс Эрроу можно рассматри­
вать как результат избыточности информации в модели, которая оказывается про­
тиворечивой. В свою очередь, избыток информации может возникать по двум при­
чинам: из-за большого количества правил, с помощью которых информация в моде­
ли преобразуется и приводится к противоречию, или из-за расширительного толко­
вания основных понятий, как в наивной теории множеств. Первая возможность 
предполагалась в традиционных интерпретациях парадокса Эрроу, согласно которым 
для его преодоления требовалось исключать из рассмотрения одну из аксиом. До­
казываемые ниже факты указывают также и на другую возможность. Количествен­
ная характеристика представительности диктаторов обнаруживает, что далеко не 
каждый из них оправдьюает свое название. Уточняя понятие диктатора, мы прихо­
дим к новому пониманию парадокса Эрроу. В этой связи еще раз сошлемся на наив­
ную теорию множеств, преодоление парадоксов которой было осуществлено исклю­
чением из понятия множества некоторых объектов. 

В свете такрй интерпретации и в силу своей исключительной простоты диктатор­
ские правила принятия решений при надлежащем выборе диктатора оказываются 
приемлемыми и для практического использования в некоторых прикладных задачах. 
Главной предпосылкой здесь является достоверность прогноза на индивидуальные 
предпочтения, так как при неоправдавшемся прогнозе представитель перестает 
отражать предпочтения большинства участников и превращается в диктатора в об­
щеупотребительном смысле. 

Отметим, наконец, приложения полученных результатов к многокритериаль­
ному выбору и экспертному оцениванию. Оптимальному диктатору, представляю­
щему предпочтения коллектива, в этом случае соответствует один частный показа­
тель качества, который в определенных ситуациях может выполнять роль глобаль­
ного критерия. Другими словами, предварительная оценка ситуации позволяет 
сократить число рассматриваемых показателей до одного (или — при более свобод­
ной интерпретации — до нескольких), что вполне согласуется с психологическими 
исследованиями об ограниченных человеческих возможностях учитывать разнооб­
разие факторов для принятия решени 1 [7]. 

1. Модель коллективного выбора 

Напомним основные определения и факты из [6, 8]. 
Пусть X — множество альтернатив, а V — множество всех частичных порядков 

на X, которые интерпретируются как предпочтения. Напомним, что частичное упоря­
дочение на X— бинарное отношение Р С XXX— асимметрично (из (х, у) £ Р следует 
(у, х) ЦР для любых х,у G X) и транзитивно (из (х, у) G Р и (у, z) BP следует 
(х, z) G Р для любых х,у, z EX). Частичное упорядочение называется слабым упо­
рядочением, если оно отрицательно транзитивно (из (х, у) £ Р и (у, z) £Р следует 
(х, z) $ Р для любых х, у, z G X). Запись (х, у) € Р, где Р - частичное упорядоче­
ние на X, читается "х предпочтительнее у". 

Пусть V — множество участников с булевой алгеброй Э( подмножеств К, ин­
терпретируемой как коалиционная или классификационная структура. Коалициями 
называются все ненулевые элементы алгебры 3(. 

Ситуациями назьюаются состояния модели — комбинации индивидуальных 
предпочтений, согласованные с коалиционной структурой. Точнее, ситуацией назы­
вается отображение / : V -+V, ставящее каждому участнику v в соответствие час­
тичное упорядочение f(v) G Фтак, чтобы выполнялось условие измеримости: 
{v: (х, у) G f(v)} £ Я для любых х, у G X. Через f(A) обозначается общая часть 
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предпочтений участников (непустой) коалиции A Е3(, т.е. f(A) = П{ / (у ) : v EA} 
(пересечение любого числа частичных упорядочений есть снова частичное упорядоче­
ние) . Другими словами, f(A) есть предпочтение, полученное по принципу единогла­
сия. Через F обозначается множество всех ситуаций. 

Перечислим аксиомы Эрроу в наших обозначениях. 
А1. (Число альтернатив) X содержит не менее трех элементов. 
А2. (Универсальность) При каждой ситуации / Е F определено коллективное 

предпочтение o(f) Е Ф, причем если предпочтения f(v) всех участников u E F -
слабые порядки, то и o(f) — слабый порядок. 

A3. (Единогласие.) f(V) С o(f) при любой ситуации fGF. 
А4. (Независимость рассмотрения альтернатив.) Если на паре альтернатив 

(х, у) две ситуации/, g совпадают: f(v) П {(х, у)} = g(v) П {(х, у)} для всех 
v Е К, то при этих ситуациях на этой паре альтернатив совпадают и коллективные 
предпочтения: а ( / ) П {(х,у)} =o(g)Ci {(x,y)}. 

А5. (Отсутствие диктатора.) Среди участников нет диктатора, т.е. такого участ­
ника v Е V, что o(f) =f(v) при всех ситуациях fEF. 

Отображение о: F -> Ф, удовлетворяющее аксиомам А1—А4, называется агре­
гирующим оператором Эрроу. 

Т е о р е м а (о биекции) [6]. Каждый агрегирующий оператор Эрроу о опре­
деляется некоторым ультрафильтром Н алгебры % по правилу: o(f) = U{ f(A): 
А Е Я } при каждой ситуации f E F. Это соответствие между агрегирующими опе­
раторами Эрроу и ультрафильтрами алгебры взаимно-однозначно. 

Т е о р е м а (о представлении) [6]. Пусть V1 - бикомпакт Стоуна алгебры 
% с алгеброй %* открыто-замкнутых подмножеств, изоморфной 9( (пространство 
ультрафильтров алгебры %). Тогда между множествами ситуаций F = { / } на V и 
F* ={/'} на V1 и множествами агрегирующих операторов Эрроу {о} на F и 
{а'} на F1 существуют такие биекции, что значения соответствующих операторов 
на соответствующих ситуациях совпадают. 

Ультрафильтр, определяющий агрегирующий оператор Эрроу, интерпретиро­
вался в [6] как решающая иерархия. Если ультрафильтр фиксирован, т.е. Н = 
= { Л Е 3 1 : и Е Л } для некоторого v E V, то v — диктатор. Так как: в конечной 
булевой алгебре любой ультрафильтр фиксирован, в бесконечной — не обязательно, 
но в ее стоуновском представлении снова всегда фиксирован, то: в конечной моде­
ли диктатор всегда существует (т.е. А1—А5 несовместимы — теорема Эрроу), в бес­
конечной — не обязательно (т.е. А1—А5 совместимы — теорема Фишберна), а в 
представлении модели с расширенным множеством участников диктатор снова 
всегда существует (теорема Кирмана—Зондерманна). 

Теорема о представлении позволяет рассматривать класс моделей коллектив­
ного выбора с изоморфными алгебрами коалиций как одну алгебраическую модель 
(М, F, о). Числом участников алгебраической модели называется минимальная мощ­
ность плотного в алгебре множества, что для конечной алгебры совпадает с числом 
ее атомов. Так как всякая конечная булева алгебра изоморфно вкладывается в лю­
бую большую алгебру, то любая алгебраическая модель коллективного выбора с 
конечным числом участников изоморфно вкладывается в алгебраическую модель 
с большим числом участников с вложением решающих иерархий. Поэтому последова­
тельность алгебраических моделей коллективного выбора с возрастающим конечным 
числом участников с точностью до изоморфизмов реализуется на одном бесконечном 
множестве, где увеличению числа участников соответствует измельчение алгебры 
коалиций. Предельный переход от конечной модели к бесконечной описывается 
в естественных топологических терминах. 
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Множество предпочтений рассматривается как пространство их характеристи­
ческих функций Хр' XX Х-*{0, 1} с топологией поточечной сходимости (предба­
зисная окрестность предпочтения состоит из предпочтений, совпадающих с данным 
на некоторой паре альтернатив). Множество ситуаций рассматривается как простран­
ство отображений с топологией поточечной сходимости (предбазисная окрестность 
ситуации определяется участником и парой альтернатив и состоит из ситуаций, при 
которых предпочтение данного участника совпадает с исходным на данной паре 
альтернатив). Множество агрегирующих операторов Эрроу рассматривается как 
пространство отображений с топологией поточечной сходимости (предбазисная 
окрестность агрегирующего оператора определяется ситуацией и парой альтернатив 
и состоит из агрегирующих операторов, значения которых на данной ситуации совпа­
дают с исходным на данной паре альтернатив). 

Пусть { Sf„, Fn, on)} — последовательность алгебраических моделей коллек­
тивного выбора, реализованных на одном множестве V для одного и того же мно­
жества альтернатив X. Эта последовательность называется сходящейся к модели 
коллективного выбора (31, F, о), определенной для этих же множеств V и X, если: 

а) последовательность алгебр {%1п) сходится к % в пространстве 2lV харак­
теристических функций классов подмножеств V в топологии поточечной сходи­
мости (эквивалентно тому, что для любого подмножества АСУ существует N 
такое, что {А) П 9 ( = { Л } П %п для всех n>N); 

б) для каждой ситуации / Е F существует направленность ситуаций {fa Е 
Е U Fn: ос С А), где Л — некоторое направленное множество индексов, сходящаяся 

п 
к / в топологии поточечной сходимости (в силу условия измеримости и пункта а) 
можно говорить об окрестности ситуации / Е F в пространстве Fn при достаточно 
больших п); 

в) последовательность агрегирующих функционалов {оп} сходится к а в то­
пологии поточечной сходимости по тем ситуациям, которые измеримы относительно 
алгебр %п начиная с некоторого N (в силу пункта б) и А4 такая оговорка не яв­
ляется ограничением при определении сходимости). 

Т е о р е м а (предельная) [8]. Каждая последовательность вложенных алгеб­
раических моделей коллективного выбора с конечным возрастающим числом участ­
ников сходится к бесконечной алгебраической модели коллективного выбора со 
счетной алгеброй коалиций. Наоборот, для каждой бесконечной алгебраической мо­
дели коллективного выбора со счетной алгеброй коалиций существует сходящаяся 
к ней последовательность вложенных алгебраических моделей с конечным возрас­
тающим числом участников. 

Таким образом, из теорем о биекцки и о представлении вытекает, что иссле­
дование агрегирующих операторов Эрроу сводится к рассмотрению пространства 
возможных диктаторов как точек стоуновского бикомпакта данной булевой ал­
гебры коалиций, Поэтому все последующие рассуждения мы проведем в терминах 
назначения диктаторов, подразумевая их двойственность соответствующим агреги­
рующим операторам. Помимо наглядности такой подход дает существенный выиг­
рыш в общности формулируемых результатов. Действительно, изучение диктаторов 
возможно и вне контекста модели Эрроу и даже вне контекста проблемы агрегиро­
вания предпочтений. Отметим, чго все последующие результаты о диктаторе как 
представителе коллектива сохраняют силу для любых классов бинарных отношений, 
а не только для упорядочений специального вида, важно лишь, чтобы выполнялось 
условие измеримости ситуаций. Однако приложения полученных результатов к моде­
ли Эрроу представляются наиболее интересными, и изложение построено так, чтобы 
параллели с ней легко просматривались. 
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Наконец, мы ограничимся рассмотрением не более чем счетных булевых ал­
гебр коалиций, поскольку, согласно предельной теореме, модели коллективного 
выбора со счетными алгебрами коалиций и только они служат идеализациями ко­
нечных моделей с большим числом участников. Напомним, что стоуновскими пред­
ставлениями таких булевых алгебр являются замкнутые подмножества канторова 
дисконтинуума [9, с. 44; 10, с. 287-290]. 

2. Числовая характеристика представительности диктатора 

Как известно, при реализации счетной булевой алгебры на стоуновском бикомпак­
те на порожденной ею а-алгебре Л всегда существует вероятностная мера ц: Л -> 
-* [0; 1] [9, с. 325—326], которой мы будем характеризовать вес коалиций (чис­
ленность, влиятельность). 

У т в е р ж д е н и е 1 (о существовании меры на множестве ситуаций) . При ко­
нечном множестве альтернатив и счетной алгебре коалиций множество ситуаций F 
счетно, поэтому на множестве всех подмножеств F можно задать вероятностную 
меру с помощью отображения v: F -> [0; 1], удовлетворяющего условию 

Ь ( / ) = 1 . 
/ eF 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если множество альтернатив конечно, конечно и мно­
жество предпочтений. По условию измеримости и в силу конечности множества аль­
тернатив каждая ситуация определяет конечное разбиение множества участников 
на коалиции из участников с одинаковыми предпочтениями. Поэтому каждая ситуа­
ция является отображением конечного разбиения множества участников в конечное 
множество предпочтений. При каждом фиксированном разбиении число таких отоб­
ражений конечно, а число конечных разбиений счетной алгебры счетно, откуда счетно 
и множество ситуаций, что и требовалось. 

Значение v(f) будем интерпретировать как вероятность ситуации / . Если 
v ( / ) > 0 для ситуации / , будем называть ее возможной. Для каждого подмножества 
G С F, назьюаемого прогнозом, определим его достоверность v(G) = 2 v(f). 

Если множество альтернатив X конечно, то на множестве подмножеств 2ХХХ 

также можно задать вероятностную меру с помощью отображения £: XX Х-+ [0; 1], 
удовлетворяющего условию 2 £ (*> У) = 1 • Значение % (х, у) будем интерпрети-

ровать как важность решения на паре альтернатив (х, у), насколько оно является 
главным или второстепенным сравнительно с остальными. В силу асимметричности 
предпочтений из рассмотрения заведомо исключаются пары альтернатив вида (х, х), 
поэтому мы будем предполагать, что % (х, х) = 0 для всех х G X, Если £ (х, у) > 0 
для пары альтернатив (х, у), решение на паре альтернатив (х, у) будем называть 
значимым. 

Рассмотрим теперь множество (X XX) X F как пространство элементарных 
событий с вероятностной мерой, определяемой произведением мер % и v. Определим 
на нем случайную величину m(v), зависящую от параметра у Е К , где V — стоунов-
ский бикомпакт алгебры 5(, или, что то же самое, случайную функцию от v. Для 
каждого участника у, каждой ситуации / и пары альтернатив (х, у) рассмотрим 
множество участников, чьи предпочтения при данной ситуации на паре альтернатив 
(х, у) совпадают с предпочтением участника и, т.е. коалицию (в силу условия изме­
римости) 

Г1(°(х,у)(ГШ= Ь е К : / (w)n {(x,y)} =/(и)П {(*,;>)}}, 
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где 0(Xty) (f(v)) обозначает предбазисную окрестность предпочтения / ( и ) , состоя­
щую из всех предпочтений, которые совпадают с f(v) на паре альтернатив (х, у). 
Так как /""*(#(*,>>) (/(*>))) является коалицией, определен ее вес 

m{xtyJtv)-ix{rl{OiXty){f(v)))). 
Если v — диктатор, то множество участников .Г"1 (#(*,>/) (/(*>))) МОЖНО назвать 
решающей коалицией на паре альтернатив (х, у) при ситуации / с весом т(х, у, / , и). 
Как обычно, обозначая случайную величину т = т(х, у, / , и), мы будем опускать 
те аргументы, которые в данном контексте трактуются как случайные, и писать те, 
которые трактуются как параметры. Так, 

Em(x,y,v)= 2 m(x,y,f, v)v(f) -

математическое ожидание веса решающей коалиции для пары альтернатив (х, у) 
при диктаторе v, a 

Ет(») = 2 2 m{x,y,f,v)$(xyy)v(f) 
х,уЕ:Х / E F 

— математическое ожидание веса решающей коалиции, отнесенного к важности 
принимаемых решений, при диктаторе v (или при случайном выборе ситуации и пары 
альтернатив). Если же v — произвольный индивидуум,, то Em(v) в точности означает 
среднюю долю участников, чьи предпочтения он разделяет, или среднюю долю участ­
ников, чьи предпочтения он представлял бы, будучи диктатором. Учитывая это, на­
зовем величину Em(v) средней представительностью участника (диктатора) и. 
Участника с максимальной средней представительностью, если он существует, назо­
вем оптимальным диктатором в смысле средней представительности. 

Мы рассмотрим также другую важную характеристику представительности. 
Назовем мажоритарной представительностью участника v долю случаев, когда он 
представлял бы большинство участников, будучи диктатором: 

Maj(v)= 2 $(x,y)v{feF: m(x,yff,v)>0,5}, 
х,уЕ:Х 

и строго мажоритарной представительностью — долю случаев, когда он представлял 
бы строгое большинство участников, будучи диктатором: 

Щ и ) = 2 H(x,y)v{f£F: m(x,y,f, u)>0,5}. 
x,y^X 

Участника с наибольшим значением (строго) мажоритарной представительности, 
если он существует, назовем оптимальным диктатором в смысле (строго) мажори­
тарной представительности. 

3. Существование оптимального диктатора 
в смысле средней представительности 

Следующая теорема, помимо существования оптимального диктатора в смысле сред­
ней представительности, утверждает, что он представляет в среднем большинство 
участников, а при малейших допускаемых диспропорциях в индивидуальных пред­
почтениях — строгое большинство. 

Т е о р е м а 1 (об оптимальном диктаторе в смысле средней представитель­
ности) . Пусть множество альтернатив X конечно, а алгебра коалиций % конечна или 
счета. Тогда каковы бы ни были меры \xtv и ^средняя представительность Em(v) 
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как функция от диктатора v непрерывна и достигает на стоуновском бикомпакте V 
своего максимума в некоторой точке v*, где Em(v*) > 0,5, причем равенство имеет 
место, если и только если при всех возможных ситуациях / G F для всех значимых 
решений (х, у) G X X X множества участников, предпочитающих и не предпочитаю­
щих альтернативу х альтернативе у, составляют коалиции с весом ровно 0,5, т.е. 

lx{vEV: (x,y)ef(v)} =niveV:\x,y)$№} =0,5. 

Дисперсия веса решающей коалиции при оптимальном диктаторе: 
Dm(v*)< l / 1 6 - ( E m ( u * ) - 3 / 4 ) 2 < 1/16. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как множество альтернатив X конечно, конечно 
и множество предпочтений, поэтому любая ситуация является локально постоянным 
отображением множества участников в множество предпочтений с областями посто­
янства открыто-замкнутыми подмножествами стоуновского бикомпакта V (напом­
ним, что в силу конечности X полный прообраз каждого предпочтения есть, по усло­
вию измеримости, элемент алгебры Ж). Отсюда f~l (О (х>у)( f (v)))9. как отображе­
ние V в множество коалиций, локально-постоянно по v при фиксированных / и 
(х, у), поэтому и m(x, yf / , v) = м ( / - 1 (#(*,>>) ( /ОЩ) при всех фиксированных / 
и (х, у) локально-постоянно по и, т.е. непрерывно по и. Так как ряд неотрицатель­
ных непрерывных по v функций 

2 2m(x,y9ffv)i(x9yMf)9 
х,у<=Х / G F 

очевидно, мажорируется на бикомпакте V сходящимся рядом 
2 2 S(x9y)v(f)=l9 

х,у^Х / G F 

то он сходится равномерно, и его сумма Em(v) также непрерывна на бикомпакте V, 
достигая в некоторой точке v*E V своего максимума Е* = Em (и*). 

Так как функция Em (и) непрерьюна на компакте V (со счетной базой, поэто­
му метризуемом), она интегрируема (в случае конечного или счетного V — сумми­
руема с весами ju(i>), но мы, тем не менее, будем пользоваться знаком интегриро­
ваниями 

Е* = Е*ц(У)> fErn(v)dfx(v) = 
v 

= fdii(v) 2 ^m{x,yffyv)%(x,y)v(f). 
V х,у&Х / G F 

Так как ряд непрерывных функций под знаком интеграла сходится равномерно, 
порядок суммирования и интегрирования поменяем местами, откуда 

Е*> 2 2 i(x,yMf)fm(?c9y9f9v)dn(v). (1) 
x,yG:X / G F V 

Вычислим значение интеграла в формуле (1). Коалицию из участников, чьи пред­
почтения при ситуации / включают пару (х, у) , обозначим через 

AXtyif= {vEV: (x,y)ef(v)}. 

Очевидно, 

f ii(Ax,v,f)> е с л и veAx,y,f, „. 
m(x,y,f,v)= \ il) 

\ fJi(AXfyj) = 1 - li(AXty>f), если v EAx>yj. 
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Поэтому 
fm(x,y,f,v)dv(v) = 
V 

= I т(х, у, /, v)dfi(v) + f т(х, у, /, v)dn(v) = 

= (KAx,y,f))2 + (1 - Ц(ЛХгУг/))2 = 2(n(AXtyJ) - 0,5)2 + 0,5. 

Подставляя полученное значение интеграла в формулу (1), имеем 

Е*> 2 2 [2(м(Л^, / ) -0 ,5) 2 +0,5]?(х^)К/)>0,5 , (3) 
х,у£Х /GF 

причем если n(AXtyj) Ф 0,5 хотя бы для одной ситуации / £ F такой, что v (/*) > 
> 0 (возможной), и пары альтернатив (х, у) такой, что If (х, у) > 0 (значимой), то 
полученное неравенство — строгое. 

Если же id (AXiyf) = 0,5 для всех возможных ситуаций / G F и всех значимых 
пар альтернатив (х, у), то для любого участника иЕК 

Em(u)= 2 S m ( j f j f / , u ) { ( j : j M / ) = 0 ^ 

откуда Em(u*) = 0,5. 
Чтобы оценить дисперсию Dm(v*), заметим, что из (2) вытекает 
( д ^ , / ) - 0,5)2 = (m(x,y,f9 и*) - 0,5)2 

при любой ситуации / и для любой пары альтернатив (х, у), Так как 
E* = Em(v*) = 2 Zm(?c,y,f,vm)t(?c,yMf)> 

х,у€:Х /GF 
то из (3) получаем 

2 b ( x j , / , u * ) f e j ) K / ) > 
x,yGX /GF 

> 2 2 [ 2 ( m ( x , ^ / , ^ ) - 0 , 5 ) 2 + 0 , 5 ] ^ , 7 ) K / ) , 
X J G I /GF 

откуда 
2 2 [(m(x,j,/,i;*))2-l,5m(x,>;,/,i;*) + 0,5] |(x,^)K/)< 0, (4) 

x j G I /GF 

или 
2 2 ( m ( x j , / , i ; t № j ) K / ) < 1,5^*-0,5. 

x j G I /GF 

Отсюда выводим оценку для дисперсии 
Dm(v*)=E(m(v*))2 -(Em(y*))2 < 
< 1,5£* - 0 , 5 - (Е*)2 = 1/16- (J?* -3/4)2 , 

что и требовалось. Теорема доказана. 
У т в е р ж д е н и е 2 (теорема 1 для равнозначных решений). Если число рас­

сматриваемых альтернатив равно К, то очевидно, что число их пар равно К (К — 1). 
Полагая %(х, у) = 1/(К(К - 1)) для всех х, у е X, х Фу, и £ (х, у) =0 для всех 
х Е X, получим утверждение теоремы в предположении равной значимости вс$х ре­
шений. 
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У т в е р ж д е н и е 3 (теорема 1 для двух альтернатив). Второй важный част­
ный случай получим, положив % (х, у) = 1 для некоторой выделенной пары альтерна­
тив (х, у), где х Ф у, и £ (х\ у') = 0 для всех остальных пар (х\ у1) G X X X, где 
(х\ у9) Ф (х, у). Так как в этом случае т(х, у, v) = m(v), получим утверждение 
теоремы для случайной величины ш(х, у, v). 

4. Существование оптимального диктатора 
в смысле мажоритарной представительности 

Для мажоритарной представительности имеет место факт, аналогичный теореме 1. 
Т е о р е м а 2 (об оптимальном диктаторе в смысле мажоритарной представи­

тельности) . Пусть множество альтернатив конечно, а булева алгебра коалиций ко­
нечна или счета. Тогда каковы бы ни были меры yt, v и £, мажоритарная предста­
вительность Maj(v) как функция от диктатора v непрерывна и достигает на стоунов-
ском бикомпакте V своего максимума в некоторой точке v*, где Maj(v*) > 0,5. 
Если при каждой возможной ситуации f £ F и каждом значимом решении (х, у) G 
Е X X X множества участников, предпочитающих и не предпочитающих альтернати­
ву х альтернативе у, образуют коалиции неравного веса (т.е. /х{и Е V: (х, у) € 
Е /(и)} Ф 0,5), тогда то же справедливо и для строго мажоритарной представи­
тельности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через \(х, у, / , v) характеристическую 
функцию большинства по отношению к паре альтернатив (х, у) при ситуации / , 
т.е. с учетом обозначения (2): 

Х(х, У, f, v) •• 

Очевидно, что при всех фиксированных (х, у) и / функция \(х, У* / , У ) непрерыв­
на по v. Так как ряд неотрицательных непрерывных по v функций 

Maj(v)= 2 S(x,y)p{feF: m(x,y,f,v)>0,5} = 
х,у^Х 

= 2 S{x,у) 2 x(x,y,f,v)p(f) 
х,у<ЕХ / G F 

мажорируется на бикомпакте V сходящимся рядом 
2 2 * ( X , J O K / ) = 1 , 

x,yGX / G F 
то он сходится равномерно, и его сумма. Maj(v) также непрерывна на бикомпакте 
V, достигая в некоторой точке v* своего максимума М* =Maj(v*). Так как Maj(v) 
непрерывна на компакте V, она интегрируема (в случае конечного или счетного V 
суммируема с весами ju(u), но мы, тем не менее, будем пользоваться знаком ин­
тегрирования), и 

М* =M*v(V)> fMaj(p)dn(v) = 
v 

= Jdniv) 2 2 x ( * j J , y ) № j M / ) . 
V x,y^X f&F 

1, 
o, 
1, 
o, 

если 
если 
если 
если 

MAx.y,f)>0$ 
H(4x,yj)>0fi 
H(Ac

x,y,f)>0£ 

»(Ac
x,y,f)> 0,5 

И 

и 
и 
и 

veAx,y,f, 
V£Ax,y,f> 
v<EAc

Xfyj, 

vtAx,y,f 

Так как ряд непрерывных функций под знаком интеграла сходится равномерно, 
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1, 
о, 
1, 
о, 

если ix{Ax ,yj)> 0,5 
если ix{AXfytf) > 0,5 
если ii(AXyf) > 0,5 
если ^i(AXfyj)> 0,5 

и 
и 
и 
и 

veAx>yj, 
v$Ax,y,f 
vGAc

Xfyj, 
vtAx,y,f 

порядок суммирования и интегрирования можно поменять местами, откуда 
М*> 2 ЪНх.УЖП fdmx(x,y,f,v). (5) 

х,у(=Х / G F V 

Заметим, что значение интеграла в (5) есть в точности мера большинства по отно­
шению к паре (х, у) при ситуации / . Если веса коалиций из участников, предпочи­
тающих и не предпочитающих альтернативу х альтернативе у9 равны, то обе эти 
коалиции составляют нестрогое большинство, и характеристическая функция 
х(х, У» /» У) = 1 Для в с е х v € V, откуда значение интеграла в (5) равно 1. Если же 
веса указанных коалиций не равны, то мера большинства строго больше 0,5. Та­
ким образом, значение интеграла в (5) строго больше 0,5 для любых ситуаций / 
и пар альтернатив (х, у). Учитывая, что 

2 2 $(* ,JOK/)=1> 
х,у^Х / G F 

получаем отсюда М* > 0,5, что и требовалось. 
Для доказательства аналогичного факта о строго мажоритарной представи­

тельности рассмотрим характеристическую функцию строгого большинства по 
отношению к паре альтернатив (х, у) при ситуации / , т.е. 

Х(х, У, /, v) = 

и повторим для нее все приведенные выше рассуждения. 
Теорема доказана. 
Обратим внимание на то, что дополнительная оговорка в условии теоремы 2, 

относящаяся к строго мажоритарной представительности, существенна. При совпа­
дении весов коалиций из участников, предпочитающих и не предпочитающих аль­
тернативу х альтернативе у, для всех значимых пар (х, у) при всех вероятных 
ситуациях / характеристическая функция строгого большинства \(х, у, / , у) = 0, 
откуда Maj(v) = 0 для всех v £ V. 

В связи с рассмотрением двух подходов к определению представительности 
возникает вопрос, совпадают ли диктаторы, оптимальные в смысле средней и мажо­
ритарной представительности? Покажем на примере, что в общем случае ответ на 
этот вопрос отрицательный. 

Сначала, однако, сделаем важное замечание, относящееся ко всем последую­
щим примерам. В нашей модели коллективного выбора в качестве вероятных 
имеет смысл рассматривать только ситуации, оперирующие значимыми парами 
альтернатив. Действительно, с одной стороны, если пара альтернатив (х, у) не зна­
чима, то решающие коалиции для этой пары альтернатив не будут учтены при опре­
делении показателей представительности. С другой стороны, если вероятная ситуа­
ция / не оперирует значимой парой альтернатив (х, у), т.е. (х, у) $ f(v) для всех 
участников у G V, то весь коллектив V оказьюается решающей коалицией при 
этой ситуации на данной паре альтернатив для любого диктатора v € V. Тем самым 
показатели представительности - функции Ет(и), Maj(v) и Maj(v) - увеличива­
ются на %(xf y)v(f), что, очевидно, не влияет на расположение их точек максиму­
мов - оптимальных диктаторов. Поэтому в приводимых ниже примерах мы огра­
ничиваем число альтернатив и ситуаций необходимым минимумом (даже двумя 
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Ш~Ф, 
Ш = Ф, 
/з(р) = ф, 

если vfi А; 
если v £ В; 
если v(£ С; 

К Л ) = 0,52; 
К /2 )= 0,24; 
К/з) = 0,24. 

альтернативами, вопреки А1, подразумевая, что при надлежащем выборе мер % и v 
аналогичный эффект наблюдается и при большем числе рассматриваемых альтерна­
тив и ситуаций. 

П р и м е р 1. Пусть X = {х, у, z), причем только решение (JC, у) значимо. 
Пусть множество участников V разделено на три коалиции А, В, С так, что /i (A) = 
= 0,44, ц.(В) = д(С) = 0,28. Учитывая, что {(х, у)} и ф (полное безразличие) яв­
ляются предпочтениями на Х9 определим на V три ситуации / Ь / 2

И / з так, что 
/ i O ) = {fay)}, если vGA; 
f2(v)= {(x,y)}, если vGB; 
/ З ( У ) = {(*> •>>)}> если yGC; 

Для каждых а ЕЛ, Ь€В и cGC тогда 
m(xtyfflfa) = 0,44, m{xyy,fub) =0,56, m(x,y,fuc) =0,56, 
m(x,yj2,a) = 0,72, m(x,y,f2fb) =0,28, m(x ,^ , / 2 , e ) =0,72, 
m(x,y9f3,a) = 0,72, m(x,y,f3,b) =0,72, m(pc,y,f3,c) =0,28, 

откуда Ет(д) = 0,5744, Em (6) =0,5312, Em(c) =0,5312. 

Отсюда видно, что максимальной средней представительностью Ега(и) обладают 
участники коалиции Л, С другой стороны, 

Maj(a) = vifeF: m(x,y,f,a)>0j}=v(f2) + v(f3) = 0,4&; 
Maj(b) = v{feF: m(pc,y,f, b)>0,5} = K / i ) + К / з ) = 0,76,: 

Maj(c) = v{fELF: m(pc9yff9c)>0JS} = K / i ) + K / 2 ) = 0,76, 

откуда видно, что максимальной мажоритарной представительностью Maj(v) обла­
дают участники коалиций В я С. Поэтому оптимальные диктаторы в смысле средней 
и мажоритарной представительности не совпадают. 

Приведенный пример показывает, что даже для двух альтернатив диктатор, 
оптимальный в смысле средней представительности, не представляет большинство 
даже в половине ситуаций. В общем случае можно лишь утверждать, что в половине 
ситуаций он представляет все же не очень маленькие коалиции. 

У т в е р ж д е н и е 4. В условиях теоремы 1 
2 t(x,y)»{feF\ m(x,y,f,v*)< ( 3 - > / 2 ) / 4 } < 0,5, 

Х,уЕ:Х 

где v* - диктатор, оптимальный в смысле средней представительности. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Непосредственно из (4) имеем 

2 2 [(m(x,y,f,v*)-3l4)2 -1Ц6)};(х,уМП< 0, 
х,у^Х / G F 

откуда 
2 2 (m(x,y,f,v*)-3l4)2i>(?c,yMf)< 1/16. (6) 

x,yGX / G F 
Далее, учитывая, что m(x, yf / , и*) < 1 и, следовательно, всегда т(х, у, / , и*) -
— 3/4 < 1/4, получаем 

2 S(x,y)v{feF: m(x,y,f,v*)<(3-y/2)l4} = 
x,yGX 

= 2 %(x,y)v{feF: m(x,y,f,v*)-3/4< - 2 " 3 / 2 } = 
x,y^X 
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= 2 S(x,y)v{feF: (т (х ,л / ,у*)-3 /4) 2 >1/8} = 
х,у&Х 

2 а №,УМП< 
(x,y,f)<=XXXXF:(m(x,y,f,v*)-3/4)2>l/S 

< 8 2 $(x,y)p(f)(m(x,у, f, v*)-3/4)2< 

(x,y,f)<=XXXXF:(m(x,y,f,v*)-3/4)2>l/8 

(x,>/,/)eXXXXF 
С учетом (6) имеем отсюда требуемое неравенство. 

Отметим, что существенно улучшить данную оценку нельзя. 
П р и м е р 2. Видоизменим параметры примера 1, полагая /! (А) = р, ц (В) = 

= ju(C) = (1 -p)/2nv(fl) =# , р ( / 2 ) = г ( / 3 ) = ( 1 - « ) / 2 . Тогда для у € Л полу­
чим по тем же формулам 

Е/я(и) = и + (1+р)(1-<7)/2, 
а для у Е 5 или и Е С получим 

Е/я(и) = ( 1 - р ) * + ( 1 - * ) / 2 . 

Поэтому оптимальный диктатор в смысле средней представительности будет принад­
лежать только коалиции А, если и только если 

pq + (l +р)(1 -<?)/2>(1 -p)q + (l-q)l2, 

что эквивалентно неравенству 
р > 2<7/(3? + 1). 

Соблюдая это неравенство, можно так подобрать р nq, чтобы было # > 0,5,ар как 
угодно близко к 0,4. Таким образом, коалиция с весом, как угодно близким к 0,4, 
может быть решающей чаще чем в половине ситуаций. Поскольку константа 
(3 — %/2)/4 « 0,3965 (см. условие утверждения 4) , то данный пример подтверждает 
точность выведенной оценки. 

5. Интерпретация диктатора и преодоление парадокса Эрроу 

Полученные результаты позволяют говорить об оптимальных диктаторах в модели 
Эрроу как о представителях коллектива. При такой трактовке понятия диктатора 
его запрещение не может быть принято безоговорочно, и основанный на этом запре­
щении парадокс Эрроу во многом теряет свою убедительность. 

Понятие диктатора предполагает, что принимаемые им решения противоречат 
интересам остальных участников или по крайней мере интересам большинства. Если 
же он выражает мнение достаточно весомой коалиции или даже большинства, тс его 
интерпретация как представителя коллектива выглядит гораздо корректнее. С уче­
том этого назовем диктатора v собственно диктатором, если его средняя предста­
вительность Em(v) < 0,5, и диктатором-представителем, если Em(v) > 0,5. Факти­
чески, мы сужаем понятие диктатора Эрроу до собственно диктатора, а диктатора-
представителя определяем для противопоставления в рамках традиционной терми­
нологии. Другими словами, диктаторов-представителей вообще не следует считать 
диктаторами, соответственно не распространяя на них запрещение, постулированное 
аксиомой А5. Сохраняя же принятую терминологию, мы с тем же результатом мо­
жем переформулировать аксиому А5. 
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А5а. (Отсутствие собственно диктатора.) Среди участников нет собственно 
диктатора, т.е. участника и такого, что o(f) = f(v) при всех ситуациях / G F, сред­
няя представительность которого Em(v) < 0,5. 

Т е о р е м а 3 (решение парадокса Эрроу). Пусть множества альтернатив и 
участников конечны, а булева алгебра коалиций содержит все подмножества мно­
жества участников (т.е. допустимы любые комбинации индивидуальных предпочте­
ний) . Тогда аксиомы А1-А5а совместимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 1 в стоуновском бикомпакте V, 
совпадающем в данном случае с дискретным пространством участников, существу­
ет такой участник и*, что Em(v) > 0,5. По теореме о биекции этот участник явля­
ется диктатором при агрегирующем операторе а, определяемом фиксированным 
ультрафильтром, задаваемым данным участником. Очевидно, что для такого агреги­
рующего оператора аксиомы А1—А5а совместимы. 

Теорема 3 справедлива и для бесконечной булевой алгебры 9( (счетной, как 
было оговорено в свете предельной теоремы и условия существования меры ц), 
если только она реализована на стоуновском бикомпакте участников (иначе мера 
ц на 9( может не иметь продолжения наа-алгебру *А, порожденную булевой алгеб­
рой 5( [9, стр. 325], что необходимо для интегрирования в доказательствах теорем 
1 и 2). Отметим, что поскольку по теореме Фишберна [2] аксиомы Эрроу совмести­
мы, если имеется хотя бы один свободный (нефиксированный) ультрафильтр буле­
вой алгебры коалиций, то вопрос о совместимости аксиом Эрроу наиболее актуален 
для стоуновского бикомпакта участников, интерпретированного Кирманом и Зон-
дерманном как дополненный "невидимыми" участниками и диктаторами. Поэтому 
мы можем решить и парадокс Кирмана—Зондерманна, обобщающий парадокс Эрроу 
для бесконечного множества участников. 

Т е о р е м а 4 (решение парадокса Кирмана—Зондерманна). Пусть множество 
альтернатив конечно, и счетная булева алгебра коалиций реализована на стоуновском 
бикомпакте участников. Тогда аксиомы А1— А5з. совместимы. 

В свете приведенных рассуждений возникает вопрос, почему достаточно есте­
ственный путь преодоления указанных парадоксов не был предложен в цитирован­
ных выше работах по коллективному выбору. Причина, по-видимому, кроется в 
том, что решающие коалиции при данной ситуации фактически рассматривались как 
состоящие из участников, полностью разделяющих предпочтение диктатора и, т.е. как 

/ • 7 ( u ) = ' { w e F : / ( w ) = / ( u ) } . 
Такие коалиции, состоящие из участников с одинаковыми предпочтениями, мы бу­
дем называть однородными. В предложенном нами подходе диктатор даже при од­
ной ситуации представляет разные коалиции для разных пар альтернатив, за счет 
чего его средняя представительность оказывается существенно большей. Чтобы со­
поставить два этих подхода, введем необходимые обозначения. Если множество 
альтернатив конечно, то по условию измеримости f~lf(v) является элементом 
алгебры $(, для которого определен вес 

™(/,") = М(Г7(»)), 
математическое ожидание которого 

Em(v)= Xm(f,v)p(f) 
/GF 

будем называть однородной представительностью участника v. 
У т в е р ж д е н и е 5 (соотношение однородной и средней представительности) . 

Пусть множество альтернатив конечно, а булева алгебра коалиций 9(, реализован-
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ная на стоуновском пространстве участников V, конечна или счета. Тогда Efh(v) < 
< Em(v) для любого участника v £ V. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как f~xf(v) Cf~i(0(Xty)(f(v))) для любого 
участника у, любой ситуации / и любой пары альтернатив (х, у), то /я( / , v) < 
< m (х, y,f,v) для любых v, / , (х, у). Учитывая, что 

2 S(x,y)=U 
x,yGX 

имеем 
Ет(и)= 2 т ( / , и ) К / ) = 2 2 S ( * , J O * ( / ; • » К Я < /eF /ер х,уе.х 
< 2 2 m(x ,> , / ,u )« j f f ^ )K / ) s Ew( i ; ) , 

что и требовалось. 
Розница между средней и однородной представительностью может быть значи­

тельной. Это происходит из-за того, что решающие коалиции на парах альтернатив 
могут быть достаточно большими, даже если предпочтения всех участников раз­
личны, т.е. когда однородная представительность каждого участника минимальна — 
равна его весу. Проиллюстрируем это на примере. 

П р и м е р 3. Пусть Х= {х, у, z) и F = {1 ,2 ,3} , причем все участники имеют 
одинаковый вес n(v) = 1/3. Предположим, что вероятна только одна ситуация / 
(т.е. v ( / ) = 1), определяемая следующим образом: 

Д1)= {(x,y),(y,z),(x,z)}; /(2)= {(x,z),(y,z)h /(3)= {(x,y),(x,z)}. 
Тогда 

m(x,y,f, 1) = 2/3, m(x,yff, 2) = 1/3, m(xty,ft 3) = 2/3, 
m(xxz,f, 1) =1, m(x,z,f,2) =1, m(x,z,f, 3) =1, 
m(y,xff, 1)=1, m(y,x,ff 2)=1, m(y,x,f, 3)=1, 
m(y, zj9 1) = 2/3, m(y, z,f, 2) = 2/3, m(y, * / , 3) = 1/3, 
m(z,x,f, 1) =1, m(z,x,f, 2) =1, m(z,*,/, 3) = 1, 
m(z,y,f, 1) = 1, m(z,y,f, 2) =1, m(z,y,f, 3) = 1. 

Предполагая, что все решения равнозначны, т.е. £ (д, £) = 1/6 для всех а, ЬЕ.Х, аФЬ, 
получим, суммируя по столбцам с коэффициентом 1/6: 

Ет(1) = 16/18, Ет(2) = 15/18, Еж(3) = 15/18. 

Таким образом, средняя представительность каждого участника — не менее 5/6, 
тогда как однородная представительность - 1/3. Попутно отметим, что оптималь­
ным диктатором в смысле средней представительности является только первый 
участник, тогда как с точки зрения однородной представительности все три участ­
ника неразличимы. 

Чтобы оценить нижнюю границу максимальной однородной представительности, 
докажем утверждение, аналогичное теоремам 1 и 2. 

У т в е р ж д е н и е 6 (об оптимальном диктаторе в смысле однородной пред­
ставительности) . Пусть множество альтернатив конечно, а алгебра коалиций конеч­
на или счета. Тогда, каковы бы ни были меры \itv u%, однородная представитель­
ность Efh(v) как функция от диктатора v непрерывна и достигает на стоуновском 
бикомпакте V своего максимума в некоторой точке и*, где Em(v*) > 1/1 Ф I 

3. Математическое моделирование, т. 1, № 7 
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(I Ф I - число предпочтений на X), причем равенство имеет место, если и только 
если при всех вероятных ситуациях весь коллектив V делится ровно на \ Ф | рав­
ных по весу коалиций из участников с одинаковыми предпочтениями. 

Д о к аз ате л ь ств о. Аналогично теореме 1 можно доказать, что Em(v) 
непрерывна и достигает на стоуновском бикомпакте V максимума в некоторой 
точке у*, а также, что 

Е* =Em(v*)> 2 v(f) fm(f,v)dv(v). (7) 
/ G F V 

Оценим значение интеграла в формуле (7). Так как множество альтернатив 
конечно, конечно и множество предпочтений Ф, которое занумеруем индексами /. 
Для каждой ситуации / обозначим через Atj коалицию (коалицию — в силу конеч­
ности X и условия измеримости ситуаций), участники которой при ситуации / 
имеют предпочтение Р/ £ V, т.е. 

Ai,f = r\P,). 
Заметим, что 

m(f,v) = ii(ArJ), если veAij9 

поэтому 
№ \9\ 

fm(f, v)dn(v) = 2 / m(ft v)dn(v) = 2 (n(Ai>f))2. (8) 
V / = 1 Aif / = 1 

Так как при каждой ситуации / всегда 

2 ii(Aitf) = 1, и 0 < д04/,/) < 1 для всех / = 1 , . . . , | V |, 
/=1 

то 

min S(/i(i4/f/))2 = l / |* | , 
/ e F 1=1 

причем минимум достигается только при таких ситуациях / , когда ц (Afj) = 1/1 V I 
для каждого i = 1,. . . , | Ф | . В этом легко убедиться, применяя метод множите­
лей Лагранжа к экстремальной задаче на нахождение минимума функции 

2 /I? при ограничениях 2 щ = 1, 0 < ytt < 1, / = 1 , . . . , | V \. 
i = i i = i 

Учитывая это в формулах (7) и (8), имеем 

Е*> 2 К / ) 2 (м(4 л / ) ) 2 >1/ |» | , 
/ G F /= 1 

причем если хотя бы при одной вероятной ситуации / хотя бы для одной из коали­
ций Aitf ее вес /х (Atj) Ф 1/| Ф | , то полученное неравенство — строгое. 

Если же n(A(j) = 1/1 Ф | для всех таких ситуаций / , что v(f) > 0, и всех 
/ = 1 , . . . , I ¥ | , то для любого участника и Е К 

Em(u) = 2 /й( / ,и)К/)= 2 K / ) / l * l = l / l » l , /eF /eF 
откуда Е * = 1/1V |, что и требовалось. 
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Из доказанного утверждения следует, что нижняя грань, причем достижимая, 
для максимальной однородной представительности равна 1/| Ф | < 1/К\, где К — 
число альтернатив (К\ — число линейных порядков на К альтернативах). С ростом 
числа альтернатив эта величина быстро становится исчезающе малой, поэтому одно­
родная представительность не позволяет интерпретировать диктатора как предста­
вителя коллектива. Наш же подход, в отличие от только что описанного, основан 
на полном учете частичных совпадений в предпочтениях, за счет чего получающаяся 
оценка представительности оказывается намного большей. 

Заключение 

В заключение заметим, что в силу теоремы 2 преодоление парадокса Эрроу можно 
было бы с равным успехом осуществить с помощью понятия мажоритарной пред­
ставительности. Наша ориентация на среднюю представительность мотивирована 
утверждением 4, намечающим некоторую согласованность оптимизации диктатора 
в смысле средней представительности с мажоритарной. Обратную связь в общем 
случае обнаружить не удается, но мы установим ее во второй части статьи при допол­
нительных ограничениях. 

Вообще же для выбора того или иного подхода к назначению оптимального 
диктатора требуются внемодельные соображения. Например, если диктатор назна­
чается на некоторый период времени, когда нужно представлять меняющиеся пред­
почтения участников, то более полное отражение их интересов в целом может дать 
оптимальный диктатор в смысле средней представительности. Для единичного ре­
шения лучше ориентироваться на мажоритарную представительность, так как тогда 
оптимальный диктатор с большей вероятностью отразит предпочтение большинства. 

Однако несовпадение диктаторов, оптимальных в смысле средней и мажори­
тарной представительности, порождает нежелательную двойственность, поскольку 
способность диктатора, оптимального только по одному из показателей, быть пол­
ноценным представителем коллектива выглядит довольно спорной. Во второй части 
статьи это противоречие преодолевается при дополнительных ограничениях, и оба 
подхода оказываются совместимыми. 
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