
Математические заметки �
Том 81 выпуск 2 февраль 2007

УДК 517.54

О вариационном методе для однолистных функций

В. В. Кожевников

В работе предлагается построение вариационного метода для однолистных
функций с использованием теоремы о факторизации. Как следствие получается
аналог вариационной формулы Г.М. Голузина.
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В основе нового подхода к построению вариационного метода для однолистных
функций лежит теорема Ерохина о факторизации [1], согласно которой любое кон-
формное отображение конечносвязной области можно представить в виде компози-
ции конформных отображений односвязных областей.

Теорему о факторизации в методологии вариационных методов впервые приме-
нил Гельфер [2]. Используя метод Голузина [3], он получил однолистные вариации
для многосвязной области путем редукции этой задачи к односвязной ситуации.
Между тем, теорему о факторизации можно использовать как основу для построе-
ния вариационного метода как такового. Значение теоремы о факторизации состо-
ит в том, что однолистные вариации в произвольной односвязной области можно
строить по однолистным вариациям, определенным в проколотой окрестности ее
границы. В результате удается получить однолистные вариации как первого [4],
так и второго порядка [5]. Их использование приводит к известным классическим
вариационным схемам таким, как метод граничных или внутренних вариаций Шиф-
фера [6] или вариационный метод Голузина.

Особо упомянем работу Бабенко [7], в которой получены однолистные вариации,
по форме тождественные вариациям (5.3) из настоящей работы, но способ получения
вариаций и характер их использования существенно иные.

1. Приводимая ниже теорема известна в литературе под названием теоремы
о факторизации.

Теорема 1.1. Пусть функция µ(w) однолистна в двусвязной области G, допол-
нение к которой состоит из континуумов Γ− и Γ+ . Предположим, µ(w) отобра-
жает область G на двусвязную область Gµ , дополнение к которой представляет
пару континуумов Γ−µ и Γ+

µ , отвечающих континуумам Γ− и Γ+ соответственно.
В этих предположениях в дополнении к континууму Γ−w существует однолист-

ная функция v−(µ) такая, что композиция

v+(w) = v− ◦ µ(w), (1.1)

определенная в области G, аналитически продолжается в дополнение к контину-
уму Γ+ до однолистной функции. При этом функции v−(µ) и v+(w) единственны
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при условии, что одна из них, определенная в окрестности бесконечно удаленной
точки, имеет на бесконечности разложение

v(t) = t+
a1

t
+
a2

t2
+ · · · . (1.2)

Впервые теорема о факторизации и притом в более общей форме была установ-
лена Ерохиным [1].

2. Дадим некоторые определения.

Определение. Функцию µ = µ(ξ, τ) комплексной переменной ξ ∈ G и веще-
ственной переменной τ ∈ (0, τ∗) условимся называть однолистной вариацией, опре-
деленной в области G, если

• при τ ∈ (0, τ∗) функция µ(ξ, τ) как функция переменной ξ однолистна в G;
• внутри области G выполняется равномерная оценка

µ(ξ, τ) = ξ + o(1), τ → 0 + . (2.1)

Если, кроме того, вариация µ(ξ, τ) при каждом значении τ ∈ (0, τ∗) как функция
переменной ξ регулярна в области G, то будем называть ее однолистной и регуляр-
ной.

Пусть дана однолистная регулярная вариация µ(ξ, τ), τ ∈ (0, τ∗), определенная в
области G. В области G выберем произвольное бесконечное замкнутое подмноже-
ство F . Положим

∥µ− ξ∥F = max
ξ∈F

|µ(ξ, τ)− ξ|. (2.2)

Условимся говорить, что вариация µ(ξ, τ), τ ∈ (0, τ∗), определенная в области G,
удовлетворяет условию равномерности в этой области, если

• для любых двух замкнутых бесконечных подмножеств F и F ′ области G су-
ществуют положительные постоянные M и τ∗1 такие, что

∥µ− ξ∥F 6 M∥µ− ξ∥F ′ (2.3)

при τ ∈ (0, τ∗1 ).
Условие равномерности означает, что при τ → 0+ норма (2.2) в известном смыс-

ле не зависит от выбора множества F . Это позволяет опускать обозначение за-
мкнутого множества, по которому вычисляется норма, в выражениях, содержащих
O-символику.

Лемма 2.1. Пусть при τ → 0+ для вариации µ(ξ, τ), τ ∈ (0, τ∗), определенной
в области G, внутри области G выполняется равномерная оценка

µ(ξ, τ) = ξ + τψ(ξ) + o(τ), (2.4)

где ψ(ξ) ̸≡ 0 – функция, регулярная в области G. Тогда в области G вариация
µ(ξ, τ) удовлетворяет условию равномерности.

Доказательство. В области G выберем два любых замкнутых бесконечных
множества F и F ′. Обозначим через m и m′ максимумы модуля функции ψ(ξ)
на множествах F и F ′ соответственно. Выберем ε > 0, чтобы выполнялось неравен-
ство ε < min(m,m′). При достаточно малых значениях τ ∈ (0, τ∗1 ) для бесконечно



242 В.В. КОЖЕВНИКОВ

малой o(1), входящей в состав остаточного члена из формулы (2.4), на множествах
F и F ′ будет выполняться неравенство |o(1)| < ε. При τ ∈ (0, τ∗1 ) в силу (2.4) на
множестве F имеем оценку

|µ(ξ, τ)− ξ| 6 τ(m+ ε),

так что при τ ∈ (0, τ∗1 )
∥µ− ξ∥F 6 τ(m+ ε). (2.5)

С другой стороны, если на множестве F ′ максимум модуля функции ψ(ξ) достига-
ется в точке ξ′, то при τ ∈ (0, τ∗1 )

|µ(ξ′, τ)− ξ′| > τ(m′ − ε),

так что при τ ∈ (0, τ∗1 )
∥µ− ξ∥F ′ > τ(m′ − ε). (2.6)

Из неравенств (2.5), (2.6) следует (2.3) с постоянной M = (m+ ε)/(m′ − ε).
Лемма доказана.

3. Следующее утверждение условимся называть леммой о композиции.

Лемма 3.1. Пусть семейство R функций, регулярных в конечносвязной обла-
сти B , равномерно ограничено внутри области B . Пусть, далее, G – некото-
рая подобласть области B , в которой определена однолистная вариация µ(ξ, τ),
τ ∈ (0, τ∗), удовлетворяющая условию равномерности внутри области G. Тогда
для любой функции r(ξ) ∈ R внутри области G имеет место равномерная асимп-
тотическая оценка

r(µ) =
m∑

n=0

r(n)(ξ)
n!

(µ− ξ)n +Or

(
∥µ− ξ∥m+1

)
, τ → 0 + . (3.1)

Здесь m – неотрицательное целое число, µ = µ(ξ, τ), а функция Or(1) переменных
ξ , τ , входящая в состав остаточного члена формулы (3.1), ограничена на любом
множестве вида F × (0, τ∗), где F – замкнутое подмножество области G, при-
чем мажорирующая ее на этом множестве постоянная не зависит от выбора
функции r(ξ) ∈ R.

Доказательство. Пусть r(ξ) ∈ R. Выберем произвольное замкнутое множе-
ство F ⊂ G. Пусть γ обозначает конечную совокупность попарно не пересекающих-
ся, не гомотопных нулю и друг другу простых замкнутых спрямляемых контуров,
лежащих в области B, отделяющих множество F от границы области B и ориен-
тированных так, чтобы множество F располагалось внутри γ (т.е. слева при обходе
любого контура, входящего в состав γ). Пусть d = min(d∂B , dF ), где d∂B и dF обо-
значают расстояние между γ и границей области B и соответственно расстояние
между γ и множеством F . Для достаточно малого τ∗ при τ ∈ (0, τ∗) будет выпол-
няться неравенство ∥µ−ξ∥γ < d. Для фиксированной точки ξ ∈ γ в круге |µ−ξ| < d
имеет место разложение в ряд Тейлора

r(µ) =
∞∑

n=0

r(n)(ξ)
n!

(µ− ξ)n.
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Полагая в этом разложении µ = µ(ξ, τ), при τ ∈ (0, τ∗) будем иметь

r(µ) =
m∑

n=0

r(n)(ξ)
n!

(µ− ξ)n + ρm(ξ, τ). (3.2)

Здесь

ρm(ξ, τ) =
∞∑

n=m+1

r(n)(ξ)
n!

(µ− ξ)n, µ = µ(ξ, τ).

Вследствие равномерной ограниченности семейства R внутри области B найдется
постоянная Mγ , не зависящая от функции r(ξ), для которой при τ ∈ (0, τ∗) и η ∈ γ
выполняется неравенство |r(η)| 6 Mγ . Для ξ ∈ F имеем оценки, не зависящие от ξ:

|r(n)(ξ)| =
∣∣∣∣ n!
2πi

∫
γ

r(η)
(η − ξ)n+1

dη

∣∣∣∣ 6
n!MγLγ

2πdn+1
, n > 1,

где Lγ – суммарная длина контуров γ. Следовательно, при τ ∈ (0, τ∗) и ξ ∈ F будем
иметь неравенство

∥ρm(ξ, τ)∥F 6
MγLγ

2πdm+1
·
∥µ− ξ∥m+1

F

d− ∥µ− ξ∥F
.

Правая часть неравенства при τ → 0+ является бесконечно малой величиной, не за-
висящей ни от ξ, ни от функции r(ξ). Поскольку внутри области G вариация µ(ξ, τ)
удовлетворяет условию равномерности, остаточный член ρm(ξ, τ) из формулы (3.2)
является на кривой γ равномерно бесконечно малой величиной вида Or(∥µ− ξ∥m+1)
при τ → 0+.

Лемма доказана.

4. Предположим, G− и G+ – две односвязные области w-плоскости, образующие
в пересечении двусвязную область. Пусть в областях G− и G+ при τ ∈ (0, τ∗)
определены соответственно однолистные вариации v−(w, τ) и v+(w, τ). Функцию
вида

v(w, τ) =

{
v−(w, τ), w ∈ G−,
v+(w, τ), w ∈ G+,

τ ∈ (0, τ∗),

условимся называть кусочно однолистной вариацией, определеннной на совокупно-
сти областей G− и G+. Совокупность областей G− и G+ будем называть областью
определения вариации v(w, τ), а функции v−(w, τ) и v+(w, τ) – компонентами ку-
сочно однолистной вариации v(w, τ).

Пусть Γ – невырожденный континуум, дополнение к которому до всей расширен-
ной комплексной плоскости состоит из односвязной области C(Γ). Под проколотой
окрестностью континуума Γ мы понимаем любую не содержащую бесконечности
двусвязную область, одна из двух компонент дополнения к которой до всей плос-
кости совпадает с Γ. Проколотую окрестность в отличие от полной окрестности
мы обозначаем точкой сверху. Таким образом, если U̇(Γ) – проколотая окрестность
континуума Γ, то односвязная область U(Γ) = U̇(Γ)∪ Γ представляет собой полную
окрестность того же континуума Γ.

Теорема 4.1. Пусть Γ – невырожденный континуум, дополнение C(Γ) к ко-
торому является односвязной областью. Предположим, µ = µ(ξ, τ), τ ∈ (0, τ∗), –
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однолистная вариация, регулярная в некоторой проколотой окрестности U̇(Γ) кон-
тинуума Γ и удовлетворяющая в этой окрестности условию равномерности.

В этих предположениях существует кусочно однолистная вариация v(w, τ),
определенная на совокупности областей C(Γ) и U(Γ) = U̇(Γ) ∪ Γ, для которой на
любом континууме F из ее области определения при достаточно малых значени-
ях τ , τ ∈ (0, τ∗), выполняется равномерная оценка

v(w, τ) = w +
1

2πi

∫
γ

µ(ξ, τ)− ξ

ξ − w
dξ +O

(
∥µ− ξ∥2

)
, (4.1)

здесь γ – простая замкнутая спрямляемая кривая, лежащая в окрестности U̇(Γ),
разделяющая граничные компоненты этой окрестности и не пересекающаяся с ко-
нинуумом F ; интегрирование вдоль кривой γ осуществляется в направлении, при
котором континуум Γ остается справа; наконец, функция O(1), входящая в оста-
точный член формулы (4.1), регулярна по переменной w в области определения
вариации v(w, τ) и при τ → 0+ равномерно ограничена на множестве F .

Доказательство. Следуя теореме 1.1, переобозначим континуум Γ через Γ+,
а окрестность U̇(Γ) через G. Дополнение к области G состоит из двух непересекаю-
щихся континуумов Γ− и Γ+.

Предположим, µ(w, τ), τ ∈ (0, τ∗), – какая-либо однолистная регулярная вариа-
ция, определенная в области G. Обозначим через Gµ конформный образ области G
при отображении µ = µ(w, τ). Очевидно, Gµ – двусвязная область, дополнения к ко-
торой до всей плоскости представляет собой пару континуумов Γ−µ и Γ+

µ , отвечающих
континуумам Γ− и Γ+ соответственно. Вследствие (2.1) для достаточно малых τ ,
τ ∈ (0, τ∗), при отображении µ = µ(w, τ) ограниченный континуум соответствует
ограниченному континууму. В соответствии с теоремой 1.1 для функции µ(w, τ)
при любом τ , τ ∈ (0, τ∗), найдется функция v−(µ, τ), однолистная в дополнении
к континууму Γ−µ , для которой композиция

v+(w, τ) = v− ◦ µ(w, τ), (4.2)

определенная в области G, аналитически продолжается в дополнение к континуу-
му Γ+ и является в этом дополнении однолистной функцией.

Выберем произвольную замкнутую спрямляемую кривую Жордана γ, располо-
женную в области G, разделяющую континуумы Γ− и Γ+ и ориентированную так,
чтобы при ее обходе континуум Γ+ оставался справа. Кривую γ можно отделить
от континуума Γ− замкнутой спрямляемой жордановой кривой γ′. Будем считать,
что γ′ ориентирована так же, как и кривая γ. Уменьшим τ∗ настолько, чтобы при
любом τ , τ ∈ (0, τ∗), континуум Γ−µ лежал внутри (т.е. слева) кривой γ′. Вследствие
условия единственности (1.2) в теореме 1.1 семейство

R = {v−(ξ, τ)− ξ : τ ∈ (0, τ∗)},

функций, регулярных во внешности кривой γ′, равномерно ограничено внутри внеш-
ности кривой γ′. Поэтому на основании леммы о композиции для m = 0 с уче-
том (4.2) на кривой γ будем иметь равномерную асимптотическую оценку

v+(ξ, τ) = v−(ξ, τ) +O
(
∥µ− ξ∥

)
, τ → 0+, (4.3)
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где функция O(1) переменных ξ, τ ограничена на множестве γ × (0, τ∗). Поскольку
кривая γ в сущности произвольна, оценка (4.3) в равной мере выполняется и на
кривой γ′. Пусть ξ – произвольная точка, лежащая на кривой γ. Из (4.3) интегри-
рованием вдоль кривой γ′ находим

v−(ξ, τ)− ξ =
1

2πi

∫
γ′

O(∥µ− ξ′∥)
ξ′ − ξ

dξ′.

Отсюда на кривой γ при τ → 0+ имеем равномерную оценку

(v−)(1)(ξ, τ)− 1 = O
(
∥µ− ξ∥

)
. (4.4)

Вновь воспользуемся леммой о композиции, но теперь в соотношении (3.1) положим
m = 1. С учетом (4.4) получится

v+(ξ, τ)− v−(ξ, τ) = µ− ξ +O
(
∥µ− ξ∥2

)
, (4.5)

причем эта оценка равномерна на кривой γ. Рассмотрим функцию

v(w, τ) = w +
1

2πi

∫
γ

v+(ξ, τ)− v−(ξ, τ)
ξ − w

dξ. (4.6)

Обозначим через G+(γ) внутренность, а через G−(γ) внешность кривой γ. Очевид-
но,

v(w, τ) =

{
v+(w, τ), w ∈ G+(γ),
v−(w, τ), w ∈ G−(γ),

так что эта функция представляет собой кусочно однолистную вариацию, опреде-
ленную на совокупности областей G+(γ) и G−(γ). Ввиду (4.5) для вариации v(w, τ)
имеем оценку (4.1), равномерную на любом континууме из ее области определения.
Остается заметить, что вариация v(w, τ) является кусочно однолистной вариацией,
определенной на совокупности областей C(Γ) и U(Γ). Это непосредственно вытекает
из ее определения (4.6).

Теорема доказана.

Из доказательства теоремы 4.1 видно, что если вариция µ(ξ, τ), определенная
в окрестности U̇(Γ) при любом τ ∈ (0, τ∗) конформно отображает эту окрестность
в дополнение к континууму Γ, то компоненты кусочно однолистной вариации (4.6)
ввиду теоремы о факторизации удовлетворяют условию v+(C(Γ), τ) ⊆ C(v−(Γ, τ)),
причем, мы имеем равенство, если вариация µ(ξ, τ) преобразует проколотую окрест-
ность U̇(Γ) континуума Γ в некоторую другую проколотую окрестность того же
континуума.

5. При отыскании однолистных вариаций в окрестности границы данной одно-
связной области мы применяем вспомогательные однолистные вариации, которые
строятся в форме конформных отображений колец. При этом мы используем ши-
роко распространенную конструкцию (5.1), [3], [7].

Пусть Q(ζ) – функция, регулярная в кольце δ < |ζ| 6 1, с неположительной
действительной частью на окружности |ζ| = 1. Несложно доказать [6], что при
достаточно малых значениях k ∈ (0, k∗) функция

λ(ζ, k) = ζ exp
(
kQ(ζ)

)
(5.1)
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однолистна в кольце δ + ε 6 |ζ| 6 1, где ε > 0 – фиксированное, достаточно малое
число.

Перечислим некоторые свойства функции λ(ζ, k).
Прежде всего, поскольку действительная часть функции Q(ζ) на окружности

|ζ| = 1 неположительна, функция λ(ζ, k) конформно отображает окружность |ζ| = 1
в некоторую замкнутую аналитическую кривую Жордана, целиком расположенную
в круге |ζ| 6 1, причем ориентация кривой не изменяется, так как в силу регуляр-
ности на окружности |ζ| = 1 функции Q(ζ) приращение аргумента arg λ(ζ, k) при
полном обходе окружности |ζ| = 1 в положительном направлении составляет 2π.
Из этого, в частности, следует, что значения функции λ(ζ, k), отвечающие точкам
кольца δ+ ε < |ζ| < 1, лежат внутри круга |ζ| 6 1. Наконец, в кольце δ+ ε 6 |ζ| 6 1
для функции λ(ζ, k) выполняется равномерная оценка

λ(ζ, k) = ζ + kζQ(ζ) +O(k2), k → 0. (5.2)

Теорема 5.1. Пусть Γ – невырожденный континуум, дополнение C(Γ) к ко-
торому является односвязной областью. Предположим, ζ(ξ) – конформное отоб-
ражение некоторой проколотой окрестности U̇(Γ) континуума Γ на подходящее
кольцо δ < |ζ| < 1, при котором граничной компоненте окрестности U̇(Γ), при-
надлежащей континууму Γ, отвечает внешняя граничная компонента кольца δ <
|ζ| < 1. В окрестности U̇(Γ) рассмотрим функцию

p(ξ) =
iζ(ξ)
ζ ′(ξ)

Q(ζ(ξ)),

где Q(ζ) ̸≡ 0 – функция, регулярная в кольце δ < |ζ| 6 1, с неположительной
действительной частью на окружности |ζ| = 1.

В этих предположениях на совокупности областей C(Γ) и U(Γ) = U̇(Γ) ∪ Γ
существует кусочно однолистная вариация v(w, τ), для которой на любом конти-
нууме F из ее области определения при достаточно малых значениях τ , τ ∈ (0, τ∗),
выполняется равномерная оценка

v(w, τ) = w − τ

∫
γ

p(ξ)
ξ − w

dξ +O(τ2). (5.3)

Здесь γ – простая замкнутая спрямляемая кривая, лежащая в окрестности U̇(Γ),
разделяющая граничные компоненты этой окрестности, а также континуумы F
и Γ; интегрирование вдоль кривой γ осуществляется в направлении, при котором
континуум Γ остается справа; наконец, функция O(1), входящая в остаточный
член формулы (5.3), регулярна по переменной w в дополнении к континууму Γ и
при τ → 0+ равномерно ограничена на множестве F .

Доказательство. Обозначим через ξ(ζ) функцию, обратную к функции ζ(ξ).
Пусть Q(ζ) ̸≡ 0 – функция, регулярная в кольце δ < |z| 6 1 с неположительной
действительной частью на окружности |z| = 1. По Q(ζ) с помощью формулы (5.1)
построим функцию λ(ζ, k). При достаточно малых значениях k ∈ (0, k∗) функ-
ция λ(ζ, k) однолистна в кольце δ + ε < |ζ| < 1 и для нее выполняется равномерная
оценка (5.2). Величину ε с самого начала можно выбрать столь малой, чтобы кри-
вая γ лежала в области ξ(δ + ε < |ζ| < 1).
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При k ∈ (0, k∗) композиция ξ ◦ λ(ζ, k) регулярна и однолистна в кольце δ + ε <
|ζ| < 1. Эту композицию можно рассматривать как результат действия на функцию
ξ = ξ(ζ) вариации µ(ξ, k) = ξ ◦ λ(ζ(ξ), k), для которой внутри кольца δ + ε < |ζ| < 1
при k → 0+ на основании леммы о композиции (для m = 1) выполняется равномер-
ная оценка

µ(ξ, k) = ξ + ξ′(ζ)(λ− ζ) +O
(
∥λ− ζ∥2

)
, λ = λ(ζ, k).

Отсюда вследствие (5.2) тут же получается асимптотическая оценка

µ(ξ, k) = ξ + kζξ′(ζ)Q(ζ) +O(k2), k → 0+, (5.4)

равномерная внутри окрестности U̇(Γ). Ввиду леммы 2.1 вариация µ(ξ, τ) удовле-
творяет условию равномерности в области U̇(Γ). Из оценки (5.4), в частности, сле-
дует, что

∥µ− ξ∥ = O(k), k → 0 + . (5.5)

Здесь µ = µ(ξ, k). Теперь из уравнения (5.4) выразим разность µ− ξ и подставим ее
в подынтегральное выражение формулы (4.1). В итоге, если положить τ = k/(2π)
и учесть, что ξ′(ζ) = 1/ζ ′(ξ), а также (5.5), получим (5.3).

Теорема доказана.

Вариации (5.3) впервые встречаются в работе [7], но там налагаются более силь-
ные ограничения на функцию Q(ζ).

На основе вариаций (5.3) удается развить общий вариационный метод, частные
реализации которого по существу совпадают с известными классическими вариа-
ционными схемами (см., например, [6]). В следующем пункте предлагаемой статьи
будет показано, как из вариаций (5.3) получается аналог вариационной формулы
Голузина.

6. Предположим, Γ – невырожденный континуум, содержащий бесконечно уда-
ленную точку и не содержащий начала координат, дополнение к которому состоит
из односвязной области. Обозначим через ζ = ζ(w), ζ(0) = 0, функцию, конформ-
но отображающую дополнение к континуму Γ на единичный круг |ζ| < 1, и пусть
w(ζ) – функция, обратная к ζ(w). Пусть в некоторой проколотой окрестности U̇(Γ)
континуума Γ определена регулярная функция G(w) ̸≡ 0.

Поставим следующую задачу.

Задача. Требуется найти такую функцию ψ(ζ), ψ(0) = 0, регулярную в круге
|ζ| < 1, для которой функция

Q(ζ) =
1

iζw′(ζ)
(
ψ(ζ)−G(w(ζ))

)
, (6.1)

регулярна в некотором кольце r < |ζ| 6 1 и имеет на окружности |ζ| = 1 действи-
тельную часть, тождественно равную нулю.

Можно предложить следующее решение этой задачи.
Предположим, что функция ψ(ζ) существует. Если действительная часть функ-

ции Q(ζ) обращается в тождественный нуль на окружности |ζ| = 1, то по принципу
симметрии функция Q(ζ) аналитически продолжается в кольцо r < |ζ| < 1/r, при-
чем в этом кольце для нее выполняется равенство

Q(ζ) = −Q(ζ∗), (6.2)
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где звездочка обозначает преобразование инверсии относительно окружности |ζ|=1,
а черта сверху – операцию комплексного сопряжения. Введем следующие обозначе-
ния:

a(ζ) =
1

iζw′(ζ)
ψ(ζ), b(ζ) =

1
iζw′(ζ)

G(w(ζ)). (6.3)

Функция a(ζ) должна быть регулярна в круге |ζ| < 1, в то время как b(ζ) регу-
лярна в кольце r < |ζ| < 1. Эти функции, следовательно, должны представляться
сходящимися степенными рядами

a(ζ) =
+∞∑
n=0

anζ
n, |ζ| < 1, b(ζ) =

+∞∑
−∞

bnζ
n, r < |ζ| < 1.

Ввиду (6.1)
Q(ζ) = a(ζ)− b(ζ). (6.4)

Равенство (6.2) эквивалентно следующим равенствам для коэффициентов:

Re a0 = Re b0, an = bn + b−n, n > 1.

Отсюда

a(ζ) = a0 +
∞∑

n=1

(bn + b−n)ζn = (a0 − b0) + b(ζ)− S(ζ) + S(1/ζ), (6.5)

где S(ζ) – сумма членов с отрицательными степенями ζ в разложении функции
b(ζ) в кольце r < |ζ| < 1 в ряд Лорана. Следовательно, если обозначить Im(a0 − b0)
через θ и воспользоваться выражениями (6.3) для функций a(ζ) и b(ζ), можно найти
функцию ψ(ζ):

ψ(ζ) = G(w(ζ)) + iζw′(ζ)
(
iθ − S(ζ) + S(1/ζ)

)
.

Эта функция является решением поставленной задачи.
Действительно, она однозначно определяется функциями G(w) и w(ζ) и регуляр-

на в круге |ζ| < 1. Последнее следует из ее связи с функцией a(ζ), определяемой
соотношением (6.5). Кроме того, вследствие (6.5) функция Q(ζ), определяемая со-
отношением (6.4), регулярна в кольце r < |ζ| < 1/r, причем для нее выполняется
условие (6.2), а значит, и (6.1).

Пусть

p(w) =
iζ(w)
ζ ′(w)

Q(ζ(w)) = ψ(ζ(w))−G(w). (6.6)

По теореме 5.1 в односвязном дополнении к континууму Γ существует однолистная
вариация v+(w, τ), τ ∈ (0, τ∗), для которой внутри этого дополнения выполняется
равномерная оценка

v+(w, τ) = w − τ

∫
γ

p(ξ)
ξ − w

dξ +O(τ2), (6.7)

где простая, замкнутая, спрямляемая кривая γ расположена в проколотой окрестно-
сти U̇(Γ), разделяя граничные компоненты этой окрестности и отделяя континуум Γ
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от точки w, а интегрирование вдоль γ осуществляется в направлении, при котором
континуум Γ остается справа. Если теперь подставить (6.6) в (6.7), то после простых
вычислений будем иметь

v+(w, τ) = w − 2πiτ
(
ψ(ζ(w))−G+(w)

)
+O(τ2).

Здесь G+(w) – функция, представленная внутри контура γ интегралом типа Коши
с плотностью G(ξ). В вариационной формуле (6.7) точка w берется из внутренности
кривой γ, но если точку w брать из внешности кривой γ, то в соответствии с заме-
чанием к теореме 5.1 формула (5.3) будет давать однолистную вариацию v−(w, τ),
определенную в полной окрестности континуума Γ, которая обладает тем свойством,
что она конформно отображает континуум Γ на дополнение к области значений
функции v+(w, τ), определенной в дополнении к континууму Γ, при этом внутри
области U(Γ), имеем равномерную оценку

v−(w, τ) = w − 2πiτG−(w) +O(τ2).

Здесь G−(w) – функция, представленная вне контура γ интегралом типа Коши
с плотностью G(ξ). Полученный результат можно сформулировать в следующем
виде.

Теорема 6.1. Пусть Γ – не разбивающий плоскости бесконечный континуум,
не содержащий начала координат, и w(ζ), w(0) = 0, – функция, однолистно отоб-
ражающая круг |ζ| < 1 на дополнение C(Γ) к континууму Γ. Пусть ζ(w) – функ-
ция, обратная к w(ζ). Предположим, в некоторой проколотой окрестности U̇(Γ)
континуума Γ, определена регулярная функция G(w) ̸≡ 0.

В этих предположениях существует кусочно однолистная вариация, опреде-
ленная на совокупности областей C(Γ) и U(Γ) = U̇(Γ) ∪ Γ, для которой внутри ее
области определения выполняются равномерные оценки

v(w, τ) =

{
v+(w, τ) = w − 2πiτ

(
ψ(ζ(w))−G+(w)

)
+O(τ2), w ∈ C(Γ),

v−(w, τ) = w − 2πiτG−(w) +O(τ2), w ∈ U(Γ).

Регулярная в круге |ζ| < 1 функция ψ(ζ), ψ(ζ) = 0, имеет вид

ψ(ζ) = G(w(ζ)) + iζw′(ζ)
(
iθ − S(ζ) + S(1/ζ)

)
,

θ – произвольная вещественная постоянная, а S(ζ) – сумма членов с отрицатель-
ными степенями ζ в разложении функции

b(ζ) =
1

iζw′(ζ)
G(w(ζ))

в кольце r < |ζ| < 1 в ряд Лорана. Наконец, G+(w) и G−(w) являются правильны-
ми регулярными частями функции G(w) в областях C(Γ) и U(Γ) соответственно.
Функция v−(w, τ) обладает тем свойством, что она конформно отображает кон-
тинуум Γ на дополнение к области значений функции v+(w, τ), w ∈ C(Γ).

В заключение заметим, что асимптотическая формула для v+(w, τ) является ана-
логом известной вариационной формулы Голузина [3]. Можно отметить, впрочем,
одно обстоятельство. Формула для v+(w, τ) получена лишь в предположении, что
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функция G(w) является регулярной в проколотой окрестности U̇(Γ), в то время как
вариационная формула из работы [3] выведена в дополнительном предположении,
что среди однолистных вариаций, определенных в проколотой окрестности U̇(Γ)
континуума Γ имеются вариации вида

µ(w, τ) = w − 2πiτG(w) +O(τ2), τ → 0 + . (6.8)

Во всех известных автору приложениях вариационной формулы Голузина исполь-
зуется такой ее вариант, для которого

G+(w) ≡ const. (6.9)

Это понятно, поскольку из условия (6.9) автоматически вытекает существование
вариаций (6.8), однолистных в некоторой полной окрестности континуума Γ. Если
же условие (6.9) не выполняется, доказательство однолистности вариации (6.8) ста-
новится затруднительным. Заметим также, что в случае выполнения условия (6.9)
формула для v+(w, τ) по существу совпадает с вариационной формулой Голузина,
различия появляются как раз в случае, когда соотношение (6.9) не имеет места.

При построении вариации v+(w, τ) целесообразно задавать не функцию G(w), а
функцию b(ζ), регулярную в некотором кольце r < |ζ| < 1. После этого по b(ζ) мож-
но вычислить все функции, входящие в состав формулы для v+(w, τ), естественно
в терминах функции w(ζ) или обратной к ней.
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