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ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ МЕТОД

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ В ИНТЕГРАЛЕ

КРИСТОФФЕЛЯ ––– ШВАРЦА

И. А. Колесников

Аннотация. Предлагается метод определения параметров в интеграле Кристоф-
феля — Шварца. Искомое отображение вкладывается в однопараметрическое се-
мейство конформных отображений верхней полуплоскости на семейство многоуголь-
ников, получаемое сдвигом одной или нескольких вершин некоторого начального
многоугольника при условии сохранения углов. Рассматриваются случай, когда
семейство многоугольников и начальный многоугольник имеют одинаковое число
вершин; случай, когда семейство многоугольников имеет две подвижные верши-
ны, совпадающие в начальный момент и не совпадающие с другими вершинами, и
случай, когда семейство многоугольников представляет собой многоугольник с по-
движным разрезом. Задача определения параметров семейства отображений сво-
дится к задаче интегрирования системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений.
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1. Постановка задачи

Голоморфное однолистное отображение f верхней полуплоскости �+ =
{z ∈ C : Im z > 0} (или единичного круга) на многоугольник � с границей,
состоящей из отрезков прямых, можно записать с помощью интеграла Кристоф-
феля — Шварца [1, 2]. Для решения задачи нахождения параметров в интеграле
Кристоффеля — Шварца — прообразов вершин многоугольника � при отобра-
жении f — разработаны различные методы. Проблему определения параметров
можно свести к задаче решения системы уравнений, содержащей несобствен-
ные интегралы. Н. П. Стенин (см. [3]) применяет метод Ньютона — Фурье для
решения системы уравнений на параметры, несобственные интегралы, встреча-
ющиеся при этом, вычисляет по методу Л. В. Канторовича. В [4] предложен
эффективный приближенный метод. П. Ф. Фильчаков решает задачу определе-
ния параметров, используя обобщенные степенные ряды [5]. Лоуренсон и Гуп-
та применяют метод сопряженных направлений Пауэлла для решения системы
уравнений, определяющей параметры [6]. В дальнейшем эта техника получила
развитие в работах Трефесена [7]. Позднее Дрискол адаптировал численный
метод Трефесена для пакета MATLAB [8, 9]. В [9, 10] содержится обзор работ.

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (про-
ект Регионального научно-образовательного математического цента Томского государствен-
ного университета).
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В [11, 12] предложен численный метод построения конформных отображений
различных областей. В. Н. Монаховым разработан конструктивный вариаци-
онный метод циклической итерации для решения функциональных уравнений
относительно параметров конформных отображений [13]. В [14] предлагается
метод определения параметров в интеграле Кристоффеля — Шварца на основе
квадратурной формулы средней точки.

Метод определения параметров в интеграле Кристоффеля — Шварца, пред-
лагаемый в данной работе, идейно близок к методу П. П. Куфарева [15, 16]. Ме-
тод П. П. Куфарева основывается на параметрическом методе Левнера, сводит
проблему определения параметров в интеграле Кристоффеля — Шварца к за-
даче интегрирования системы обыкновенных дифференциальных уравнений с
начальными условиями Коши. Метод П. П. Куфарева получил различные обоб-
щения [17–22] в том числе для отображений на многоугольники на римановых
поверхностях [19], для отображений на круговые многоугольники [20, 21].

Рассмотрим n-угольник �0 ⊂ C с границей, состоящей из отрезков пря-
мых. Обозначим его вершины через A0

1, A
0
2, . . . , A

0
n и углы при этих вершинах

соответственно — через α1π, α2π, . . . , αnπ, αp ∈ (0, 1) ∪ (1, 2), если A0
p ∈ C, и

αp ∈ [−2, 0], если A0
p = ∞. Образуем семейство n-угольников �(t), �(0) = �0,

сдвигая вершины многоугольника �0 по закону A0
p + tBp =: Ap(t), Bp ∈ C,

0 ≤ t ≤ T , так, чтобы углы многоугольника оставались неизменными и хотя бы
одна сторона оставалась на одной прямой. Таким образом, многоугольник �(t)
имеет углы α1π, α2π, . . . , αnπ при вершинах A1(t), A2(t), . . . , An(t).

Согласно теореме Римана существует отображение ft : �+ → �(t), перево-
дящее верхнюю полуплоскость �+ на многоугольник�(t), t ∈ [0, T ]. Обозначим
прообраз вершины Ap(t) многоугольника �(t) при отображении ft через ap(t).

В данной статье решается задача построения семейства отображений f :
�+ × [0, T ] → �(t), f = f(z, t) = ft(z). Отображение ft можно представить с
помощью формулы Кристоффеля — Шварца

∂ft(z)

∂z
= c(t)

n∏

p=1

(z − ap(t))
αp−1, (1)

где c(t) ∈ C. Прообразы вершин ap(t), p = 1, . . . , n, и коэффициент c(t) —
параметры интеграла Кристоффеля — Шварца — будем называть параметрами

отображения ft. Задача построения отображения ft сводится к следующим
трем задачам.

Задача 1. Определить параметры отображения ft : �+ → �(t) верхней

полуплоскости на многоугольник �(t), t ∈ [0, T ]. Вершины многоугольника

перемещаются по закону A0
p + tBp =: Ap(t), угол при вершине Ap(t) равен αpπ,

t ∈ [0, T ), p = 1, . . . , n. Вершины Ap(t) попарно не совпадают между собой при

t ∈ [0, T ).

Задача 2. Определить параметры отображения ft : �+ → �(t) верхней

полуплоскости на многоугольник �(t), t ∈ [0, T ]. Семейство многоугольников

�(t) имеет только две подвижные смежные вершины A1(t) = A0 + tB1, An(t) =
A0 + tBn, при t = 0 совпадающие между собой и не совпадающие с другими

вершинами A2, . . . , An−1. Угол при вершине Ap(t) равен αpπ, t ∈ (0, T ), p =
1, . . . , n.

Задача 3. Определить параметры отображения ft : �+ → �(t) верхней

полуплоскости на многоугольник �(t), t ∈ [0, T ). Семейство �(t) получается
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проведением разреза переменной длины по отрезку прямой от некоторой точки

границы многоугольника �(0) до некоторой внутренней точки многоугольника

�(0).

Во всех трех задачах образ бесконечности при отображении ft = ft(z),
t ∈ [0, T ], — некоторая фиксированная точка границы многоугольника �(0).
Отображение полуплоскости на многоугольник �(0) считается известным.
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Рис. 1. Рис. 2. Рис. 3.

Пример семейства многоугольников, удовлетворяющего условиям задачи 1,
изображен на рис. 1. Здесь вершины C(t) и D(t) многоугольника ABCDEF
перемещаются вдоль прямых BO и EF соответственно так, что углы много-
угольника ABCDEF остаются неизменными. На рис. 2, 3 изображены приме-
ры семейств многоугольников, удовлетворяющих условиям задачи 2. Вершины
C(t) и D(t) многоугольника ABCD перемещаются вдоль прямых BO и AO со-
ответственно так, что углы многоугольника ABCD остаются неизменными.

Опишем кратко содержание статьи. В разд. 2 приведены некоторые пред-
варительные результаты, используемые при решении поставленных задач. Для
отображения ft записано дифференциальное уравнение второго порядка отно-
сительно переменной t, приведена система обыкновенных дифференциальных
уравнений относительно параметров отображения ft. Записаны нормировки
отображения, при которых система уравнений относительно параметров при-
нимает наиболее простой вид. В лемме 1 записано одно линейное соотношение
относительно параметров отображения ft. Эти результаты получены в [23].
Лемма 2 используется для нахождения начальных условий системы.

В разд. 3 записана система линейных уравнений, позволяющая определить
начальные условия системы дифференциальных уравнений относительно па-
раметров отображения ft, удовлетворяющего условиям задачи 1. Этот раздел
дополняет работу [23], в которой эквивалентная система линейных уравнений
относительно начальных условий получена другим способом несколько в ином
виде.

В разд. 4 и 5 решаются задачи 2 и 3 соответственно. Решение задач 2
и 3 сводится к задаче интегрирования системы дифференциальных уравнений
с сингулярностью в области начальной точки.

Полученные результаты позволяют проинтегрировать систему дифферен-
циальных уравнений относительно параметров отображения, удовлетворяюще-
го условиям задач 1, 2 или 3.
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2. Предварительные сведения

Рассмотрим следующие способы нормировки отображения ft : �+ → �(t),
t ∈ [0, T ].

1. Пусть бесконечность принадлежит отрезку прямой, составляющей гра-
ницу многоугольника �(t). Можно потребовать ft(∞) = ∞, тогда ft имеет на
бесконечности разложение

ft(z) = eiϕ
(
Hz +B +

c1(t)

z
+
c2(t)

z2
+ . . .

)
, (2)

где H > 0, B ∈ R. В разложении можно задать H и B.
Поясним, почему выбор H > 0 и B ∈ R возможен. Пусть ft — некоторое

отображение верхней полуплоскости на многоугольник �, одно из ребер кото-
рого проходит через бесконечность, и этой бесконечно удаленной точке соответ-
ствует бесконечность при отображении ft. Тогда ft имеет на бесконечности раз-
ложение ft(ζ) = eiϕ

(
c−1ζ+c0+

c1
ζ

+. . .
)
, где c−1 > 0 и ck ∈ R, k = 0, 1, 2, . . ., в силу

того, что ft отображает часть вещественной прямой, проходящей через беско-
нечность, в отрезок прямой, проходящей через бесконечность (под углом ϕ к ве-
щественной оси). Построим композицию gt(ζ) = ft(z(ζ)

)
, где z(ζ) = hζ+b, h > 0,

b ∈ R, отображает �+ на �+, оставляя бесконечность неподвижной. Компози-

ция gt имеет на бесконечности разложение gt(ζ) = eiϕ
(
hc−1z+c0+bc−1+

c̃1
z

+. . .
)
.

Подбирая h > 0 и b ∈ R, можно задать модуль коэффициента при z и свободный
член в разложении задать на прямой, проходящей через начало координат под
углом ϕ к вещественной оси.

2. Пусть бесконечность является вершиной многоугольника �(t), образо-
ванной двумя лучами, угол при этой вершине имеет раствор απ, α ∈ (−2,−1)∪
(−1, 0). Можно потребовать ft(∞) = ∞, тогда ft имеет на бесконечности раз-
ложение

ft(z) = A∗ + eiϕ
(
H

zα
+

B

zα+1
+
c1(t)

zα+2
+
c2(t)

zα+3
+ . . .

)
, (3)

где H > 0, B ∈ R, A∗ ∈ C — точка пересечения прямых, образующих угол на
бесконечности. В разложении можно задать H и B.

3. Пусть A ∈ C — точка, принадлежащая неподвижной стороне много-
угольника �(t). Можно потребовать ft(∞) = A, тогда ft имеет на бесконечно-
сти разложение

ft(z) = A+ eiϕ
(
H

z
+
B

z2
+
c1(t)

z3
+
c2(t)

z4
+ . . .

)
, (4)

где H > 0, B ∈ R. В разложении можно задать H и B.

4. Пусть A ∈ C — вершина многоугольника �(t), образованная отрезками
прямых, угол при этой вершине имеет раствор απ, α ∈ (0, 1) ∪ (1, 2]. Можно
потребовать ft(∞) = A, тогда ft имеет на бесконечности разложение

ft(z) = A+ eiϕ
(
H

zα
+

B

zα+1
+
c1(t)

zα+2
+
c2(t)

zα+3
+ . . .

)
, (5)

где H > 0, B ∈ R. В разложении можно задать H и B.

Пусть ft — некоторое отображение верхней полуплоскости �+ на много-
угольник � с вершиной на бесконечности нулевого раствора и этой вершине
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соответствует бесконечно удаленная точка при отображении ft. Тогда ft имеет
на бесконечности разложение ft(z) = eiϕ

(
γ ln z + c0 + c1

z
+ c2

z2
+ . . .

)
, где γπ —

расстояние между лучами, образующими нулевой угол на бесконечности, ϕ —
угол между лучом, уходящим на бесконечность, и вещественной осью. Постро-
им композицию gt(ζ) = ft(z(ζ)

)
, где z(ζ) = hζ + b, h > 0, b ∈ R, отображает �+

на �+, оставляя бесконечность неподвижной. Композиция gt имеет на беско-
нечности разложение

gt(ζ) = eiϕ
(
γ ln z + c0 + γ lnh+

c1 + γb

hz
+
c̃2
z2

+ . . .

)
.

Подбирая h > 0 и b ∈ R, можно свободный член и коэффициент при z в раз-
ложении задать на прямой, проходящей через начало координат под углом ϕ к
вещественной оси.

5. Пусть бесконечность является вершиной многоугольника �(t) с углом
раствора απ, α ∈ {−2,−1, 0}, образованной двумя лучами. Можно потребовать
ft(∞) = ∞, тогда ft имеет на бесконечности разложение

ft(z) = eiϕγ(t) ln z + eiϕz−α
(
H +

B

z
+
c1(t)

z2
+
c2(t)

z3
+ . . .

)
, (6)

где H,B ∈ R, если α = 0, и H > 0, B ∈ R, если α ∈ {−2,−1}. В разложении
можно задать H и B. Заметим, что γ̈(t) = 0.

В [23] получены следующие результаты.

Теорема 1. Отображение ft = f(z, t) удовлетворяет дифференциальному

уравнению

∂2ft(z)

∂t2
= c(t)

n∏

j=1

(z−aj(t))
αj−1

(
n∑

j=1

ȧ2
j(t)(αj − 1)

z − aj(t)
+C(t)z2 +D(t)z+E(t)

)
, (7)

где C(t), D(t), E(t) ∈ C.

В [23] дифференциальное уравнение (7) записано для отображения полу-
плоскости на внешность многоугольника.

Замечание. Если прообраз одной из вершин, скажем a0(t), находится на
бесконечности, то формулы (1) и (7) не изменят вида.

Лемма 1. Пусть отображение ft удовлетворяет одной из нормировок (2)–
(6). Тогда в формуле (7) C(t) = D(t) = E(t) = 0. Кроме того, коэффициент

c(t) равен c(t) = eiϕγ(t) и
n∑
j=1

(αj − 1)aj(t) = − B
γ(t) при α = 0; c(t) = Heiϕ и

n∑
j=1

(αj − 1)aj(t) = −γ(t)
H

при α = −1 в случае нормировки (6) и c(t) = −αHeiϕ,

n∑
j=1

(αj − 1)aj(t) = −B
H
α+1
α

в остальных случаях. Здесь απ — угол при вершине

ft(∞) (α = 1 в случае нормировки (4)).

С помощью теоремы 1 в [23] получена система дифференциальных уравне-
ний относительно параметров ap(t), p = 1, . . . , n, отображения ft. Приведем ее
для отображения ft, удовлетворяющего одной из указанных нормировок.
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Теорема 2. Пусть отображение ft нормировано одним из условий (2)–(6)
(в случае нормировки (6) при α = 0 потребуем γ(t) = const). Тогда параметры

ap(t), p = 1, . . . , n, t ∈ [0, T ), отображения ft удовлетворяют системе дифферен-

циальных уравнений

äp(t) +

n∑

j=1,j 6=p

(αj − 1)
(ȧp(t) − ȧj(t))

2

ap(t) − aj(t)
= 0, p = 1, . . . , n, (8)

точка над функцией означает частную производную по t.

Далее будем рассматривать отображение ft, нормированное одним из усло-
вий (2)–(5) при B = 0 или условием (6) при α = −2 и B = 0. Таким образом,
c(t) = −αHeiϕ = const, и параметры отображения ft удовлетворяют соотноше-
нию

n∑

j=1

(αj − 1)aj(t) = 0. (9)

Следующая лемма — вариация теоремы о дифференцируемости интеграла
от параметра.

Лемма 2. Пусть функция g(ξ, x) непрерывна вместе с частной производ-

ной
∂g(ξ,x)
∂x

на прямоугольнике {(ξ, x) : ξ ∈ [a, b], x ∈ [c, d]} и интеграл
b∫
a

h(ξ) dξ

сходится. Тогда интеграл J(x) =
b∫
a

h(ξ)g(ξ, x) dξ (несобственный, если h(ξ)

неограниченная), зависящий от параметра, является непрерывно дифференци-

руемой функцией на отрезке [c, d], причем справедливо следующее равенство:

dJ(x)

dx
=

b∫

a

h(ξ)
∂g(ξ, x)

∂x
dξ, x ∈ [c, d].

Доказательство. Рассмотрим

dJ(x)

dx
−

b∫

a

h(ξ)
∂g(ξ, x)

∂x
dξ

= lim
�x→0

b∫

a

h(ξ)
g(ξ, x +�x) − g(ξ, x)

�x
dξ −

b∫

a

h(ξ)
∂g(ξ, x)

∂x
dξ.

Так как функция g непрерывна и дифференцируема по x на [x, x+�x], по
теореме Лагранжа о среднем значении

b∫

a

h(ξ)
g(ξ, x+�x) − g(ξ, x)

�a
dξ =

b∫

a

h(ξ)
∂g(ξ, x+ θξ�x)

∂x
dξ, θξ ∈ (0, 1).

Поэтому

b∫

a

h(ξ)
g(ξ, x+�x) − g(ξ, x)

�x
dξ −

b∫

a

h(ξ)
∂g(ξ, x)

∂x
dξ

=

b∫

a

h(ξ)

(
∂g(ξ, x+ θξ�x)

∂x
−
∂g(ξ, x)

∂x

)
dξ.
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Поскольку функция ∂g(ξ,x)
∂x

непрерывна на прямоугольнике {(ξ, x) : ξ ∈ [a, b], x ∈
[c, d]}, по теореме Кантора она равномерно непрерывна на нем, т. е. для всякого
ε > 0 найдется такое δ > 0, что для любых ξ ∈ [a, b] и |�x| < δ выполняется

∣∣∣∣
∂g(ξ, x+�x)

∂x
−
∂g(ξ, x)

∂x

∣∣∣∣ <
ε

C
, где C =

b∫

a

h(ξ) dξ.

Поскольку θξ ∈ (0, 1), справедлива оценка
∣∣∣∣∣∣

b∫

a

h(ξ)
g(ξ, x+�x) − g(ξ, x)

�x
dξ −

b∫

a

h(ξ)
∂g(ξ, x)

∂x
dξ

∣∣∣∣∣∣

≤

b∫

a

h(ξ)

∣∣∣∣
∂g(ξ, x+ θξ�x)

∂x
−
∂g(ξ, x)

∂x

∣∣∣∣ dξ ≤ ε.

Лемма доказана.

3. Решение задачи 1

Пусть отображение ft : �+ → �(t) переводит �+ на многоугольник �(t),
t ∈ [0, T ]. Пусть ft(∞) =: A — некоторая фиксированная точка (возможно, вер-
шина), принадлежащая границе многоугольника �(0), t ∈ [0, T ]. Пусть Ap(t) =
A0
p + tBp — вершины многоугольника �(t), Ap(t) 6= A0, t ∈ [0, T ]. Угол при

вершине Ap(t) равен αpπ, p = 1, . . . , n, t ∈ [0, T ). Обозначим прообраз вершины
Ap(t) через ap(t), p = 1, . . . , n, пусть −∞ < a1(t) < a2(t) < · · · < an(t) < +∞,
t ∈ [0, T ). Отображение f0 = f(z, 0) известно, соответственно значения ap(0),
p = 1, . . . , n, известны.

Параметры ap(t), p = 1, . . . , n, удовлетворяют системе дифференциальных
уравнений (8). Запишем ее в нормальной форме





ḃp(t) = −

n∑
j=1,j 6=p

(αj − 1)
(bp(t)−bj(t))

2

ap(t)−aj(t)
, p = 1, . . . , n,

ȧp(t) = bp(t), p = 1, . . . , n.

Выражения, стоящие в правых частях, имеют непрерывные частные производ-
ные по ap, bp на отрезке t ∈ [0, T ), следовательно, по теореме существования и
единственности решения задачи Коши для системы дифференциальных урав-
нений решение системы существует и единственно на отрезке t ∈ [0, T ) при за-
данных начальных значениях ap(0) =: ap,0, bp(0) = ȧp(0) =: ap,1, p = 1, . . . , n.

Теорема 3. При выполнении условий задачи 1 начальные данные ȧp(0) =
ap,1, p = 1, . . . , n, системы дифференциальных уравнений (8) удовлетворяют

системе линейных уравнений

(ap,1 − ap−1,1)



αp + αp−1 − 1

ap,0 − ap−1,0

1∫

0

Fp(ξ) dξ +

n∑

m=1,m 6=p,p−1

(αm − 1)

1∫

0

ξ
Fp(ξ)

yp,m(ξ)
dξ





+

n∑

k=1,k 6=p,p−1

(ap−1,1 − ak,1)(αk − 1)

1∫

0

Fp(ξ)

yp,k(ξ)
dξ

=
Bp −Bp−1

c(ap,0 − ap−1,0)αp+αp−1−1
, p = 2, . . . , n, (10)
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n∑

k=1

(αk − 1)ak,1 = 0, (11)

где

yp,j(ξ) = ξ(ap,0 − ap−1,0) + ap−1,0 − aj,0,

Fp(ξ) = (ξ − 1)αp−1ξαp−1−1
n∏

j=1,j 6=p,p−1

(yp,j(ξ))
αj−1, p = 2, . . . , n.

Доказательство. Рассмотрим равенства

Lp := ft(ap(t)) − ft(ap−1(t))

= c

ap(t)∫

ap−1(t)

n∏

j=1

(ζ − aj(t))
αj−1 dζ = t(Bp −Bp−1), p = 2, . . . , n.

Дифференцируя по t, получим

n∑

k=1

∂Lp
∂ak

ȧk(t) = Bp −Bp−1, p = 2, . . . , n. (12)

Найдем частную производную Lp, p = 2, . . . , n, по ak, k = 1, . . . , n. Сделав
замену в интеграле ζ = ξ(ap − ap−1) + ap−1, запишем Lp в виде

Lp = c(ap − ap−1)
αp+αp−1−1

1∫

0

hp(ξ)g(ξ, ak) dξ =: (ap − ap−1)
αp+αp−1−1Jp,

где

g(ξ, ak) =
n∏

j=1,j 6=p,p−1

(ξ(ap − ap−1) + ap−1 − aj)
αj−1.

Функция g(ξ, ak) непрерывна вместе с частной производной ∂g(ξ,ak)
∂ak

в пря-

моугольнике {(ξ, ak) : ξ ∈ [0, 1], ak ∈ [ak(0) − ε, ak(0) + ε]}, и интеграл
1∫
0

hp(ξ) dξ

сходится, следовательно, согласно лемме 2

∂Jp
∂ak

=
∂

∂ak

1∫

0

hp(ξ)g(ξ, ak) dξ =

1∫

0

hp(ξ)
∂g(ξ, ak)

∂ak
dξ.

Таким образом,

1

c

∂Lp
∂ak

= Jp
∂

∂ak
(ap − ap−1)

αp+αp−1−1 + (ap − ap−1)
αp+αp−1−1 ∂Jp

∂ak
, p = 2, . . . , n.

(13)

Записывая систему (12) при t = 0, после преобразований с учетом форму-
лы (13) получим (10). Дифференцируя (9) по t и устремив t к нулю, придем
к (11). Теорема 3 доказана.
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4. Решение задачи 2

Пусть отображение ft : �+ → �(t) переводит �+ на многоугольник �(t),
t ∈ [0, T ]. Пусть ft(∞) =: A — некоторая фиксированная точка (возможно, вер-
шина), принадлежащая границе многоугольника �(0), t ∈ [0, T ]. Пусть Ap(t) —
вершины многоугольника �(t), Ap(t) 6= A, t ∈ [0, T ], p = 1, . . . , n. Угол при
вершине Ap(t) равен αpπ, t ∈ (0, T ), p = 1, . . . , n. Две смежные вершины A1(t)
и An(t) перемещаются по закону A1(t) = A0 + tB1, An(t) = A0 + tBn, совпадают
между собой при t = 0 и не совпадают с другими вершинами при t ∈ [0, T ).
Вершины A2, . . . , An−1 неподвижны. Обозначим прообраз вершины Ap(t) через
ap(t), p = 1, . . . , n, пусть −∞ < a2(t) < · · · < an(t) < a1(t) < +∞, t ∈ (0, T ).
Отображение f0 = f(z, 0) известно, соответственно значения ap(0), p = 1, . . . , n,
известны.

Теорема 4. При выполнении условий задачи 2 система дифференциаль-

ных уравнений (8) имеет на промежутке t ∈ [0, t0) аналитическое относительно

параметра x = t
1

α1+αn−1 решение

ap(t) =

∞∑

k=0

ap,kt
k

α1+αn−1 , p = 1, . . . , n, (14)

где ap,k, p = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . , определяются формулами

a1,1 − an,1 =

(∣∣∣∣∣
Bn −B1

c

n−1∏

p=2

(a1,0 − ap,0)
1−αp

∣∣∣∣∣
� (α1 + αn)

� (α1)� (αn)

) 1
α1+αn−1

, (15)

an,1 = −
α1 − 1

αn − 1
a1,1, (16)

ap,1 = 0, p = 2, . . . , n− 1, (17)

a1,k =

(
Ck(αn − 1) −

n−1∑

j=2

(αj − 1)

×
(
γ

(1,j)
k−2 (k2 − k + 1 + α1(k − 1) − kαn) + γ

(n,j)
k−2 (αn − 1)(2k − 1)

)
)

× (k(k − 1)(k + 1 − α1 − αn)(k − 2 + α1 + αn))
−1,

an,k =

(
−Ck(α1 − 1) −

n−1∑

j=2

(αj − 1)

×
(
γ

(1,j)
k−2 (α1 − 1)(2k − 1) + γ

(n,j)
k−2 (k2 − k + 1 + αn(k − 1) − kα1)

)
)

× (k(k − 1)(k + 1 − α1 − αn)(k − 2 + α1 + αn))
−1, (18)

ap,k = −
1

k(k + 1 − α1 − αn)

n∑

j=1

(αj − 1)γ
(p,j)
k−2 , p = 2, . . . , n− 1,

где

C2 = 0, Ck =
k(k + 1 − α1 − αn)

b
(n,1)
1

k−2∑

j=1

b
(n,1)
k−j

(
(j+1)(k−j)b

(n,1)
j+1 −γ

(n,1)
j

)
, k = 3, 4, . . . ,
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−γ
(1,n)
0 = γ

(n,1)
0 = b

(n,1)
1 , γ

(p,q)
0 =

(
b
(p,q)
1

)2

b
(p,q)
0

, p 6= q, (p, q) /∈ {(1, n), (n, 1)},

−γ
(1,n)
k = γ

(n,1)
k =

1

b
(n,1)
1

(
c
(n,1)
k −

k∑

j=1

γ
(n,1)
j−1 b

(n,1)
k+2−j

)
, k = 1, 2, . . . ,

γ
(p,q)
k =

1

b
(p,q)
0

(
c
(p,q)
k −

k∑

j=1

γ
(p,q)
j−1 b

(p,q)
k+1−j

)
, p 6= q, (p, q) /∈ {(1, n), (n, 1)}, k = 1, 2, . . . ,

γ
(p,p)
k = 0, c

(p,q)
k =

k+1∑

j=1

j(k + 2 − j)b
(p,q)
j b

(p,q)
k+2−j , b

(p,q)
k = ap,k − aq,k, k = 0, 1, 2, . . . .

Доказательство. Будем считать для определенности, что −∞ < a2(t) <
· · · < an(t) ≤ a1(t) <∞ (бесконечность отображается в фиксированную точку —
вершину многоугольника или точку на ребре многоугольника).

Рассмотрим равенство

|An(t)A1(t)| = |Bn −B1|t =

∣∣∣∣∣∣
c

an(t)∫

a1(t)

n∏

p=1

(ξ − ap(t))
αp−1 dξ

∣∣∣∣∣∣
.

Выполнив замену ξ = ζ(an(t) − a1(t)) + a1(t), получим

|Bn −B1|t =

∣∣∣∣∣∣
c(an(t) − a1(t))

α1+αn−1

1∫

0

ζα1−1(1 − ζ)αn−1g(ζ, t) dζ

∣∣∣∣∣∣
,

где

g(ζ, t) =

n−1∏

p=2

(
ζ(an(t) − a1(t)) − ap(t) + a1(t)

)αp−1
.

По теореме о среднем

|Bn −B1|t =

∣∣∣∣∣∣
c g(θ, t)(an(t) − a1(t))

α1+αn−1

1∫

0

ζα1−1(1 − ζ)αn−1 dζ

∣∣∣∣∣∣
, (19)

где g(θ, t) — непрерывная функция, θ ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ].

Учитывая, что
1∫
0

ζα1−1(1 − ζ)αn−1 dζ = � (α1)� (αn)
� (α1+αn) , где � — гамма функция,

перепишем равенство (19) в виде

1

t
(a1(t) − an(t))

α1+αn−1 =

∣∣∣∣
Bn −B1

c g(θ, t)

∣∣∣∣
� (α1 + αn)

� (α1)� (αn)
. (20)

Заметим, что

lim
t→+0

g(θ, t) =
n−1∏

p=2

(a1(0) − ap(0))αp−1,

поэтому предел правой части (20) при t, стремящемся к нулю справа, существу-
ет и отличен от нуля, следовательно, должен существовать предел левой части.
Отсюда можно заключить, что

ap(t) = ap,0 +ap,q1t
ψ1 + · · ·+ap,qst

ψs +ap,1t
1

α1+αn−1 +o(t
1

α1+αn−1 ), p = 1, n, (21)
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где α1 + αn − 1 > 0, ψ1 < · · · < ψs <
1

α1+αn−1 , a1,qj = an,qj , j = 1, . . . , s, и

выполняется равенство (15).
В силу того, что ap(t) удовлетворяют системе дифференциальных уравне-

ний (8), заключаем, что разложение (21) справедливо при p = 1, . . . , n.
Предположим, что ap,q1 , p = 1, . . . , n, в разложении (21) не обращаются

все одновременно в нуль. Выполним замену tψ1 = τ , сохранив за параметрами

прежние обозначения. Тогда
dap(0)
dτ

= ap,q1 , p = 1, . . . , n.
Рассмотрим равенства

L2 = fτ (a2(τ)) − fτ (−∞) = c

a2(τ)∫

−∞

n∏

j=1

(ζ − aj(τ))
αj−1 dζ,

Lp = fτ (ap(τ)) − fτ (ap−1(τ)) = c

ap(τ)∫

ap−1(τ)

n∏

j=1

(ζ − aj(τ))
αj−1 dζ, p = 3, . . . , n− 1.

Дифференцируя по τ , получим

n∑

k=1

∂Lp
∂ak

ȧk(τ) =
dLp
dτ

, p = 2, . . . , n− 1. (22)

В силу того, что L2 = A2 − fτ (∞), Lp = Ap − Ap−1 не зависят от τ , в правой
части уравнений (22) стоят нули. Частную производную Lp, p = 3, . . . , n− 1, по
ak, k = 1, . . . , n, можно найти по аналогии с (13). Найдем производную L2 по
ak, k = 1, . . . , n. Выполнив в формуле для L2 замену ζ = 1 + a2 −

1
ξ
, запишем

L2 в виде

L2 = c

1∫

0

(
1 −

1

ξ

)α2−1 n∏

j=1,j 6=2

(
1 + a2 − aj −

1

ξ

)αj−1
1

ξ2
dξ

или с учетом того, что
n∑
j=1

αj − n+ 2 = 1−α, где απ — угол при вершине ft(∞)

(α = 1, если ft(∞) — точка, принадлежащая ребру многоугольника), в виде

L2 = c

1∫

0

ξα−1(ξ − 1)α2−1
n∏

j=1,j 6=2

(ξ(1 + a2 − aj) − 1)αj−1 dξ.

Тогда

∂L2

∂ak
= c

1∫

0

ξα−1(ξ − 1)α2−1 ∂

∂ak

n∏

j=1,j 6=2

(ξ(1 + a2 − aj) − 1)αj−1 dξ.

Запишем уравнения (22) в точке τ = 0 и исключим из них a1(0) = a1,q1

и an(0) = an,q1 , используя соотношение (9) и условие a1,q1 = an,q1 . Получим
линейную систему

n−1∑

k=2

ak,q1

(
∂Lp
∂ak

−
αk − 1

α1 + αn − 2

(
∂Lp
∂a1

+
∂Lp
∂an

))∣∣∣∣
τ=0

= 0, p = 2, . . . , n− 1,
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из n − 2 уравнений относительно n − 2 неизвестных ak,q1 , k = 2, . . . , n − 1.
Поскольку данная система имеет решение при ненулевой правой части, опреде-
литель системы отличен от нуля. Следовательно, ak,q1 = 0, k = 2, . . . , n−1, и из
соотношения (9) и условия a1,q1 = an,q1 вытекает, что a1,q1 = an,q1 = 0; проти-

воречие. Таким образом, разложение (21) имеет вид ap = ap,0 + ap,1t
1

α1+αn−1 +

o(t
1

α1+αn−1 ), p = 1, . . . , n.

Выполним замену t
1
ϕ = x, где ϕ = α1 + αn − 1, тогда

dx

dt
=

1

ϕ
t

1
ϕ
−1 =

1

ϕ
x1−ϕ,

d2x

dt2
=

1 − ϕ

ϕ2
t

1
ϕ
−2 =

1 − ϕ

ϕ2
x1−2ϕ,

da

dt
=
da

dx

dx

dt
=
x1−ϕ

ϕ

da

dx
,

d2a

dt2
=
d2a

dx2

(
dx

dt

)2

+
da

dx

d2x

dt2
=
x2−2ϕ

ϕ2

da2

dx2
+

1 − ϕ

ϕ2
x1−2ϕ da

dx
.

Сохранив за неизвестными функциями прежние обозначения, запишем систе-
му (8) с учетом данной замены:

xäp(x)+ (1−ϕ)ȧp(x)+x
n∑

j=1,j 6=p

(αj − 1)
(ȧp(x) − ȧj(x))

2

ap(x) − aj(x)
= 0, p = 1, . . . , n. (23)

Подставляя в уравнения системы (23) ряды ap(x) = ap,0 +ap,1x+ o(x), находим,
что коэффициенты a1,1, an,1 удовлетворяют соотношению (16).

Из уравнений системы (23) при p = 2, . . . , n − 1 получаем равенства (17)
для ap1, p = 2, . . . , n− 1.

Равенства (17) можно получить из системы уравнений (22) и равенства (16).
Действительно, положим a1,0 = an,0 =: σ и заметим, что при x = 0

∂Lp
∂a1

= (1 − α1)L,
∂Lp
∂an

= (1 − αn)L,

где

L = (ap,0 − ap−1,0)
αp+αp−1−1

1∫

0

(ξ − 1)αp−1ξαp−1−1

×

∏
j 6=p,p−1

(ξ(ap,0 − ap−1,0) + ap−1,0 − aj,0)
αj−1

ξ(ap,0 − ap−1,0) + ap−1,0 − σ
dξ.

Тогда систему уравнений (23) при x = 0 можно записать в виде

n−1∑

k=2

ak,1
∂Lp
∂ak

∣∣∣∣
x=0

+ L(a1,1(1 − α1) + an,1(1 − αn)) = 0

или, учитывая равенство (16), в виде

n−1∑

k=2

ak,1
∂Lp
∂ak

∣∣∣∣
x=0

= 0,

откуда получаем (17).
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Можно доказать по индукции, что ap(x) =
∞∑
k=0

ap,kx
k, p = 1, . . . , n. Действи-

тельно, предположим, что ap(x) = ap,0 + ap,1x+ · · ·+ ap,kx
k + ap,qx

ψ +O(xk+1),
k < ψ < k + 1, p = 1, . . . , n. Подставляя эти ряды в систему уравнений (23),
находим ap,q = 0, p = 1, . . . , n.

Итак, будем искать решение системы (23) виде рядов ap(x) = ap,0 + ap,1x+
· · · + ap,kx

k + . . . , p = 1, . . . , n. Подставляя ряды в систему (23) и сравнивая
коэффициенты при одинаковых степенях x, после преобразований получаем
для коэффициентов ap,k, p = 1, . . . , n, k = 2, 3, 4, . . . , формулы (18). Теорема 4
доказана.

5. Решение задачи 3

Пусть отображение ft : �+ → �(t) переводит �+ на многоугольник �(t),
t ∈ [0, T ), представляющий собой многоугольник �(0) с разрезом длины t|B0|
от некоторой точки границы многоугольника �(0) до внутренней точки A0(t)
многоугольника �(0). Пусть ft(∞) =: A — некоторая фиксированная точ-
ка (возможно, вершина), принадлежащая границе многоугольника �(0), t ∈
[0, T ). Пусть Ap(t) — вершины многоугольника �(t), Ap(t) 6= A, t ∈ [0, T ),
p = 0, 1, . . . , n. Угол при вершине Ap равен αpπ, t ∈ (0, T ), k = 1, . . . , n, угол
при вершине A0(t) равен 2π =: α0π. Вершина A0(t) перемещается по закону
A0(t) = A0

0 + tB0 и совпадает при t = 0 с вершинами A1 и An. Вершины
A1, . . . , An неподвижны, t ∈ [0, T ). Обозначим прообраз вершины Ap через
ap(t), p = 0, 1, . . . , n, пусть −∞ < a2(t) < · · · < an(t) < a0(t) < a1(t) < +∞,
t ∈ (0, T ). Отображение f0 = f(z, 0) известно, соответственно значения ap(0),
p = 0, 1, . . . , n, известны.

Рассмотрим сначала один частный случай.
В [24] (ср. [1, гл. II, § 3]) получено отображение верхней полуплоскости на

полуплоскость с прямолинейным разрезом переменной длины, выходящим из
начала координат под фиксированным углом к положительной части веще-
ственной оси. Построив композицию этого отображения со степенным отоб-
ражением, запишем отображение g = g(z, t), t > 0, верхней полуплоскости на
сектор {w ∈ C : 0 < argw < (α+β)π} с прямолинейным разрезом длины t, выхо-
дящим из начала координат под углом απ к положительной части вещественной
оси:

g(z, t) = (z − a(t))α(z − b(t))β ,

где a(t) = t
1

α+β

(
β
α

) α
α+β , b(t) = −t

1
α+β

(
α
β

) β
α+β — прообразы вершин, находящихся

в начале координат с углами απ и βπ соответственно, или в интегральном виде

g(z, t) = (α+ β)

z∫

z0

(ζ − λ(t))(ζ − a(t))α−1(ζ − b(t))β−1 dζ + g(z0, t),

где λ(t) = βa(t)+αb(t)
α+β — прообраз подвижного конца разреза. Отображение g

удовлетворяет нормировке (2).
В силу того, что g(λ(t), t)− g(b(t), t) = g(λ(t), t)− g(a(t), t) = t, справедливо

равенство

λ∫

b

(ξ − λ)(ξ − a)α−1(ξ − b)β−1dξ = −

a∫

λ

(ξ − λ)(ξ − a)α−1(ξ − b)β−1 dξ.
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В интеграле в левой части равенства выполнив замену ζ = ξ(a − λ) + λ, а в
интеграле в правой части — замену ζ = ξ(b− λ) + λ, получим

1∫

0

ζ(ζ − 1)β−1(ζ −X)α−1dζ = −Xα+β

1∫

0

ζ(ζ − 1)α−1(ζ −X−1)β−1 dζ, (24)

где X = a−λ
b−λ

.
В силу существования и единственности конформного отображения g урав-

нение (24) имеет единственное (вещественное) решение X = −α
β

при α, β ∈

(0, 1) ∪ (1, 2).

Теорема 5. При выполнении условий задачи 3 система дифференциаль-

ных уравнений (8) имеет на промежутке t ∈ [0, t0) аналитическое относительно

параметра x = t
1

α1+αn решение

ap(t) =

∞∑

k=0

ap,kt
k

α1+αn , p = 0, 1, . . . , n, (25)

где ap,k, p = 0, 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . , определяются формулами

ap,1 = 0, p = 2, . . . , n, (26)

a1,1 = αnν, an,1 = −α1ν, a0,1 = (αn − α1)ν, (27)

где

ν =

(
α1 + αn
αα1

1 ααn
n

∣∣∣∣∣
B0

c

n−1∏

j=2

(a0,0 − aj,0)
1−αj

∣∣∣∣∣

) 1
α1+αn

;

a11 = αnν, an1 = −α1ν, a01 = (αn − α1)ν, (28)

где

ν =

(
α1 + αn
αα1

1 ααn
n

∣∣∣∣∣
B0

c

n−1∏

j=2

(a00 − aj0)
1−αj

∣∣∣∣∣

) 1
α1+αn

;

a0,k(k
2 − 4k+ 2 + (k− 1)(α1 +αn))− a1,k(2k− 1)(α1 − 1)− an,k(2k− 1)(αn − 1)

= (1 − α1)C
(0,1)
k + (1 − αn)C

(0,n)
k +

n−1∑

j=2

(1 − αj)γ
(0,j)
k−2 , k = 3, 4, . . . ,

− a0,k(2k − 1) + a1,k(k
2 − kα1 + αn(k − 1)) − an,k(2k − 1)(αn − 1)

= C
(0,1)
k + (1 − αn)C

(1,n)
k +

n−1∑

j=2

(1 − αj)γ
(1,j)
k−2 , k = 3, 4, . . . ,

− a0,k(2k − 1) − a1,k(2k − 1)(α1 − 1) + an,k(k
2 + α1(k − 1) − kαn)

= C
(0,n)
k − (1 − α1)C

(1,n) +

n−1∑

j=2

(1 − αj)γ
(n,j)
k−2 , k = 3, 4, . . . ,

ap,k =
1

k(k − α1 − αn)

n∑

j=0

(1 − αj)γ
(p,j)
k−2 , p = 2, . . . , n− 1, k = 3, 4, . . . , (29)
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где

C
(p,q)
k =

1

b
(p,q)
1

k−2∑

j=1

b
(p,q)
k−j

(
(j + 1)(k − j)b

(p,q)
j+1 − γ

(p,q)
j

)
, k = 3, 4, . . . ,

−γ
(q,p)
0 = γ

(p,q)
0 = b

(p,q)
1 , p 6= q, p, q ∈ {0, 1, n},

γ
(p,q)
0 =

(
b
(p,q)
1

)2

b
(p,q)
0

, p 6= q, (p, q) /∈ {(p, q) : p, q ∈ {0, 1, n}},

−γ
(q,p)
k = γ

(p,q)
k =

1

b
(p,q)
1

(
c
(p,q)
k −

k∑

j=1

γ
(p,q)
j−1 b

(p,q)
k+2−j

)
, p, q ∈ {0, 1, n}, k = 1, 2, . . . ,

γ
(p,q)
k =

1

b
(p,q)
0

(
c
(p,q)
k −

k∑

j=1

γ
(p,q)
j−1 b

(p,q)
k+1−j

)
,

p 6= q, (p, q) /∈ {(p, q) : p, q ∈ {0, 1, n}}, k = 1, 2, . . . ,

γ
(p,p)
k = 0, c

(p,q)
k =

k+1∑

j=1

j(k + 2 − j)b
(p,q)
j b

(p,q)
k+2−j , b

(p,q)
k = ap,k − aq,k, k = 0, 1, 2, . . . .

Доказательство. Пусть отображение g : �+ × [0, τ0) → �(τ) при фик-
сированном τ голоморфно и однолистно переводит �+ на многоугольник �(τ).
Пусть g(∞, τ) =: A — фиксированная точка (возможно, вершина), принадле-
жащая границе многоугольника �(0), и отображение g удовлетворяет одной из
нормировок (2)–(6). Тогда композиция ω(z, τ) = g−1(g(z, τ), 0) имеет на беско-
нечности разложение

ω(z, τ) = z +
c1(τ)

z
+
c2(τ)

z2
+ . . . .

Параметризацию семейства g можно выбрать так, что c1(τ) = −τ , тогда отоб-
ражение g(z, τ) удовлетворяет [25] уравнению Левнера

∂g(z, τ)

∂τ
+

1

z − λ(τ)

∂g(z, τ)

∂z
= 0, g(z, 0) = g0(z), g0 : �+ → �(0), (30)

где λ(τ) — прообраз вершины A0(τ) при отображении g. Параметры ãp(τ) отоб-
ражения g (прообразы неподвижных вершин Ap многоугольника �(t) при отоб-
ражении g) удовлетворяют [26] системе дифференциальных уравнений

dãp(τ)

dτ
=

1

ãp(τ) − λ(τ)
, p = 1, . . . , n. (31)

Известно [26–28], что управляющая функция λ(τ), а также ãp(τ) имеет
разложение

λ(τ) =

∞∑

k=0

λkτ
k
2 , λ1 6= 0. (32)

Рассмотрим теперь отображение f : �+ × [0, T ) → �(t), переводящее при
фиксированном t полуплоскость �+ на многоугольник �(t) с разрезом длины
t|B0|. Отображение f продолжается в нижнюю полуплоскость через любой
отрезок вещественной оси, не содержащий точек ap(t). Различные ветви ϕ, ψ
связаны между собой следующим образом: ϕ(z, t) = Mϕψψ(z, t) + Lϕψ (ср. [23,
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теорема 1]). Поэтому ϕ̇(z,t)
ϕ′(z,t) = ψ̇(z,t)

ψ′(z,t) (точка над функцией означает частную

производную по t, штрих — по z) и, следовательно, функция ḟ
f ′

продолжается

из верхней полуплоскости в нижнюю через любой отрезок вещественной оси, не
содержащий точек ap(t), однозначным образом.

В окрестности точки a0(t) отображение f = f(z, t) = ft(z) раскладывается
в ряд

f(z, t) = A0(t) + c0,1(t)(z − a0(t))
2 + c0,2(t)(z − a0(t))

3 + . . . ,

тогда

ḟ(z, t) = B0 − 2ȧ0(t)c0,1(t)(z − a0(t)) + (ċ0,1 − 3ȧ0(t)c0,2(t)(z − a0(t))
2 + . . . ,

f ′(z, t) = 2c0,1(t)(z − a0(t)) + 3c0,2(t)(z − a0(t))
2 + . . . , (33)

следовательно, отображение ḟ
f ′

раскладывается в окрестности точки a0(t) в ряд

ḟ(z, t)

f ′(z, t)
=

B0

2c0,1(t)

1

z − a0(t)
+O(1).

Аналогично можно показать, что ḟ
f ′

голоморфно в остальной части ком-

плексной плоскости C\{a0(t)} и раскладывается на бесконечности в ряд

ḟ(z, t)

f ′(z, t)
=
c1,∞
z

+
c2,∞
z2

+ . . . .

Следовательно, по теореме Лиувилля

ḟ(z, t)

f ′(z, t)
=

B0

2c0,1(t)

1

z − a0(t)
,

т. е.

∂f(z, t)

∂t
−

B0

2c0,1(t)

1

z − a0(t)

∂f(z, t)

∂z
= 0, f(z, 0) = f0(z), f0 : �+ → �(0).

Сравнивая это уравнение и уравнение (30), заключаем, что параметризации
семейств отображений g и f связаны следующим образом:

dt

dτ
= −

2

B0
c0,1(t(τ)).

Раскладывая правую часть (1) в окрестности точки a0(t) и сравнивая с раз-

ложением (33), находим c0,1(t) = c
2

n∏
j=1

(a0(t) − aj(t))
αj−1. Композиция ap(t(τ))

раскладывается в ряд вида (32). Учитывая, что a0(0) = a1(0) = an(0) 6= ap(0),
p = 2, . . . , n− 1, имеем

dt

dτ
=

∞∑

k=0

γkτ
α1+αn−2+k

2 , γ0 6= 0.

Интегрируя при условии τ(t)|t=0 = 0, находим

t =

∞∑

k=0

γ̃kτ
α1+αn+k

2 , γ̃0 6= 0.
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Обращая этот ряд, имеем

τ(t) =

∞∑

k=0

γ̂kt
2+k

α1+αn , γ̂0 6= 0.

Подставляя этот ряд в (32), получаем

λ(τ(t)) = a0(t) =

∞∑

k=0

a0,kt
k

α1+αn , a0,1 6= 0.

Итак, параметры ap(t), p = 0, 1, . . . , n, имеют разложение вида (25).
Найдем коэффициенты a1,1, an,1 и a0,1. В силу того, что ft(λ(t))−ft(b(t)) =

ft(λ(t)) − ft(a(t)) = tB0, справедливы равенства

−c

a1∫

a0

n∏

j=0

(ξ − aj)
αj−1dξ = tB0 = c

a0∫

an

n∏

j=0

(ξ − aj)
αj−1 dξ.

В интеграле в левом равенстве выполним замену ξ = ζ(a1−a0)+a0, в интеграле в
правом равенстве — замену ξ = ζ(an−a0)+a0. Разделив обе части этих равенств
на t и устремив t к нулю, получим

B0 = −c (a1,1 − a0,1)
α1+αn−1

n−1∏

j=2

(a0,0 − aj,0)
αj−1

1∫

0

ζ(ζ − 1)α1−1(ζ −X−1)αn−1dζ,

B0 = c (an,1 − a0,1)
α1+αn−1

n−1∏

j=2

(a0,0 − aj,0)
αj−1

1∫

0

ζ(ζ − 1)αn−1(ζ −X)α1−1 dζ,

где X =
a1,1−a0,1

an,1−a0,1
. Приравняв правые части этих равенств, получим уравне-

ние (24), следовательно,

X =
a1,1 − a0,1

an,1 − a0,1
= −

α1

αn
. (34)

Перейдя в уравнении (31) к параметру x = (t(τ))
1

α1+αn , получим

dap(x)

dx
= −xα1+αn−1B0

c

α1 + αn
ap(x) − a0(x)

n∏

j=1

(a0(x)−aj(x))
1−αj , p = 1, . . . , n. (35)

Подставляя в эти уравнения ряды (25) и устремляя x к нулю, получаем (26) и

a1,1 = C̃(a1,1 − a0,1)
−α1(a0,1 − an,1)

1−αn ,

an,1 = −C̃(a1,1 − a0,1)
1−α1(a0,1 − an,1)

−αn ,
(36)

где

C̃ = (α1 + αn)

∣∣∣∣∣
B0

c

n−1∏

j=2

(a0,0 − aj,0)
1−αj

∣∣∣∣∣.

Из соотношения (9) и равенств (26) имеем

a0,1 + (α1 − 1)a1,1 + (αn − 1)an,1 = 0. (37)
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C помощью равенств (34), (37) и одного из равенств (36) получаем равен-
ства (27) для a0,1, a1,1 и an,1.

Раскладывая уравнения (35) по степеням x, приходим к равенствам (28)
для ap,2, p = 0, 1, . . . , n.

Подставляя ряды (25) в уравнения (23) при ϕ = α1 + αn, находим форму-
лы (29) для остальных коэффициентов рядов (25). Заметим, что формулы (29)

остаются справедливыми при k = 2 (и C
(p,q)
2 = 0), если ϕ 6= 2.

Теорема 5 доказана.
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