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Пусть (X,µ) — пространство с мерой µ. Атомом меры µ называется мно-
жество положительной меры, не представимое в виде объединения двух непе-
ресекающихся множеств с положительными мерами. Мера, не имеющая ато-
мов, называется неатомической. Мера µ называется сепарабельной, если про-
странство L1(X,µ) сепарабельно. Далее предполагается, что фигурирующие
в статье меры µ, ν конечны, сепарабельны и неатомичны. Всем этим условиям
удовлетворяет мера Лебега измеримых по Лебегу подмножеств ограниченных
множеств евклидова пространства или числовой прямой.

Пусть (Y, ν) — пространство с мерой ν. Обозначим через L0(ν) := L0(Y, ν)
пространство всех определенных на Y ν-измеримых ν-почти всюду конечных
функций с обычным отождествлением функций, отличающихся одна от другой
лишь на множествах ν-меры нуль.

Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, Lp(µ) := Lp(X,µ), Lp(ν) := Lp(Y, ν). Линейный оператор
T : Lp(µ) → L0(ν) называется интегральным (соответственно частично инте-
гральным), если существует определенная на Y ×X ν×µ-измеримая ν×µ-почти
всюду конечная функция K(s, t) такая, что для всех f ∈ Lp(µ) (соответственно
для всех f ∈ L∞(µ))

Tf(s) =
∫
K(s, t)f(t) dµ(t) (1)

для ν-п. в. s ∈ Y . Интеграл в (1) понимается в лебеговом смысле. Функ-
ция K(s, t) называется ядром интегрального (частично интегрального) опера-
тора T . Будем говорить, что ядро K(s, t) порождает интегральный (частично
интегральный) оператор по формуле (1).

Линейный оператор T : Lp(µ) → L0(ν) назовем почти компактным, если
для любого ε > 0 найдется множество Yε ⊂ Y такое, что ν(Y \Yε) < ε и оператор
PYεT действует из Lp(µ) в Lp(ν) и компактен; здесь и далее Pe — оператор
умножения на характеристическую функцию χe множества e: χe(s) = 1, если
s ∈ e, и χe(s) = 0, если s /∈ e, Peh = χeh, h ∈ Lp(ν).

Если p > 1, то каждый интегральный оператор T : Lp(µ) → L0(ν) почти
компактен. Для p = 2 это утверждение доказано в [1], для p > 1 оно доказано
в [2].
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Почти компактные операторы играют важную роль в теории функциональ-
ных и интегральных уравнений 1-го и 2-го родов в Lp: каждое линейное функ-
циональное уравнение 1-го рода

Tx(s) = h(s) ∈ Lp(ν), 1 ≤ p ≤ ∞, (2)

с почти компактным оператором T : Lp(µ) → Lp(ν) может быть сведено к экви-
валентному уравнению Фредгольма с компактным оператором. Действительно,
найдется разбиение множества Y на попарно не пересекающиеся ν-измеримые
множества Yn, n = 1, 2, . . . , такие, что Tn := PYnT : Lp(µ) → Lp(ν) — компакт-
ные операторы. Пусть bn ≥ ‖Tn‖+ 1, n = 1, 2, . . . . Тогда оператор

T0 =
∞∑
n=1

1
bnn2Tn

действует из Lp(µ) в Lp(ν) и компактен. Умножив обе части уравнения (2) на
функцию

b(s) =
∞∑
n=1

1
bnn2χYn(s),

получим эквивалентное уравнение Фредгольма (T0x)(s) = b(s)h(s) ∈ Lp(ν)
с компактным оператором T0. Если T : Lp(µ) → Lp(µ) — почти компактный
оператор, то в [3] показано, что функциональное уравнение 2-го рода в Lp(µ)

x(s)− λ(Tx)(s) = g(s) ∈ Lp(µ)

может быть сведено к эквивалентному интегральному уравнению 2-го рода
в Lp(µ) с квазивырожденным карлемановским ядром. Для такого интеграль-
ного уравнения в [4, гл. 6, разд. 3] построены приближенные методы решения.

Представляет интерес задача отыскания условий почти компактности ли-
нейных операторов в Lp. Ниже устанавливаются три таких условия для ча-
стично интегральных операторов, но прежде отметим, что не каждый частично
интегральный оператор почти компактен, как показывает следующий

Пример. Определим оператор τ : L2(0, 1) → L2(0, 1) равенством

τf =
∞∑
n=1

wn

1∫
0

f
χen√
men

dt, f ∈ L2(0, 1),

где множества en ⊂ (0, 1) попарно не пересекаются,
∞∑
n=1

√
men < ∞, m — мера

Лебега, {wn} — ортонормированный базис Уолша. Оператор τ частично инте-
гральный, но не почти компактный. Более того, τ не подобен никакому почти
компактному оператору.

Доказательство. Положим

K0(s, t) =
∞∑
n=1

wn(s)
χen(t)
√
men

.

Тогда для любого f ∈ L∞(0, 1) и всех s ∈ [0, 1]
1∫

0

|K0(s, t)||f(t)| dt ≤
∞∑
n=1

√
men‖f‖∞,



О почти компактности некоторых частично интегральных операторов 335

где ‖ · ‖∞ — норма в L∞(0, 1), так что τ — частично интегральный оператор
в L2(0, 1).

Покажем, что τ не подобен никакому почти компактному оператору. Пред-
положим противное: допустим, что найдется изоморфизм u : L2(0, 1) → L2(0, 1)
такой, что κ := uτu−1 — почти компактный оператор. Тогда существует мно-
жество e ⊂ (0, 1), me > 0, такое, что Peκ — компактный оператор. Значит,
сопряженный оператор (Peκ)∗ = κ∗Pe компактный. Поэтому для любой неком-
пактной слабо сходящейся к 0 последовательности функций gn из L2(0, 1) с но-
сителями в e имеем

‖κ∗gn‖2 = ‖κ∗Pegn‖2 → 0 при n→∞,

где ‖ · ‖2 — норма в L2(0, 1). Следовательно, 0 принадлежит предельному спек-
тру σc(κ∗) оператора κ∗. Однако τ = u−1κu, а значит, 0 ∈ σc(τ∗). Это проти-
воречит равенству

‖τ∗f‖2 =

∥∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

χen√
men

1∫
0

fwn ds

∥∥∥∥∥∥
2

=

 ∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

fwn ds

∣∣∣∣∣∣
21/2

= ‖f‖2

для любого f ∈ L2(0, 1). Таким образом, τ не подобен почти компактному опе-
ратору. Так как любой интегральный оператор в L2 почти компактен, отсюда
следует также, что частично интегральный оператор τ не подобен никакому
интегральному оператору.

Лемма 1. Пусть 1 < p < ∞, 1 ≤ r < p, A : Lr(µ) → Lr(ν) — линейный
непрерывный оператор, и пусть A компактен как оператор из L∞(µ) в L∞(ν).
Тогда A компактен как оператор из Lp(µ) в Lp(ν).

Лемма 1 является частным случаем известной интерполяционной теоремы
Красносельского [5, гл. 1, теорема 3.10].

Теорема 1. Пусть 1 < p < ∞ и T : Lp(µ) → L0(ν) — частично интеграль-
ный оператор. Если для некоторого �, 0 < � ≤ p − 1, существует линейный
непрерывный оператор T̃ : Lp−�(µ) → Lp−�(ν) такой, что T̃ g = Tg для всех
g ∈ Lp(µ), то T — почти компактный оператор.

Доказательство. Напомним, что меры µ, ν предполагаются конечными
и сепарабельными. Пусть K(s, t) — ядро T . Так как функция, тождественно
равная 1, принадлежит L∞(µ), имеем∫

|K(s, t)| dµ(t) <∞

для ν-п. в. s ∈ Y . Введем векторную функцию ϕ(s) = K(s, ·) со значениями
в L1(µ). Обозначим через (h, g) значение функционала h ∈ L∞(µ) на элементе
g ∈ L1(µ). Из

(h, ϕ(s)) =
∫
K(s, t)h(t) dµ(t) = (Th)(s)

следует, что векторная функция ϕ : Y → L1(µ) слабо измерима. Так как мера µ
сепарабельна, по теореме 3.5.3 из [6] функция ϕ сильно измерима. Отсюда, из
νY < ∞ и доказательства теоремы 3.5.3 из [6] вытекает, что для любых γ > 0
и δ > 0 можно построить в явном виде сильно измеримую конечнозначную
функцию ϕγ : Y → L1(µ) и множество Fδ такие, что

‖ϕ(s)− ϕγ(s)‖1 < γ для всех s ∈ Fδ и ν(Y \Fδ) < δ, (3)
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где ‖·‖1 — норма в L1(µ). Пользуясь (3), найдем для любого ε > 0 и любого n =
1, 2, . . . сильно измеримую конечнозначную функцию ψn := ϕ1/n : Y → L1(µ) и
множества Hn ⊂ Y такие, что

‖ϕ(s)− ψn(s)‖1 < 1/n для всех s ∈ Hn и ν(Y \Hn) < ε/2n.

Положим Yε =
∞⋂
n=1

Hn. Тогда ν(Y \Yε) < ε и

‖ϕ(s)− ψn(s)‖1 < 1/n для всех s ∈ Yε, n = 1, 2, . . . . (4)

Запишем конечнозначную функцию ψn : Y → L1(µ) в виде

ψn(s) =
Nn∑
m=1

χgn,m(s)an,m, an,m ∈ L1(µ),

с попарно не пересекающимися множествами gn,m и рассмотрим компактный
интегральный оператор Tn : L∞(µ) → L∞(ν) с вырожденным ядром

Kn(s, t) =
Nn∑
m=1

χgn,m(s)an,m(t).

В силу (4) для всех n = 1, 2, . . .

|||PYεT − PYεTn||| ≤ sup
s∈Yε

‖ϕ(s)− ψn(s)‖1 ≤ 1/n,

где ||| · ||| — норма в пространстве всех линейных непрерывных операторов, дей-
ствующих из L∞(µ) в L∞(ν). Следовательно, оператор Tε := PYεT : L∞(µ) →
L∞(ν) компактен.

Покажем, что оператор T : Lp(µ) → L0(ν) почти компактен. Имеем ν(Y \Yε)
< ε. Из условия теоремы 1 вытекает, что оператор PYε T̃ : Lp−�(µ) → Lp−�(ν)
непрерывен; кроме того, оператор PYε T̃ : L∞(µ) → L∞(ν) компактен, так как
PYε T̃ = Tε. Значит, по лемме 1 оператор PYε T̃ : Lp(µ) → Lp(ν) компактен.
Остается заметить, что PYε T̃ g = PYεTg для всех g ∈ Lp(µ).

Теорема 2. Пусть 1 < p <∞ и T : Lp(µ) → Lp(ν) — непрерывный частич-
но интегральный оператор с ядром K(s, t), удовлетворяющим условию∫

|K(s, t)| dν(s) ≤ C для µ-п. в. t ∈ X, (5)

где C — постоянная. Тогда T — почти компактный оператор.
Доказательство. Для любого f ∈ L1(µ) в силу (5)∫ ∣∣∣∣∫ K(s, t)f(t) dµ(t)

∣∣∣∣ dν(s) ≤ ∫ ∫
|K(s, t)||f(t)| dµ(t)dν(s)

=
∫ ∫

|K(s, t)| dν(s)|f(t)| dµ(t) ≤ C

∫
|f(t)| dµ(t).

Таким образом, ядро K(s, t) порождает непрерывный интегральный оператор
T̃ : L1(µ) → L1(ν). Зафиксируем ε > 0. Из доказательства теоремы 1, приме-
ненного к этому оператору, следует, что найдется множество Yε ⊂ Y такое, что
ν(Y \Yε) < ε и оператор PYε T̃ : L∞(µ) → L∞(ν) компактен. Отсюда по лемме 1
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PYε T̃ : Lp(µ) → Lp(ν) — компактный оператор. Так как PYε T̃ h = PYεTh для
всех h ∈ L∞(µ) и оператор T : Lp(µ) → Lp(ν) непрерывен, то PYε T̃ g = PYεTg
для всех g ∈ Lp(µ). Следовательно, T : Lp(µ) → Lp(ν) — почти компактный
оператор.

Замечание. Условие (5) в теореме 2 нельзя заменить условием∫
|K(s, t)| dν(s) <∞ для µ-п. в. t ∈ X,

как показывает оператор τ из рассмотренного выше примера.

Теорема 3. Пусть 1 < p <∞ и T : Lp(µ) → Lp(ν) — непрерывный частич-
но интегральный оператор с ядром K(s, t). Если lim

µe→0
‖TPe‖ = 0, то T — почти

компактный оператор.
Доказательство. Из доказательства теоремы 1 следует, что для любого

ε > 0 найдется множество Eε такое, что ν(Y \Eε) < ε/2 и оператор PEεT :
L∞(µ) → L∞(ν) компактен. Имеем∫

|K(s, t)| dµ(t) <∞ для ν-п. в. s ∈ Y.

Следовательно, найдутся множество Gε и постоянная C1 такие, что ν(Y \Gε) <
ε/2 и

χGε(s)
∫
|K(s, t)| dµ(t) ≤ C1 для ν-п. в. s ∈ Y.

Положим Yε = Eε ∩ Gε. Тогда ν(Y \Yε) < ε, оператор PYεT : L∞(µ) → L∞(ν)
компактен и∫∫

χYε(s)|K(s, t)| dν(s)dµ(t) =
∫∫

χYε(s)|K(s, t)| dµ(t)dν(s) ≤ C1νY <∞.

Значит,

M(t) =
∫
χYε(s)|K(s, t)| dν(s) <∞

для п. в. t ∈ X. Поэтому для любого δ > 0 найдутся множествоXδ и постоянная
C2 такие, что µ(X\Xδ) < δ и

χXδ(t)M(t) ≤ C2 для µ-п. в. t ∈ X. (6)

Рассмотрим ядро
Kε,δ(s, t) = χYε(s)χYδ(t)K(s, t).

В силу (6) это ядро удовлетворяет условию типа (5). Следовательно, ядро
Kε,δ(s, t) порождает непрерывный интегральный оператор T̃ε,δ : L1(µ) → L1(ν).
Так как T̃ε,δf = PYεTPYδf для любого f ∈ L∞(µ), то T̃ε,δ действует из L∞(µ)
в L∞(ν) и компактен. Отсюда по лемме 1 T̃ε,δ : Lp(µ) → Lp(ν) — компактный
оператор. Кроме того, T̃ε,δg = PYεTPYδg для всех g ∈ Lp(µ), так что PYεTPYδ :
Lp(µ) → Lp(ν) — компактный оператор. Из

‖PYεT − PYεTPYδ‖ = ‖PYεTPX\Xδ
‖ ≤ ‖TPX\Xδ

‖ → 0 при δ → 0

вытекает, что PYεT : Lp(µ) → Lp(ν) — компактный оператор.

В заключение заметим, что если в теоремах 1–3 дополнительно потребовать
выполнение условия lim

νE→0
‖PET‖ = 0, то оператор T в них станет компактным.
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