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1. Введение 
Ветвящийся процесс с частицами, имеющими вес, — это обычный ветвящийся про­
цесс, каждой частице (индивидууму) v которого приписан некоторый вес L(v). Пред­
полагается, что вес L(vi) потомка vi равен весу L(v) его матери v, умноженному на 
случайный множитель ХЦг>). Нестрогое описание этого процесса может быть дано 
в терминах (марковского) процесса на ориентированном дереве со счетным мно­
жеством ветвей. Приводимая ниже схема является одной из возможных реализаций 
этого процесса на генеалогическом дереве всех живущих (имеющих вес L(v) ф 0) 
индивидуумов v с индексами, соответствующими путям на этом дереве. 

Одним из главных и хорошо изученных примеров таких процессов являются 
процессы Гальтона-Ватсона, в которых вес каждого индивидуума равен 0 или 1. 
Однако многие мощные методы, развитые для процессов Гальтона-Ватсона, в част­
ности, метод производящих функций, оказываются бесполезными для ветвящихся 
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процессов с частицами, имеющими вес. Цель данной статьи — предложить вероят­
ностные методы анализа свойств ветвящихся процессов с частицами, имеющими вес. 
Однако вначале мы попытаемся объяснить, почему систематическое исследование 
таких процессов представляет интерес. 

Мы остановимся на некоторых интересных (в чем мы надеемся убедить читате­
ля) характеристиках ветвящихся процессов с частицами, имеющими вес, таких как 
общий вес 

\v\=n 

частиц n-го поколения и величина 

Rn=J2 Hv)C{v). (2) 
\v\^.n 

Здесь С(г>), v G V, — доплнительные независимые одинаково распределенные слу­
чайные величины. Если С = 1, то случайная величина Rn есть общий вес всех 
частиц до n-го поколения включительно. Нормированный процесс Wn — Zn/mn, 
где т — математическое ожидание веса потомства одного индивидуума, является 
мартингалом. При соответствующих предположениях (например, положительности 
весов) этот мартингал сходится к некоторому пределу W^ при п —> сю. Указанный 
предел, точнее, распределение предельной случайной величины W^, удовлетворяет 
уравнению типа уравнения с неподвижной точкой 

оо 
Weo^TjWg. (3) 

3 = 1 

Случайные величины Т = (7 \ ,Т2, . . . ) , W&> , j € N, независимы и все Wei имеют 
одно и то же распределение. Отметим, что мы допускаем произвольную зависимость 
весовых множителей Tj для соответствующих потомков одного индивидуума. Ко­
нечно, такие соотношения справедливы и для обычных процессов Гальтона-Ватсона 
(см. [1]). 

В случае, когда Tj действительны, все решения уравнения (3) известны (см. се­
рию статей [8, 12, 17] и недавнюю работу [16]). Грубо говоря, эти решения явля­
ются смесями некоторых устойчивых распределений. Если веса положительны, то 
(положительные) решения уравнения (3) допускают естественную характеризацию 
[10, 12]. 

В данной работе мы докажем ряд теорем о сходимости Wn -» W^ при помо­
щи слабо выпуклых функций. Важнейшими примерами слабо выпуклых функций 
являются функции х —>• хр, х е (0, сю), при 1 < р ^ 2. Необходимость теорем о 
сходимости в Z/2 (см. [16]) была обусловлена задачами, возникающими при анализе 
времени работы некоторых алгоритмов. Обоснование сходимости в Lp для р > 2 
для такого рода задач сводится к повторению аргументов, применявшихся в слу­
чае р = 2. В настоящей работе мы готовим основу для получения соответствующих 
результатов при 1 < р < 2. 

Предел WQO является одним из решений уравнения (3). Особый интерес представ­
ляют нетривиальные решения этого уравнения, и теорема 4 содержит утверждение, 
тесно связанное с условием на Х\пХ, установленным Кестеном и Стигумом для 
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обычных ветвящихся процессов. Стоит отметить, что нам удалось получить аналог 
результата Кестена и Стигума лишь в одну сторону: конечность ЕХ 1п+ X влечет не­
тривиальность предела Woo- Однако при этом мы отказываемся от предположения 
конечности математического ожидания числа потомков частиц. Эквивалентность 
соотношений ЕХ 1п+ X < ею и W^ ф О была установлена Кестеном и Стигумом [2] 
для обычных ветвящихся процессов, Биггинсом [3] для ветвящихся случайных блуж­
даний (ветвящихся процессов с частицами, имеющими вес, на аддитивной группе) 
и была доведена Лионсом [13] до окончательного вида. Используя несколько иной 
подход, Лиу [12] получил для упомянутых процессов окончательный ответ. 

2. Ветвящиеся процессы с частицами, 
имеющими вес 

Будем рассматривать дерево со счетным числом ветвей. Множество вершин V этого 
дерева отождествим с объединением 

(JN", 
п=0 

где N = {1 ,2 ,3 , . . . } , а № = {0} по определению. Метка вершины 

v = (vi,v2,... ,vn) = v1v2...vn € N n 

соответствует пути, ведущему из корня 0 в эту вершину. В случаях, когда это не 
будет приводить к недоразумениям, мы не включаем в обозначения метку корня 
0 . Для т ^ \v\ положим v\m = v\...vm. Для упомянутой выше вершины v и w = 
w\ . . . Wm G V будем использовать обозначение vw = v\ ... vnw\... wm. Ребра дерева 
имеют вид (v, vi). 

Используя терминологию ветвящихся процессов будем называть вершины инди­
видуумами или частицами, при этом вершина vi является потомком г?, v является 
матерью vi и предком vw, а п — \v\ есть номер поколения индивидуума v. 

Пусть (Л, ̂ ", Р) — вероятностное пространство, достаточно богатое для того, 
чтобы все встречающиеся ниже случайные величины можно было определить на 
нем. Пусть T(v): ft —> R N , v e V, — независимые случайные наборы, T(v) = 
(Ti(v),T2(v),...). Будем писать также Т = ( Т Ь Т 2 , . . . ) , если конкретное значение 
v не явялется существенным. Заметим, что для фиксированного v мы допускаем 
любой вид зависимости между случайными величинами Tj(v), j G N. 

Определим итеративным образом вес или длину L: U х V —> R соотношением 

L{vj) = L{v)T3{v), veV, J G N . (4) 

Здесь, для простоты, мы опустили символ ш. Будем предполагать, что начальный 
вес L(0) равен 1. 

Вес L имеет рекурсивное представление в виде произведения 

L(v) = L(0)TVl(0)TV2(v1)TV3(vlv2).. .TVn(vlV2. • .vn_i) 

(5) 
адПЗД(<-1>)-
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Назовем индивидуум v живым, если вес v не равен 0. На приведенном выше рисунке 
представлены все живые индивидуумы данной реализации. 

Описанный выше процесс будем называть ветвящимся процессом с частицами, 
имеющими вес. Как правило, мы будем предполагать, что случайные величины T(v), 
v e V, одинаково распределены. В данной статье основное внимание будет уделено 
общему весу (1) 

\v\=n 

частиц n-го поколения и величине (2) 

Rn= J2 Д")ОД-
\v\^n 

Для измеримой функции Н будем использовать вес H(L(v)) вместо L(v). Соот­
ветствующие случайные величины снабдим индексом Я , например, 

Zn" = £ H(L(v)). 
\v\=n 

Для функции Н(х) = \х\а, где а — положительное число, величина Z% имеет вид 

Z% = ] Г \L(v)\a. (6) 
|г>|=п 

Соответствующие весовые множители равны |Тг(г>)|а. 
Кроме того, всюду ниже будем предполагать, что выполнены следующие два 

условия. 
Для любого v математическое ожидание 

т(г;) = Е ] Г В Д 
г 

существует, конечно и отлично от нуля. Мы опускаем символ v в случаях, когда это 
не приводит к недоразумениям. 

Мы не будем рассматривать тривиальный случай 

г 

Ветвящиеся процессы с частицами, имеющими вес, обладают как ветвящейся, 
так и мультипликативной структурами. Рассмотрим два экстремальных примера 
таких ветвящихся процессов, а именно, ветвящийся процесс Гальтона-Ватсона и 
мультипликативное случайное блуждание. 

Рассмотрим процесс Гальтона-Ватсона [1, 2]. Ветвящийся процесс Гальтона-
Ватсона — это случайный процесс Zn , n E Z+, со значениями в Z+, определяемый 
при помощи соотношений ZQ = 1, 

Zn+l = ^ ^ n , j 5 П G Z + . 
3 = 1 



Условия сходимости для ветвящихся процессов 11 

Здесь Xn,i, n e Z+, j G N , - независимые одинаково распределенные случайные 
величины со значениями в Z+. Распределение 

p(X = k ) = P f c , A: = 0 , 1 , . . . , 

случайных величин ЛГ называется распределением числа потомков. С каждым вет­
вящимся процессом Zn с частицами, имеющими вес, мы свяжем процесс 

\v\—n 

который считает число живых индивидуумов. Ясно, что Zn является ветвящимся 
процессом Гальтона-Ватсона. Мы будем снабжать чертой сверху все величины, от­
носящиеся к процессу Z. Процесс Z также можно расматривать как ветвящийся 
процесс с частицами, имеющими вес. При этом наборы T(v), v e V, независимы и 
одинаково распределены, а множители Ti(v) = 1т<(«)#о принимают лишь значения 
0 или 1. Поэтому вес каждой живущей частицы равен 1. Число непосредственных 
потомков частицы равно 

j 

а математическое ожидание числа непосредственных потомков равно га. 
С другой стороны, каждый ветвящийся процесс Гальтона-Ватсона можно рас­

сматривать как ветвящийся процесс с частицами, имеющими вес (в смысле определе­
ния, данного выше). Действительно, любой процесс Гальтона-Ватсона характеризу­
ется распределением (рк)к^о числа потомков. Возьмем теперь любое распределение 
набора Т: ft —»• {0,1}N , для которого P(%2jTj — к) = рк- Такие распределения 
существуют (и их много). Пусть, например, Tj(u) не возрастает по j для каждого 
LJ, что полностью определяет распределение Т. Заметим, что мы утверждаем ра­
венство распределений ветвящегося процесса Z — Z с частицами, имеющими вес, и 
ветвящегося процесса Гальтона-Ватсона Z. 

Рассмотрим теперь мультипликативное случайное блуждание. Пусть Yn, n e N, 
— последовательность независимых одинаково распределенных случайных величин, 
принимающих значения в R> = (0, оо). Мультипликативным случайным блуждани­
ем называется случайный процесс 

п 

г = 1 

So = 1, на мультипликативной группе ( R > , ) . Взяв логарифм, мы получим адди­
тивное случайное блуждание на R (переход в противоположном направлении также 
возможен). 

Мультипликативное случайное блуждание соответствует ветвящемуся процессу с 
частицами, имеющими вес, в котором каждая частица имеет ровно одного потомка, 
то есть 

P(E 1 ^O = I)=1. 
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Для простоты предположим, что 7\ всегда равно единице. Тогда Т\ имеет такое же 
распределение, что и Y. Здесь возможно поточечное вложение при помощи случай­
ных величин 

SO = 1 = L(0), Y1=T1(0), Y2 = T1(l), Уз = ^ ( 1 1 ) , . . . 

Процесс (5n)n имеет такое же распределение (или поточечно равен), как и ветвя­
щийся процесс с частицами, имеющими вес. 

Замечание 1. Ветвящиеся случайные блуждания, изучавшиеся Биггинсом [3] яв­
ляются частными случаями ветвящихся процессов с частицами, имеющими вес. 
Пусть Т(г>), v е V, — наборы положительных случайных величин, и пусть lnL(v) 
есть вес вершины v E V. Логарифм является изоморфизмом мультипликативной 
группы (R>,-) на аддитивную группу (R, +). Нулевой вес 0 (гибель частицы) в 
мультипликативной группе соответствует — оо в аддитивной группе. 

В отличие от обычных ветвящихся процессов, общий вес Zn частиц n-го поколе­
ния ветвящегося процесса с частицами, имеющими вес, не является, вообще говоря, 
марковским процессом. Рекурсивное соотношение для Zn имеет вид 

Zn+l= £ IL(V)Y,T3(V)\. (7) 
\v\=n \ j € N / 

Ветвящийся процесс с частицами, имеющими вес, нормированный гап, является мар­
тингалом. Каждый положительный мартингал сходится почти всюду, поэтому при 
п —> оо 

Wn = ^^WQO п.в. (8) 

3. Случайные величины и пространство Орлича 
В этом разделе мы рассмотрим класс функций, который тесно связан с классом 
функций Орлича [19, 11]. 

Функцией Орлича называется строго выпуклая функция Н: R + -> R+, R + = 
[О, оо), удовлетворяющая условию Н(0) = 0. Каждая функция Орлича имеет почти 
всюду левую и правую производные [19, 11]. Определим отображение dn на мно­
жестве случайных величин при помощи соотношения 

dH{X, Y) = inf{c > 0 | ЕН(\Х - Y\/с) < 1}. 

Пространство функций Орлича 

L^ = {X: Ш -> R | Vc> 0 ЕН(\Х\/с) < оо}, 

оснащенное нормой Орлича d#, является нормированным векторным пространст­
вом. 

Слабо выпуклой функцией или к;*-функцией называется функция Орлича, име­
ющая вогнутую производную (р: R + -> R + . Производная непрерывна на (0, оо). 



Условия сходимости для ветвящихся процессов 13 

Слабо выпуклую или и>*-функцию Н назовем (iu, с)*-функцией, с > О, если она 
удовлетворяет условию 

Н(ху) < сН(х)Н(у) 

для всех X,?/ G R. Назовем (w, с, оо)*-функцией (к;, с)*-функцию Я, удовлетворя­
ющую дополнительному условию Н(х)/х —> оо при х —> оо. Функции ж —>• хр, 
1 < р ^ 2, являются важнейшими примерами таких функций. 

Предложение 1. Любая (ги, 1, оо)*-функция Н с Н(1) = 1 удовлетворяет соотно­
шению 

lim —~Y- — оо (9) 
Ж-+СЮ x l n X 

для любого t > 0. 

Доказательство. Предположим, что 

,. • с Н(Х) 
limint -.— = г < оо 
z-»°o ж In ж 

для некоторого t > 0. Без ограничения общности можно считать, что г — 0 (в 
противном случае можно взять несколько большее t). 

Пусть <£>(0) — предел справа в нуле функции ip. Поскольку #(ж) = <р(0)ж + о(х) 
при малых значениях х, условие Н(хх) ^ Н(х)Н(х) влечет оценку <р(0) ^ ^2(0). 
Следовательно, либо у?(0) ^ 1, либо <р(0) = 0. Случай </?(0) > 1 невозможен, по­
скольку равенство Н(1) = 1 влечет тождество (р = 1 на [0,1), что в свою очередь 
означает, что ip = 1, так как функция </? не возрастает и вогнута. Это противоречит 
соотношению Н(х)/х —> оо при х —>• оо. Следовательно, (р(0) = 0. 

Определим функцию е(х) равенством 

х In ж 

Поскольку е(ж) —» 0 при х -» оо и функция е(ж) непрерывна, найдется последова­
тельность Xj /* оо такая, что e(xi) — infx^Xt е(х) и е(х{) \ 0 при г —> оо. Мы знаем, 
что Я(ж) ^ Н(х2)Н(1/х). Отсюда при помощи неравенства e(xf) ^ e(xi) нетрудно 
вывести, что 

1 < 2хгН(1/хг). 

Правая часть этого соотношения стремится к у?(0) = 0 при г —» оо. Полученное 
противоречие доказывает (9). 

Теперь мы сформулируем одно утверждение из работы В.А. Ватутина и В.А. Топ-
чия [18]. Для удобства мы всюду считаем, что функция Н доопределена по симмет­
рии для отрицательных значений аргумента. 

Теорема 1. Пусть Н — слабо выпуклая функция, а {Мп,^п}, п ^ 0, — мартин­
гал. Тогда 

п 

ЕЯ(М„) < 4 J2 lH{Mk - Mfc_i) + 4ЕЯ(М0). (10) 
fc=i 
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Используя эту теорему и стандартные мартингал ьные рассуждения, можно уста­
новить справедливость следующих утверждений. 

Следствие 1. Пусть Я — слабо выпуклая функция, а {Мп^п}, п ^ 0, — мар­
тингал. Если 

£ Е Я ( М * - М * - 1 ) < О О , 

то 

(1) supE#(M n ) < оо; 
п 

(2) Мп сходится почти всюду к некоторой случайной величине М^; 

(3) lim ЕЯ(МП) = supE#(M n ) ^ ЕЯ(Моо). 
п->оо п 

Теорема 2. Пусть Н — функция Орлича, удовлетворяющая условию 

lim = оо, 

х—юо д; 

u пусть {Мп,<^п},п ^ 1, — мартингал с supn ЕЯ(МП) < оо. Тогда 

(1) последовательность (Мп)п равномерно интегрируема; 

(2) Мп сходится почти всюду и в L\ к некоторой случайной величине М^; 

(3) supEMn = EMoo/ 
п 

(4) ЕСМос | &п) = Мп п.н.; 

(5) последовательность (Н{Мп))п равномерно интегрируема; 

(6) Н(Мп) сходится почти всюду и в L\ к Н{М(Х)); 

(7) supEH(Mn) = ЕЯ(Моо) < оо; 
П 

(8) ЕЯ(МП - Мое) -> 0. 
Доказательство следствия 1. Теорема 1 влечет оценки 

оо 

supE#(M n ) < 4 Е Я ( М 0 ) + 4 ^ Е Я ( М / С - М ^ _ 1 ) < оо. 

Поскольку Н(х)/\х\ ^ fc > 0 для некоторого /с > 0 и всех \х\ ^ 1, то 

Е|МП| ^ / \Мп\ dP + / |Mn | dP < 1 + ^ЕЯ(М П ) . 

Правая часть этого соотношения равномерно ограничена по п. Теорема Дуба [21, 
стр. 542] обеспечивает сходимость п.в. Лемма Фату [21, стр. 201] влечет третье утверж­
дение. 
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Доказательство теоремы 2. Для доказательства первого утверждения заметим, 
что 

s u p / IMnldPOup/ wnrSH(Mn)dP 

п J\Mn\>c n J\Mn\>c n\lvln) 

< inf TTT^sup f H(Mn)dP 
\yfecH{y) n J\Mn\>c 

< inf -М-8иРЕЯ(Мп). 
\y\>cH(y) n 

Нетрудно видеть, что правая часть стремится к нулю при п -> оо. Теорема Дуба 
обеспечивает сходимость почти всюду. Сходимость в L\ является следствием рав­
номерной интегрируемости (и в действительности эквивалентна ей). Точно так же 
пункты 2, 3 и 4 являются следствиями (и даже эквивалентны) равномерной интег­
рируемости. 

Сходимость почти наверное последовательности Н(Мп) вытекает из непрерыв­
ности Н(х). 

Перейдем к доказательству сходимости ЕН(Мп) к ЕН(Моо). Любая функция 
Орлича имеет представление Шоке в виде 

Н(х)= / <p(y)dy = / (х-у)+ 

Jo Jo 
V(dy), 

где fj, — некоторая мера. Нестрого говоря, fi(dy) = ip'(y) dy. Здесь символ а+ исполь­
зуется для обозначения положительной части а. Функции х —> (х — у)* являются 
(экстремальными) выпуклыми функциями для каждого у Е [0, оо). 

Ниже мы используем то, что (|МП| — у)+ является субмартингалом, последова­
тельность Е(|МП| — у) + возрастает по п, а также опираемся на теорему о монотонной 
сходимости: 

/«ОО 

l imEtf(Mn) = ИтЕ / (\Мп\ - y)+»(dy) 
пОО 

= lim / E( |M n | -y )V№/) п Jo 
/•ОО 

- / l imE(|Mn | - .y)+/i(dy) 
Jo n 

о 
E(\M00\-y)+

fi(dy) = EH(M00). -f 
Jo Сходимость последовательности ( # ( M n ) ) n почти наверное и сходимость первых 

моментов влекут равномерную интегрируемость рассматриваемой последователь­
ности. 

3.1. Сходимость последовательности Wn к W^ 
Мы применим только что доказанную теорему к исследованию одного класса неод­
нородных ветвящихся процессов с частицами, имеющими вес. Будем предполагать, 
что случайные величины Т(и), v € V, независимы, но не обязательно одинаково 
распределены. 
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Воспользуемся следующими (не совсем согласованными) обозначениями: 

m(v) = E ^ r ^ t ; ) , 
г 

mH(v) = ^2EH(Ti(v)/m(v)), 
г 

тн,к = sup mH(v), 
\v\=k 

уу m(v) 
SH,k = sup sH(v). 

\v\=k 

Теорема 3. Пусть Н является (w, с)*-функцией, случайные величиныТ(у), v € V, 
независимы и m(v) — 1 для каждого v € V. Если 

оо /с—1 

Y^ с*5я,* Y[ тнл < ос, (11) 
k=l г=0 

то 

supEH(Wn) < ос. (12) 
n 

Замечание 2. Если, в дополнение к условиям теоремы 3, потребовать от функции 
Н несколько больше, а именно, что Н(х)/х —» оо при х —> оо, то теорема 2 применима 
к мартингалу Wn и, в частности, для этого мартингала справедливы все следствия 
из указанной теоремы. 

Доказательство теоремы 3. Заметим, что WQ — 1, и положим 

Xk = Wk-Wk-U Л = 1,2,... 

Тогда 
п 

ЖП = 1 + ^ 1 Ь п = 1 , 2 , . . . 

В силу теоремы 1 

( п \ п 

1 4- ] Г X* U 4Я(1) + 4 £ ЕЯ (X*). (13) 
Используя независимость случайных величин T(v) и слабую выпуклость Я , полу-
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чаем, что 

ЕН(Хк) = Ен1 £ L(v) (^(v) - Л\ 
\\v\=k-l \ ] / / 

= Е ( Е ( # ( £ ад(£ад-1]) |^_: 

^ 4 £ Е [ Е [ я ( о д | £ а д - 1 | | ^ ы 
|v |=/c- l 

^4с J2 Etf(LM)Etf [ £ В Д - 1 
|v| = fc-l \ Г 

= 4с5я,*-1 Е Е Я ( ^ ) ) ' 
|v|=A;-l 

Цепочка соотношений 

J ] EH(L(V))= £ £ЕЯЩг;)Т») 
\v\=k-l \v\=k-2 J 

\v\=k-2 J 
k-2 

= cmH,k-2 ]T EH(L(V)) < • • • ^ cfc_1 П тя>* 
|v|=fc-2 г=0 

позволяет нам заключить, что 

к-2 
ЕН(Хк) < 4с*вя,*-1 П т ^ * (14) 

г=0 
при /с ^ 1. Объединение этих оценок доказывает требуемое утверждение. 

Замечание 3. Условия теоремы 3 инвариантны относительно умножения Н на про­
извольную положительную константу d, то есть, если условие (11) верно для функ­
ции Я, то оно справедливо и для Н = dH. Действительно, непосредственные вы­
числения показывают, что 

Щху) < ^Щх)Н(у) 

и, следовательно, Н(х) является (w,c/d,oo)*-функцией, причем 

тн,к = dmH,k, sH,k = dsH,k-

Поэтому 
оо к — 1 сю , к— 1 

X^̂ f̂c П т я * = ^2 (d) ^ П ^ -
fc=l г=0 /с=1 г=0 

Особый интерес представляет случай d — с. 
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Следствие 2. Пусть Н является (w, I)*-функцией, и пусть T(v), v € V, — набор 
независимых одинаково распределенных случайных величин. Если т = 1, га#(г>) < 1 
и SH(V) < оо, то 

supEH(Wn) <oo . (15) 
п 

Следствие 3. Пусть Н является (w, 1, оо)*-функцией. Предположим, что Т{у), 
v G V, — набор независимых одинаково распределенных случайных величин. Если 
m = 1, ТПН{У) < I и SH(V) < ос, т о 

(1) последовательность (Wn)n равномерно интегрируема; 

(2) Wn npii n —>- оо сходится почти наверное и в L\ к некоторой случайной ве­
личине Woo; < 

(3) supnEWn = EW00; 

(4) EiWoo | &n) = Жп п.н.; 

(5) последовательность (H(Wn))n равномерно интегрируема; 

(6) H(Wn) сходится почти наверное и в L\ к H(yVoo); 

(7) supEH(Wn) = Etf(Woo) < оо; 
п 

(3) Wn -* Woo при п —> оо в метрике Орлича йн-

Пример 1. Функция х —> Нр(х) = \х\р является слабо выпуклой при 1 ^ р ^ 2. 
Пусть T(v), v G V, — набор положительных независимых одинаково распределенн-
ных случайных величин, 

m = ET^ E E ^ < m P - Е[^Тч <0° 
Тогда последовательность И п̂ = Zn/mn является равномерно интегрируемым мар­
тингалом для 1 < р < 2. 

Пример 2. Для надкритического (ш > 1) процесса Гальтона-Ватсона отношение 
Wn = Zn/mn является р-равномерно интегрируемым мартингалом для 1 < р ^ 2. 

3.2. Условие на X In X 
Важнейшими слабо выпуклыми функциями, представляющими интерес, являются 
функции Н(х) — |х|р, 1 < р ^ 2. Начиная с этого момента и до конца статьи, 
мы будем рассматривать однородные ветвящиеся процессы с частицами, имеющими 
независимые одинаково распределенные положительные веса T(v), v e V. 

Основное отличие от процессов, рассматривавшихся в предыдущем разделе, со­
стоит в том, что мы не предполагаем выполнения условий EH(Zi) < оо и s# < оо. 

Пусть 

г 

В дальнейшем мы опускаем символ v везде, где это возможно. 
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Теорема 4. Пусть Н является (w, 1, ос)*-функцией, Н(1) = 1, и пусть T(v), v 6 
V, — набор положительных независимых одинаково распределенных случайных ве­
личин таких, что 

о<^2Ен(тз(у)/т) < 1-
з 

Тогда из соотношения ЕХ 1п+ X < со следует, что supn EWn < со. Более того, 

(1) последовательность Wn, n € N, равномерно интегрируема; 

(2) И^ —> WQO почти всюду и в L\; 

(3) E(Woo) = 1; 

(4) Wn = E(W00 | ^ n ) n.K.; 

(5) P ^ ^ 0) > 0 . 

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что т = 1. В про­
тивном случае можно рассмотреть ветвящийся процесс с весовыми множителями 
T(v)/m. Условия теоремы при этом не изменятся, а выводы из нее будут иметь 
желаемый вид. 

Для положительных чисел А и К рассмотрим урезанные случайные величины 

f(v) = T(v)lx{vKAKM. 

Построим теперь вспомогательный неоднородный ветвящийся процесс с частицами, 
веса которых задаются при помощи весовых множителей T(v) (далее мы снабжаем 
символом тильда соответствующие величины вспомогательного процесса, например, 
Zn , Wn и так далее). Мы обозначаем через rhk величину Е V . Tj(v) при \v\ = к. Для 
краткости положим 

к 
С (А) = lim Т\пы. 

г=0 

Доказательство теоремы распадается на несколько утверждений, помечаемых 
символом •. 

Пусть S > 0 таково, что (1 4- 25)га# < 1, а число К > 1 удовлетворяет соотноше­
нию Н(К)(1 + 2б)тн < 1. Последнее возможно, поскольку Н(1) — 1 и функция Н 
непрерывна. 

• ЕХ\ъ+ X < со <=> С (А) > 0. 

В силу предложения 2, доказываемого в конце этого раздела, условие ЕХ 1п+ X < со 
эквивалентно соотношению 

/ J ( l — rhi) < оо. 
г 

Заметим, что га* —> га = 1 при г —» со. Пусть го — достаточно большое целое такое, 
что rhi > 1/2 при всех г ^ го. 
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Используя неравенство —х/(1—х) ^ 1п(1—х) ^ —ж, справедливое для 0 ^ х < 1/2, 
находим, что 

Е ~ ч V ^ (1 — mi) 

< 53 in(i - (l - »тц)) 
г^го 

= In J J rhi - ^ ( 1 - m»). 
г^го г^го 

Отсюда вытекает желаемое утверждение. 

• Если С (А) > 0 для некоторого А > 1, то 

lim С {А) = 1. 
А—юо 

Заметим, что га;, как функция А, монотонно возрастает по А и стремится к 1. От­
сюда в силу монотонной сходимости следует необходимое соотношение. 

Для v 6 V и |г>| = г положим 

mH,i = ^ E f f № ( ' v ) M < ) -

• Для любого (5 > 0 существует i\ — i\{8) > г0 такое, что 

^я ,г ^ (1 + 5)тн 
для всех г ^ i i . 

Заметим, что в силу непрерывности функции Н(х) для любого S > 0 можно найти 
е > 0 и %2 — i2(e) ^ h такие, что га"1 < 1 + е для всех г > г 2 и # ( 1 + е) < 1 + S 
(последнее в силу неравенства Н(ху) < Н(х)Н(у) и условия Н(1) — 1). 

Для фиксированного v e V с \v\ = i ^ i2 

тн4 = ^ЕН&(у)/тг) 
з 

< Я(1 + е) ^ Е # ( Г » ) ^ (1 + Л)шя . 

• Существует гз ^ г 2 такое, что при г ^ гз 

5я,г < Я(Л(1 + е))(тн(1 + 2^))"г -f 1. 

Пусть теперь гз ^ г 2 таково, что АКг > 2 при i ^ is- Используя монотонность Н(х) 
для положительных х и те же рассуждения, что и ранее (га"1 < 1 Н~ £ для всех 
г ^ гз), заключаем, что для достаточно больших i и v eV, \v\ — г, 

^ P(X{v) < АЮ)Н(АК'/т - 1) + Р(Х(и) > ЛАГг)Я(-1) 

< Н(АК{/пц - 1) + Я(1) ^ Н(АК'/пц) + Я(1) 
< Я(Л(1 + е))Н\К) + Я(1) < Я(Л(1 + е ) ) ( т я ( 1 + 25))"' + 1, 
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в силу выбора К. Вспоминая ограничения на К, убеждаемся в справедливости до­
казываемого утверждения. 

• supn EH(Wn) < ос. 

Используя те же оценки, что и в теореме 3, заключаем, что 

оо к — 1 

sup EH(Wn) ^ 4Я(1) + 4 ] Г 8н,к П ™я.*- (16) 
п k=l г=0 

Оценим сумму в (16) по множеству к ^ го- Ясно, что найдется такая константа с, 
для которой 

оо к— 1 сю , г. ч к 

J2 *н* П ™н'1 ^ сН(А"> 5Z тнктн {YT2SJ < °°' 
k^io i=0 k^io 

что доказывает необходимое соотношение. 

• Последовательность Wn является равномерно интегрируемым мартингалом. 
Это утверждение является непосредственным следствием предыдущего утвержде­
ния и леммы 2. 

• Если ЕХ1п+ X < оо, то EW^ = 1. 

В силу построения Zn ^ Zn. Следовательно, 

Поскольку Wn и Wn являются мартингалами, сходящимися почти наверное, то 

W00^C-1(A)W00 

почти наверное. Взяв математические ожидания от обеих частей, получим, что 

1 = EW00^C-1(A)EW00. 

Поскольку С (А) стремится к 1 при А —» оо, то 1 ^ Е И ^ . Неравенство в противопо­
ложную сторону вытекает из леммы Фату: 

EW^ ^ l iminfEW n = 1. 
n 

Следствие 4. Пусть T(v), v € V, — набор пололжителъных независимых одина­
ково распределенных случайных величин, т = 1, 

ЕУ^1п^<0 ^—' т т з 

3 

для некоторого а > 1. Тогда из условия ЕХ 1п+ X < оо следует, что supn EWn < оо 
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Доказательство. Рассмотрим функцию 

а-> /? (а ) = Е ^ ( Г , - / т ) в . 
3 

Функция /3 выпукла по а, так как каждая функция а —> {Tj/m)a{uj) выпукла. Ее 
производная равна 

E ^ T j / m H n T , . 
3 

Если в точке а — \ производная отрицательна, то найдется ао, 2 ^ ао > 1, для ко­
торого /3(ао) < 1. Применяя теорему 4 к функции Н(х) = |ж|а°, получаем желаемое 
утверждение. 

Замечание 4. Правая производная 

*—* т т 
з 

(функции /3 при а = 1) может быть равна — оо. 

Для полноты приведем доказательство следующего известного результата. 

Предлолсение 2. Для любой полосисительной случайной величины Y и любых 
А > О, К > 1, 

] Г Е ( У 1 у > Л Х п ) < О О «=» Е У 1 п + У < о с . 
п * 

Доказательство. Ясно, что 

оо 

yE(YlY>AK,) = yj2E(Yl 
АКг<У^АКг + Ч 

п=\ п i~^>n 

г 

Оценим эту величину с двух сторон, обозначая через с константы, которые могут 
меняться от строки к строке: 

оо 

]Г E(Y1Y>AK») < cJ2 E № + Y/A)l 
АКг<У^АК1+Ч 

п=1 г 
^cE(Y\n+Y) + c. 

ОО 

^ Е ( У 1 у > Л ^ ) > с ^ Е ( У ( 1 п + У / Л ) 1 л ^ < у ^ А / с , + 1 ) + с 
п — 1 г 

>сЕ(У1п + У) + с. 
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