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Introduction 

Dans le present article j'etablis quelques proprietes spectrales d'une classe 
speciale d'operateurs totalement continus lineaires; ces proprietes s'appliquent 
dans la theorie des matrices et des equations integrates. 

En 1907 dans le vol. 64 des Mathematische Annalen M. Perron a -attire 
l'attention sur une propriete remarquable des matrices finies a elements positifs 
[voir Math. Ann., 64, (1907), 1—76]. Completee ensuite dans les travaux de 
Frobenius (Sitzungsberichte d. Berl. Akad., 1907, 1908, 1912) cette propriete 
peut etre enoncee de la maniere suivante. 

Si tous les elements d'une matrice carree finie A sont non negatifs et pour 
une certaine puissance entiere de cette matrice ils sont tous positifs, alors la 
plus grande en valeur absolue valeur caracteristique de la matrice A est positive 
et de multiplicite egale a 1. Le vecteur caracteristique correspondant a des compo-
santes positives. 

Les methodes developpees par Perron et Frobenius dans les travaux cites per-
mettent d'appliquer ces resultats aux noyaux des equations integiales positifs 
dans le domaine de leur existence. Ceci a ete" fait par Jentzsch en 1912 [voir 
Journal f. Math., 141, (1914), 235—244]. En tenant compte d'une remarque 
faite par F. R. Gantmakher [C. R. de l'Acad. des Sciences de l'U. R. S. S., 
I (X), N. 1 (78)], le theoreme de Jentzsch peut etre formule ainsi: 

Si le noyau K{s, t) d'une equation integrate est continu et verifie les inega-
lites 

K(s,f)^0 (a^syt^:b), K(s,s)>0 ( a < 5 < ^ ) , 
la plus petite en module valeur caracteristique de ce noyau est positive, de 
multiplicite 1 et la fonction fondamentale qui lui correspond est positive dans 
fintervalle (a, b). 

Le but du present article est d'appliquei les theoremes de Perron-Frobenius et 
Jentzsch a une classe d'operateurs beaucoup plus vaste que celle des matrices finies 
et des noyaux des equations integrates, a savoir — les operateurs lineaires totale­
ment continus dans un espace de type (B). 

Nous considerons l'espace E du type (B) et dans cet espace un ensemble 
„conique" d'elements, c'est-a-dire un ensemble ferme connexe forme de rayons et 
situe d'un seul cote d'un certain hyperplan. 
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Supposons qu'un operateur A toialement continu el lineaire conserve invariant 
un certain ensemble conique. Alors, en admettant quelques conditions supple-
mentaires tres naturelles, nous demontrons la proposition suivante. 

Voperateur A possede an vecteur caracteristique appartenant a Vensemble 
conique; il lui correspond une valeur caracteristique positive. 

Si cet ensemble conique est de telle nature que chaque element de Vespace 
est representable comme la difference de deux elements de Vensemble, il 
existe un vecteur caracteristique appartenant a cet ensemble et sa valeur 
caracteristique se trouve par mi сеlies dont le module est maximum. 

On peut approfondir ce resultat dans le cas important ou Pensemble conique 
est un corps, c'est-a-dire quand il contient des points interieurs. 

Quand on suppose que E est un espace euclidien a n dimensions ou bien 
Pespace С(л b) des fonctions cp (t) continues dans Pintervalle a ^ t ^ b , ou arrive 
aux theoremes de Perron-Frobenius et de Jentzsch. Pour le voir, il suffit de 
choisir pour К dans le premier cas Pensemble des vecteurs a composantes non 
negatives ej; dans le second cas — Pensemble des fonctions non negatives. II est 
ainsi evident que meme pour les espaces En et С(л b) nous pouvons obtenir des 
resultats plus generaux que ceux de Frobenius et Jentzsch. 

Remarquons, en passant, que notre theoreme permet d'etendre le theoreme de 
Frobenius au cas des matrices infinies totalement continues. On peut done appli-
quer a ces matrices une serie de resultats essentiels de la theorie des matrices 
oscillatoires de F. R. Gantmakher et M. G. Krein [voir F. G a n t m a k h e r et 
M. K r e i n , Compositio mathematica, V, 4(3), (1937), 445—476]. 

Dans cet article nous avons tache de n'utiliser, que des methodes purement 
topologiques et e'est a dessein que nous avons evite de nous appuyer sur les 
proprietes de la resolvante de caractere etudie dans la theorie des fonctions 
(sauf dans le § 5). II nous semble que cela presente un certain interet au point 
de vue methodologique. 

En redigeant cet article nous avons suppose que le lecteur connait les notions 
fondamentales de Panalyse fonctionnelle ainsi qu'un resultat connu de Schauder 
[voir J. S c h a u d e r , Studia math., 2, (1930), 176]. 

Un bref ёпопсё des resultats que nous publions maintenant completement 
a ete publie dans les Comptes rendus de TAcad. des Sciences de PU. R. S. S. en 
1938 (t. XVIII, N. 9). 

Tout recemment M. Krein a obtenu par une methode tout a fait differente une 
seiie de resultats dont certains coincident partiellement avec les notres* . 

Je profite de Poccasion pour exprimer ma profonde reconnaissance a M. Krein 
pour plusieurs remarques precieuses qui m'ont aide a faire ce travail. 

§ 1 
D e f i n i t i o n 1. Un ensemble К d'elements d'un espace E du type (B) sera 

nomme c o n e si les conditions suivantes sont verifiees: 
1 °) si x£K, y£K, on a x-\-y £ K, 
2°) si x^K et I est un nombre non negati], on a lx£K, 

* Voir aussi sa Note dans les C. R. de l'Acad. des Sciences de l'U. R. S. S., XXIII,. 
N. 8, (1939), 749—752. 
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3°) Vensemble К est ferine, 
4°) // existe une fonettonne lie lineaire f(x) positive pour tous les elements 

de К sauf zero. 
La propriete 4°) signifie que l'ensemble К est entierement situe d'un seul 

cote du hyperplan f(x) = 0. 
Les proprietes 1°) et 2°) ont pour consequence que l'ensemble К est convexe. 
Soit x0 un element fixe et norme de AT, soit s un petit nombre positif. 
Gonsiderons l'ensemble KB = K&{xQ) forme de zero et des elements x de К 

pour lesquels on a 
x—\x\ex0£K-

Les lemmes qui suivent enoncent certaines proprietes simples de l'ensemble Ke* 
L e m m e 1. Uensemble Кг est lui-тёте un cone. 
D e m o n s t r a t i o n . II faut verifier les conditions 1°) — 4°). Les conditions 

2°) et 4°) sont triviales. 3°) suit immediatement du fait que К est ferme. 
Demontrons que la condition 1°) est verifiee. A cet effet il suffit de prouver 

que si l'ensemble Кг contient deux elements xx et x2 il doit aussi contenir le 
segment tx1-\-(\—t)x2 (O^t^l) qui les joint. 

En effet, comme 
x1 — \x1\ ex0 £ A', x2 — | x21 елг0 £ К, 

et К est un ensemble convexe, on a 
txl-\-(\-t)x2 — z{t\xl\ + {\—t)\x2\}x,£K. 

Mais en meme temps 

\txx + (\—t)x2\^t\x1\-{-(\-t)\x2l 
Done, 

txx-\-(\ — f)x2 — zxQ\txl-\-{\ — t)x2\ £K, 

ce qui signifie que txl-\-(\—f) х2£Кг. 
L e m m e 2. Pour tous les elements nor me s Ke on a Vinegalite 

/ ( x ) ^ S , J = S ( s , x 0 ) > 0 . 

D e m o n s t r a t i o n . II suit de x£KB, | * | = 1 que Ton a 

x — sx0 £ K. 

Ainsi f(x) — sf(x0)^0, f(x)^ef(xQ). Nous voyons que tous les elements 
unitaires de Ks sont situes „au-dessus" du hyperplan f(x) = ef(x0). 

Lemme 3. L'ensemble К peut etre represente comme une image unlvoque 
et continue de Ke. 
' D e m o n s t r a t i o n . Supposons que s ^ -^ . La representation cherchee peut 

etre prise dans la forme suivante: 

Remarquons d'abord que \Ux\ = \x\. Ensuite Ux£Ke puisque 

_ I r , / _ _ _ _ £ i pv- 2 | - r | - | * + 2 s U U 0 n c „ 
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car 
2\х\ — \х-\-2г\х\х0\^2\х\ — \х\ + 2г\х\^0. 

La continuite de Toperation Ux se deduit aisement des egalites qui la defi-
nissent. 

R e m a r q u e . On deduit immediatement des memes egalites que Ton a 

I x - t / ^ K l x l - j - ^ . (2) 

Cela prouve que pour s—*0 l'operation Ux differe aussi peu que Ton veut de 
la transformation identique. 

§2 

Considerons un operateur lineaire Ax defini dans 1'espace E(AE a E). 
D e f i n i t i o n 2. Un operateur lineaire A sera dit positif (par rapport au 

сбпе K), s'il possede les proprietes suivantes: 
a) L'operateur A laisse invariable le сбпе К, c'est-a-dire si x £ Ky on a Ax£K. 
b) II existe un element x0 £ К et un nombre positif с tels que 

Ax0 — cx0 £ AT. (3) 

Dans la suite, en considerant une cone Ke = KB(x0)9 nous supposerons qu'il 
s'agit de l'element x0 indique dans cette definition. 

L e m m e 4. Si Г operateur A est positif (par rapport a K), on a pour tous 
les elements normes de Кг Vinegalite 

\Ax\^i, 5 = S ( s ) > 0 . • 

D e m o n s t r a t i o n . Soit x g / ^ , |лг| = 1. Alors 

z = x — ex0 £ К, x = z-\- exQ. 

En appliquant Г operateur A, on obtient 

Ax = Az-\- sAx0 = Az -f- eC -f- ecx0 

ou £ = Ax0 — cx0£K. 

En appliquant aux deux membres de cette derniere egalite la fonctionnelle / , 
on a 

f(Ax) =f(Az) + e/(C) + *cf(*o) > ^ / (x 0 ) , 

puisque Лг £ /0 
D'autre part, en vertu de la definition de la norme de cette fonctionnelle, 

on a 

; | / ( A * ) | < | A * | | / | , 
Done, 

|A*||/|>ec/(*e), 

ce qu'il fallait demontrer. 
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L e m m e 5. Si A est tin operateur posltlf et si pour tin certain element 
x£K on a 

Ax = ax — $x0 ( a > 0 ; P ^ O ) ; (4) 
alors on a necessairement 

a 7^ c. 

D e m o n s t r a i i o n . Choisissons un nombre non negatif a0 de telle manike 
que Г element x — ax0 soit situe dans К pour a ^ a0 et hors de К pour a^>aQ. 

Soil 
x — <z0*0 == г g #, x = z -\- a0xQ. 

En appliquant l'operateur A, nous obtenons 
Ax — Az-\- a0Ax0 = Az \ a0 C-J- a0cx0 (£ = Ax0 — cxQ) 

et en particulier 
Ax — CLQCXQ £ K. 

Mais en vertu de Pegalite (4) 

ax— £x0 — aQcx0 = a (x — * о Ц ^ ) €#> ' 
done 

g
g°g < a0, p + a0c < aa0. 

II en resulte que 
a (a0 — c) ^ p > 0, 

ce qu'il fallait demontrer. 
Nous pouvons demontrer maintenant la proposition fondamentale suivante: 
T h e o r e m e 1. Un operateur lineaire totalement continu et positif par rap­

port a un cone К posse de dans ce cdne un vecteur caracteristique. 
D e m o n s t r a t i o n . Soit g un nombre positif, arbitrairement petit, mais fixe. 

Considerons le cone Кг = Кв(х0) ou xQ est Г element mentionne dans la defini­
tion 2. 

Tous les elements normes de KB se trouvent „au-dessus" du hyper plan f(x) = 
z=st(x0) (lemme 2). 

Designons par Rs Г ensemble des elements {x} verifiant les conditions 
suivantes: 

i) хек, 
2) | * | < : 1 , 
3) f(x)^sf(x0). 
Get ensemble est convexe et ferme. II n'est pas vide parce qu'il contient, par 

exemple, tous les elements normes de /fe. 
Soit 901 Г image de RE obtenue par l'application de l'operateur A. 
L'ensemble Ш est compact, parce que nous avons suppose A totalement con­

tinu. Ensuite il suit du lemme 4 que Ш se trouve a distance finie du poim 
zero, parce que Ton a partout dans К 

Introduisons maintenant l'operation • 

Ш = -&. (5) 
6 Математический сборник, т. 8 (50), N. 1. 
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Elle donne une representation continue de I'ensemble Ш sur la surface de la 
sphere unitaire. 

Considerons enfin l'operation Ux construite dans le lemme 3 . II est tout a 
fait evident que 

UL {W} с Rt, 
done 

ULA{RU} c / ? £ . 

D'ailleurs, en vertu de la continuite des operations L et £/, I'ensemble ULA {/?6} 
sera compact. 

En vertu d'un theoreme connu de Schauder, l'operation ULA possede un 
point invariable dans Л?е: 

ULAxs = xs1 x&£K„ U J = 1. 

En tenant compte des egalites (1) et (5), nous pouvons ecrire 

Axt 

\Ax% 
4 4- 2глг, о 

ou bien 

On en deduit l'egalite 

En vertu du lemme 5 

et com me 

on a 

Ax~ 
• 2£A"n 

= xe 

Axs 

Ax% -f- 2s 1 Ахг | x0 xe. \Axs + 2z\Axe\x0\ 

Axe = axe — $x0. 

a = | Axe - f 2s | Ax% \ x01 < \Axt | (1 - f 2e) (6) 

\Axm l + 2e' 
Remarquons enfin qu'il suit de (2) 

\VLAxe-LAxe\<j 
4s 

-2s 
ou bien 

Axe 

\Axe 
< 

4s 
1—2s 

Supposons maintenant que s parcourt une suite de nombres ely s 2 , . . . tendant 
vers zero. II suit des inegalites 

I Ахгь 1 + 2 н л 

que I'ensemble des elements | £fe > est compact en meme temps que {Ax4}. 

D'autre part, 
I Ax., I AEu 

Г е * \Ахв1\ Г ^ 1 2s f c 
0. 

• k ' l * " c * 

Ainsi {xtJe\ est encore un ensemble compact. Chaque point limite de cet ensemble 
est un vecteur caracteristique de l'operateur A: 

Ax —he. 
II est evident que Ton a ici l ^ с 
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R e m a r q u e . On pourrait dans la definition 2 remplacer la condition b) par 
cette condition que pour une certaine puissance entiere de A on a Anx0 — cx0£K. 
Le lecteur demontrera sans peine le theoreme 1 dans cette hypothese un peu plus 
generate. 

§3 

Dans ce paragraphe et dans les paragraphes suivants on etablie certaines 
proprietes interessantes des valeurs caracteristiques d'un operateur A lineaire 
totalement continu qui laisse invariable un сбпе /С 

On sait qu'une valeur caracteristique de l'operateur Д c'est-a-dire un nombre X 
pour lequel l'equation ^ 

Ax = lx (7) 

est resoluble par rapport a un element x non nul, peut etre aussi bien reelle 
que complexe. Dans le dernier cas l'egalite (7) peut etre ecrire dans la forme 

А (хг + ix2) = (XJ-f /X2) (хг + ix2) 
ou bien 

А (xx 4" ix2) = p (cos cp ~\- i sin cp) (xx -)- ix2). 

Cstte maniere d'ecrire doit etre comprise comme une abreviation du couple 
des egalites 

Axx =f\xxx Х2лг2, Ах2 = \x2 -J- l2xx 

ou bien 
Ахг = p (xt cos cp — x2 sin cp), Ax2 = p (хг sin cp 4 x2 cos cp). 

L'operateur A ayant un vecteur caracteristique complexe xx -f- ix2 laisse evidem-
ment invariable une multiplicite lineaire a deux dimensions (un „plan** 

Demontrons la proposition suivante: 
Lemme 6. Si x est un vecteur caracteristique reel de Voperateur lineaire A 

et xx -\- ix2 est un vecteur complexe (essentiellement complexe, c'est-a-dire 
correspondant a une valeur caracteristique complexe), alors les vecteurs x, 
xv x2 sont lineairement independants. 

D e m o n s t r a t i o n . Soit 

Ax = lx, A (xx + ix2) = (\ + aa) (xx -f- ix2), X2 ф 0, 
et soit 

x = сгхх - j - c2x2. 
Alors 

A (cxxx + c2x2) = X (cxxx 4 - c2x2). 
D'autre part, 

A (cxxx 4 - c2x2) = cx (lxxx — l2x2) 4 - c2 (lxx2 4 - Х Л ) , 
d'ou 

ci (Kxi — V*2) 4- ̂ 2 (*Л + Vi ) = * (СЛ + Va)> 
c1X14c2X2 = Xc1, 
CgXj CjX2 = Xc2. 

6* 
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On obtient de ces equations 
l2(c* + c»> = 0. 

Le lemme est done demontre. 
T h e o r e m e 2. Si Г operateur line aire A laisse invariable le cone К et si 

x1~\~ix2 est un vecteur caracteristique complexe de cet operateur y „le[ plana 

{Tixi ~h Ъх2} n"a Pas de points communs avec K, sauf le point nul. 
D e m o n s t r a t i o n . Supposons que le theoreme n'est pas vrai. Alors l'ensern-

ble des points communs au cone К et au plan indique est lui-meme un cone a 
deux ou a une dimension (si le plan est „tangent" au cone К le long de Tune 
de ses generatrices). Dans ce cone l'operateur A possede un vecteur caracteristique* 
de la forme c1x1-\-c2x2l ce qui contredit au lemme 6. 

On peut faire la remarque suivante concernant les vecteurs caracteristiques 
situes dans K: 

R e m a r q u e . Si x £ К, у £ К sont des vecteurs caracteristiques de l'operateur A: 

Ax = lx, Ay = \xy, 
et si 

le vecteur у — ax esL situe hors de l'ensemble K, quelque petit que soit le nombre 
positif a. 

Cela resulte de ce que 

An(y — ax) = ]iny — a\nx =]in(y — a f—Y xj. 

Si n est assez grand, ce vecteur sortira hors des frontieres de K. 
Pour les recherches qui suivent nous avons besoin d'imposer au сбпе К les 

restrictions suivantes: 
D e f i n i t i o n 3. Un сбпе К sera nomme сбпе r e p r o d u c t e u r dans Tespace E 

si chaque element de К peut etre presente dans la forme x—у ou x et у sont 
des elements de K. 

T h e o r e m e 3. Si un operateur A totalement continu laisse invariable un 
cone reproducteur К et s4l possede au moins une valeur caracteristique (reelle 
ou complexe), alors par mi les valeur s caracteristiques de Г operateur A ay ant 
le module maximum il existe une valeur positive et il lui correspond un 
vecteur caracteristique appartenant a K. 

II en resulte evidemment que si Toperateur est positif par rapport au сбпе 
reproducteur, il existe dans К un vecteur caracteristique correspondant a Tun des 
nombres caracteristiques ayant le plus grand module. 

D e m o n s t r a t i o n . Notre theoreme se reduit a la demonstration du fait que 
si l'operateur A possede hors de К un vecteur caracteristique dont la valeur 
caracteristique est de module egal a 1, il existe dans К un vecteur caracteristique 
dont la valeur caracteristique n'est pas inferieure. 

Nous allons distinguer trois cas. 
1. Le vecteur S situe hors de К possede une valeur caracteristique egale a 1: 

* Dans ее сбпе Ах ф 0, ce qui suffit pour qu'il existe un vecteur caracteristique. 
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En vertu des conditions du theoreme I'element S peut etre presente dans la forme 

Z = x0—y0 {x0iyQ£K) (8) 

ou bien, en supposant |jr0 | = l, 

& = x0—yQ, £ > 0 . 

Choisissons un nombre positif £ assez petit, par exemple s <T. 4-, et construi-

sons le cone Кв = Кг(х0). Се сбпе verifie evidemment les lemmes 2 et 3. 
Montrons d'ailleurs que le lemme 4 reste encore vrai malgre ce fait que 

I'element x0 ne verifie pas la condition (3). 
En effet, soit r > 0 le rayon de la sphere qui a le centre au point — ~ et ne 

contient aucun element de l'ensemble AT. Considerons I'element x£KB, | j t | = l. 
11 est evident que 

x — ex0 = z g K, x = z -(- елг0, 
done, en vertu de (8), 

x — ecI = z 4 - гх0 — sd; = z -\- s (л;0 — cq) £ K. 
II en resulte que 

A(x — ec£) — Ax — ec£ £ K. 

D'autre part, en vertu de la definition du nombre r on a 

_ 5 + г Ш 1 ^ AX-±\AX\$IK, 
done 

т\Ах\>гс, \Ax\>ecr, 
ce qu'il fallait demontrei. 

En formant maintenant, comme dans la demonstration du theoreme 1, un 
ensemble convexe Ra et en appliquant a cet ensemble l'operation ULA, nous 
arrivons a un element norme лте de KB pour lequel 

Ax% = axt — $x0, a > 0 , p > 0 , (9) 
Axe 

\Ах* < 4s 
1—2s 

Demontrons que dans l'egalite (9) on a necessairement 
? a > l . (10) 

Considerons a cet effet une demi-droite xe — 3; ( 0 < S < o o ) et sur cette droite 
un point хг — 50£ de К tel que pour 8 > i 0 on a 

II suit de l'egalite (9) que nous avons 

ахи = Ахш-\-$х0. 

En tenant compte de (8) on peut ecrire 

axB — S0S — p<£ =*Ахй — 505 +• P (x0 — £)£K 
parce que 

Ахл — Ь0* = А(хя — Ь0*) £K 
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/Unsi 
« . —(«о + М*€*, 

х ь±}<ьек. 
Cela signifie que 

d'ou 

Cela prouve que a ^> 1. 
Rappelons maintenant Tinegalite (6) du § 2: 

а < | Л л ; 6 | ( 1 + 2 е ) . 
En la joignant a (10) on a 

Лхг > rq r2 i • 

Faisons maintenant s parcourir une suite eb s2,... tendant vers zero; en 
repetant les raisonnements de la fin du § 2, nous arrivons a un vecteur x £ К 
pour lequel 

Ax = he, 1 ^ 1 . 

2. Le vecteur caracteristique $ situe hors de К a une valeur caracteristique 
egale a — 1 . Dans ce cas nous considerons d'abord l'operateur A2. Nous aurons 

Ainsi, en vertu de ce qui a ete demontre, il existe un element y£K tel que 

Soit maintenant 

x = ly-\-Ay, ou X = J/JA. 

II est evident que x£K, x=^=0, X ^ 1. 
Pour l'element x on peut ecrire 

Ax^lAy + A2y = lAy + l2y = l(ly-}-Ay) = lx; 

ce qu'il fallait demontrer. 
3. Le vecteur caracteristique £ situe hors de К a une valeur caracteristique 

complexe et de module egal a 1. Dans ce cas certainement 

L'egalite . 
А (£а + #2) = (cos cp -{- / sin cp) (£j - f #2) (11) 

est une forme abregee pour inscrire le systeme 

Abx = Sx cos cp — $2 sin cp, 
Л$2 = Sj sin cp —J— S2 cos cp. 

II suit immediatement de (11) que Ton a 

An (5j + ^2) = (cos /zcp -J- / sin /zcp) (^ -f й8) 
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ou bien 
AnZx = Sx cos щ — S2 sin /zcp, 
AnZ2 = Sj sin щ -f- £2 cos /гср. 

Ecrivons la premiere de ces relations pour deux valeurs consecutives de n: 
A p ^ = Sx cos /кр — £2 sin /?<p, 

^ + 1 S 1 = £ 1 c o s ( p + l ) c p — S 2 s in (p+l )cp . 

En excluant maintenant S2, on peut eciire 
Ар£г • sin (p -\-1) cp — Л^* 1 ^ sin/xp = Sx [cospep sin (p -|- 1) cp — cos (/? + 1 ) cp sin/xp] 
ou bien 

AP£X sin (p -f-1) ? — Л^4"1^ sin/?cp = £x sin cp. 
Ainsi 

(APmSin(p + l)<?_Ap+1 e s m ^ . = s 
V s in «p s in cp j l l 

Considerons maintenant les valeurs entieres de p pour lesquelles 
sin(/? + l ) c p ^ Q sin/?? ^ Q 

sin cp ^ * sin cp ^ ^ * 

II est aise de voir qu'il existe une infinite de nombres de cette nature; nume-
rotons-les dans Pordre de leur croissance en les designant par p v /?2, / ? 3 , . . . 
Pour ces valeurs de p les polynomes operateurs 

ф {А)тяАР.*1п{р+1)* — AP+i**^ 
TP v ' sin cp sin cp 

laissent invariable le cone K. Us possedent tous le vecteur caracteristique £ hors 
de К avec la valeur caracteristique egale a 1. 

En vertu de ce qui a ete demontre on peut ecrire 
( sin ( / > + ! ) ? _ AP+1 . s j n M 
\ sincp s incp/^p * W w 

Construisons le vecteur 
XP =УР + С^АУР + °Ъ#УР + • • • + СРАРУР 

et t&chons de choisir les coefficients cv c 2 , . . . , cp de telle maniere que x 
soit un vecteur caracteristique de Poperateur A: 

Axp = lpxp. (12) 
Nous aurons 

Ayp + сгА*ур + c2A% + • • • + Ср-гАрУР + *р&*хУ9 = 
= \ y P + у i 4 y p + • • • + V / % -

Mais il suit de la formule (*) que 

.„, , sincp , A sin(/?4-l)«P AP+ly„ = — jx„yn -.—- 4 - АрУ~ — . T , sp
 np-spsitfpy ' *̂ P sin/rep * 

done 

+gH / ' .yn
s i n ( p + 1 ) 'p=^ ay a+^i4y„+-- • +Kc„APy„. 

1 P 'P Sinpf P*P ' /> 1 JP ' i P P -^P 
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Cette egalite sera satisfaite si Ton pose 

x sin cp > 1 . . 

kpFp — cP-i-rcP sinpv ' l ld> 
ll en resulte 

— 1 _ 1 — l _ l
P

sinP<? 
ci — , » c2—T2> •••> CP-\— ,p-\ » * > — : — • v 1 4 / 

En substituant les valeurs de с г et с dans la derniere de ces egalites (13), 
nous aurons 

^ Sin cp ^ S i n f V ' 

En tenant compte de la continuite, on voit evidemment que cette equation doit 
г une racine reelle positive 
II suit de (14) que Ton a 

avoir une racine reelle positive; nous la designerons par L 

сг>0, c 2 > 0 , . . . , cp>0. 
Done, le vecteur x appartient а К et differe de zero. Donnons maintenant a p 
les valeurs px, /?2, /?3, . . . L'equation (12) donne 

AxPi = hPixPi, / = 1, 2, o, . . ., xPi £ K. 

On peut supposer ici que les elements xPi sont normes. II est facile de voir 
en considerant l'equation (15) que si p. est assez grand on a 

X W > 1 — s ; 

s etant un nombre positif aussi petit que Ton veut. 
D'autre part, en vertu de la definition de la norme de I'operateur 

lPi^\A\. 

En designant par 1 un point limite quelconque de la suite {lPi} et en choi-
sissant dans l'ensemble compact des vecteurs {xPi\ une partie convergente, on 
obtient par un passage a la limite 

Ax = lx, x£K, l ^ \ . 

Le theoreme est done completement demontre. 

Les resultats exposes peuvent etre encore developpes dans le cas important ou 
le cone К est un c o r p s , e'est-a-dire contient des points interieurs. Dans ce cas 
on a d'abord la proposition evidente suivante: 

L e m m e 7. Si un operateur lineaire qui laisse invariable un cone К trans forme 
un point de К ?n un point interieur, chaque point interieur de К est trans-
forme en un point interieur. 

D e m o n s t r a t i o n . Soit x£K et Ax un point interieur de K. Si у est un 
point interieur de К et si c^>0 est assez petit, on а у — cx£K. Nous avons 

z = A{y — ex) — Ay — с Ax £ K. 
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II en resulte 
Ay =z-\- с Ax. 

Comme z£K et Ax est un point interieur de/C, Ay se trouve a l'interieur de AT, 
ce qu'il fallait demontrer. 

Faisons maintenant une hypothese supplemental sur I'operateur A. 
D e f i n i t i o n 4. Un operateur lineaire A positif par rapport au cone К sera 

dit t o t a l e m e n t p o s i t i f si pour un element frontiere S quelconque de К il 
existe un entier positif n = n(£) tel que la я-ieme puissance de A transforme $ 
en un point interieut de AT. 

Lemme 8. Soit Av Л2, . . . , An, . . . une suite d'operateurs totalement 
positifs possedant a V inter ieur de К un vecteur caracteristique commun x0 

a valeur caracteristique \0 (la тёте pour tous les An). Soit ensuite x un 
element interieur arbitraire de K- Alors la suite d* elements A X) /\eyX , . . . . 
Anxy . . . se trouve a une distance positive de la frontiere de K. 

D e m o n s t r a t i o n . Supposons que xQ est situe dans К et qu'une sphere de 
rayon r et de centre x0 appartient encore a K. Choisissons c > 0 de telle maniere 
que x — cxQ£K. Comme dans le lemme 7, on a 

zn=•'• \ x — cAnxo = Anx—cxo e к, 
Anx = zn + c\x^ 

11 est maintenant evident que tous les Aax et toutes les spheres de rayon ckQr 
ayant pour centres les Anx appartiennent a K. Le lemme est demontre. 

T h e o r e m e 4. Un operateur A totalement contimi et totalement positif par 
rapport au сдпе К possede dans ce cone un et un seal vecteur caracteristique 
х0. La valeur caracteristique X0 qui lid correspond est la plus grande en 
module valeur caracteristique de Г operateur A. 

D e m o n s t r a t i o n . Par definition, un operateur totalement positif ne peut 
avoir de vecteurs caracteristiques sur la frontiere de A'. II suit de ia remarque au 
theoreme 2 qu'il existe dans К un seul vecteur caracteristique. 

il reste a demontrer que si 
Ax = hc, x£K, 

Ay = jiy, y£K, 
on a necessairement ! jx | << \. 

Supposons I'operateur Л norme de telle maniere que X = l. II faut distinguer 
deux cas: 

1. jx est un nombre reel. Construisons une droite infinie x-\-ay 
(—oo < C ^ < 4 - o c ) - Soit x -\-aQy Van des points d'intersection de cette droite 
et de la frontiere de К (une telle droite existe parce que уЩК). Si le theo­
reme n'est pas vrai, on a jjL = d t l . Alors le vecteur x-\-a0y situe sur la fron­
tiere de К est un vecteur caracteristique de I'operateur Л2; mais ceci est im­
possible parce que Л2 est totalement positif par rapport a K. 

2. ]x est un nombre complexe; y=yx-\-iy2m Soit | j i | = l. Alors 
A tVi + (У2) = (cos <P + *sin <p) (Ух + (У2)-

Considerons maintenant 1'intersection du cone AT et d'une multiplicite lineaire 
u deux dimensions {лг-J- a1y1 -f а^у2}. Cette intersection est un ensemble 
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convexe et borne; designons-le par S. Considerons un element arbitraire 
xi "f* С\У\ "\~ ечУъ € «$• En appliquant a cet element toutes les puissances possibles 
de Toperateur Л, nous aurons 

An {x _|_ Ciyx + C2y2) = ^ + d\*)yt - f 4»)Л, 
ou 

d\") = cx cos /zcp -[- £2 sin /гср, 
</(«) = cx sin /гср — c2 cos /кр. 

En remarquant que 
d\n* + W =<% + <%, 

nous voyons que la suite des points zn — x-\- dWyx - j - rf^2 se trouve a une 
distance positive du point x. Considerons un point limite de la suite bornee 
{za}. Designons-le par z et soit z„lt zn„ . . . une suite partielle convergente qui 
lui correspond. 

Designons ensuite Ani par Av An* par A2 etc. Dans ces notations nous 
aurons 

Аа(х-\-с\У\-\-с2У2)-+г pour/z-xx). 

Le vecteur z est evidemment de la forme 

Considerons maintenant le vecteur 

ou le scalaire [5 est choisi de telle maniere que С se trouve sur la frontiere de 
К. И est evident que 

An Iх + P (*LVI + С2-У2)]-^ С pour n - * oo. (16) 

Remarquons, en passant, que les vecteurs An[x-\-$(clyl-\-c2y2)\ peuvent se 
trouver en dehors du c$ne. En vertu des conditions du theoreme, il existe un 
entier positif N tel que AN£> se trouve a l'interieur de K. En vertu du lemme 8 
la suite des elements ANZ, AN+1Z, AN+K, . . . se trouve a distance positive de 
la frontiere de K. 

Remarquons encore qu'en vertu des egalites 

Anyt =yx cos лср —y2 sin /гср, 
А"Уъ =У\ s i n Щ Л-У гcos Л С Р> 

toute la suite des operateurs Л, Л2, Л3, . . . est egalement continue sur le „plan" 
(yv y2). C'est pourquoi on peut affirmer qu'un voisinage assez petit de l'element 
С de la forme С-|-siJ /i H~" £2^2 es* transforme par les operateurs AN

y AN+l
y 

AN+2, . . . en des ensembles entierement situes a l'interieur de К et „uniforme-
menta eloignes de la frontiere de К к une distance commune positive. 

Cette derniere conclusion est, comme il est facile a voir, en contradiction avec 
Ja relation (16). 
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§5 
En terminant cet article, nous voulons encore demontrer la proposition suivante: 
T h e o r e m e 5. Supposons que Voperateur A est totalement positif par 

rapport au сдпе К ayant un point interieur; supposons ensuite que 

Ax0 = Х0лг0, х0 £ Ky | x01 = 1. 

Alors -r-, le plus petit en module nombre caracteristique positif, est un pole 

simple de la resolvante de Voperateur A. 

D e m o n s t r a t i o n . Supposons que \0 = 1. Considerons Tespace E, c'est-&-
dire l'espace de toutes les fonctionnelles lineaires pour E. Soit A* l'operateur 
conjugue a A, c'est-a-dire tel que 

A*f{x)=f(Ax), 

identiquement par rapport a tous les x£E et / £ E. 
Pour la demonstration nous utiliserons le critere connu suivant pour que le 

p61e de la resolvante d'un operateur totalement continu soit simple. Pour que le 
nombre JJL soit un p61e simple de 1-a resolvante de Poperateur A il est necessaire 
et suffisant qu'a chaque vecteur caracteristique x de l'operateur A correspondant 
au nombre caracteristique ji on puisse faire correspondre un vecteur caracteristique 
/ de l'operateur A* correspondant au meme nombre caracteristique et tel que 

Considerons l'ensemble К des fonctionnelles de E non negatifs dans tout le 
сбпе К. И est facile к voir que К est un сбпе dans Ё: les conditions 1°), 2° ) 
et 3° ) de la definition 1 sont evidemment satisfaites; d'ailleurs 

x0{f) = f(x0)>0 pour/G К 

(x0 est un element interieur de K), car si Ton avait 

/(*0) = 0, 

alors dans chaque voisinage de l'element x0 il у aurait des elements pour les-
quels / prend des valeurs negatives. L'operateur Л* laisse invariant l'ensemble K. 
En effet, 

A*f(x) =f(Ax) > 0 
chaque fois que x£K, f£K. 

Soit maintenant r0 le rayon d'une sphere de centre дг0, entierement situee dans 
K. Considerons le hyperplan de E produit par l'element x0: 

* о ( Я = / ( * о ) = 0. 

Pour chaque element norme de К on a 

{xo + roy}{f)=f(xo) + rof{y) 

ой у est un element arbitraire dont la norme ne surpasse pas 1. 
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En choisissant y de maniere a avoir 

nous aurons 

Ainsi tous les elements normes de К sont situes wau-dessuse du hyperplan 

/(Xo)=2-r0. 
Nous avons ensuite 

A*f(x0)=f(Ax0)=f{x0)^±r0 (fZK, | / | = 1) 
ei en general 

A**f(x0)=f(A"x0)=f(x0)^±r0 (л=1, 2, 3, ...). (17) 

Done, en particulier 
\A**f\^jr0 ( / € * , 1 /1=1) . 

II en resulte que l'operateur Л* possede dans Д" un vecteur caracteristique. On 
le voit immediatement si l'on considere I'ensemble Ш des fonctionnelles verifiant 
les conditions 

i / l<i , x0{f)^^r0i re к. 
L'operateur A* lui fait correspondre un certain ensemble compact de К n'ayant 

pas zero pour point limite. En normant chaque element de I'image A* {^i} et 
en tenant compte du theoreme de Schauder, on ob'tient ce qui a ete cherche. 

Done, il existe un element / 0 de К iel que 

^ / o = V o . l/ol = l-

D'ailleurs on a evidemment \'0 ̂ > 0 et / 0 (лг0) ̂  -̂  r0. 

II reste a demontrer que X̂  = 1. II est evident que \'0 ̂  1 parce que la plus 
grande valeur caracteristique de l'operateur Д done de A" , est egale a 1. 

Ensuite de la relation (17) on trouve 

Done, A Q ^ I . Ainsi ^ = X 0 = 1 . Le theoreme est demontre. 
La consideration du vecteur caracteristique f0 de l'operateur A* permet de 

completer essentiellement le contenu des theoremes 4 et 5. 
T h e o r e m e 5a. Pour que Voperateur lineaire A totalement continu, qui 

laisse invariant un cone К ay ant un point interieur, possede a V inter ieur de К 
un vecteur caracteristique x0 dont le plus petit en module nombre caracte­
ristique -r est un pole simple de la resolvante, il faut et il suffit que A soil 
totalement positif par rapport а К *. 

* Ce complement du theoreme appartient a M. G. Krein qui m'a aimablement 
permit de l'mserer dans cet article. 
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D e m o n s t r a t i o n . Supposons que X0 = l et que tons ies autres nombres 
caracteristiques de A sont en module inferieurs a 1. Soit 

AxQ = x0, A*f0 = / o , /o (x0) — I. 

Considerons l'operateur 

/Hi X ==: /AX "~~"*" / л \-Д'/ О* 

II est aise de voir que cet operateur possede les memes vecteurs caracteristi­
ques et les memes valeurs caracteristiques que Л, sauf X 0 —1. En effet, si 

Axx — lxv 

on a 
Axx = Л ^ + / 0 to) х0 = \хг + / 0 to) x0 = XxlT 

parce que 
/0 to) = Л*/0 to) = / 0 (Arx) = X/o to) 

done /0(л:1) = 0. 
Au contraire, si 

on a 
л ^ = 4 л 4-/0 to) *0=^i +Л to) *o=**i. 

parce que 
/oto) = y/o И л ) = у /o [ ^ i — /o (*i) *ol = у Л H*i) — Г /о (*i) = 

= I^/0to)- | /0to) = 0. 

И en resulte que la resolvante de l'operateur Ax a un cercle de convergence de 
rayon > 1 , ce qui signifie que pour tous les x £ E 

\A«x\<cq\ q<\. 

Considerons maintenant un element frontiere S quelconque du сбпе К. Intro-
duisons la notation 

* = £ — /o (?) *o> ^ = * + / o (*) -So­

il est evident que f0(z) = 0, done Az—Axz, Anz — A^z, pour chaque 

entier positif я. Nous pouvons ecrire Ля$ = ЛЛг ~f/0(S) ЛЛлг0 = Л п г + / 0 ( $ ) х0, 
Лга£— /0 (S) x0 = Ля,г. Mais Л я 2-+О pour я - ^ o o e t лг0 et /0(£)x0 sont des 

points interieurs de /C. Done, a partir d'un certain я, le point An£ se trouve 

a l'interieur de K. Le theoreme est demontre. 

(Поступило в редакцию 15/ХП 1939 г.) 
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О вполне непрерывных линейных операторах, оставляю­
щих инвариантным некоторый конус 

М. А. Рутман (Одесса) 

(Резюме) 

Настоящая работа посвящена некоторым спектральным свойствам одного 
класса вполне непрерывных линейных операторов. Эти свойства являются обоб­
щением теорем Perron'a—Frobenius'a о матрицах с положительными элементами ! , 
а также результатов Jentzsch'a о положительных интегральных ядрах2. 

Мы рассматриваем произвольное пространство Е типа {В). 
О п р е д е л е н и е 1. Множество элементов К из Е будем называть конусом, 

если выполняются следующие условия: 
1° . Если х £ К,.у £К, то х-\-у £ К. 
2 ° . Если х £ К, Х ^ О , то 1х £ К. 
3 ° . Множество К замкнуто. 
4° . Существует линейный функционал f(x), положительный на всех элементах 

К (кроме нуля). 
О п р е д е л е н и е 2. Линейный оператор А будем называть позитивным 

(относительно К), если он обладает следующими свойствами: 
a) оператор А оставляет инвариантным множество К, 
b) существует элемент х0 £ К и положительный скаляр с такой, что 

Ах0 — сх0 £ АГ. 

Имеет место 
Т е о р е м а 1. Вполне непрерывный линейный оператор А, позитивный 

относительно конуса К, имеет в этом конусе собственный вектор. 
Для доказательства этой теоремы мы устанавливаем следующие простые 

леммы: 
1. Если К—конус, х0 — фиксированный элемент, то множество 

Кв = Кв(х0) элементов х из К, для которых 

х— \х\ех0 б # , 

само является конусом. 

2. Для всех элементов из Ке справедливо неравенство 

f{x)^h\x\, S = 8(s ,* 0 )>0 

(f(x) — функционал, упомянутый в определении 1). 
3. Существует непрерывное отображение К на Кв, при котором 

£/0 = 0, \Ux\ = \x\, l^ — K K K i j e i - i L . . 

*См. Math. Ann., 64, (1907), 1—76, а также Sitzungsber. d. Bed. Ak. (1907— 1908— 
1912). 

2 См. Journal f. Math., 141, (1912), 235 — 244. 
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4. Если А позитивен относительно К, то для всех элементов х из 
КЛ*о) 

\Ах\^Ь\х\, S = S ( e ) > 0 

(х0 — элемент, упомянутый в определении 2). 
5. Если А позитивен относительно К и если 

Ах = ах—$х0, а^>0 , [ 5 ^ 0 , х£К, 
то непременно 

а^с. 

Кроме того, доказательство базируется на известном Schauder'oBCKOM прин­
ципе неподвижной точки3. 

В дальнейшем исследуются собственные значения позитивного оператора А. 
Прежде всего мы отмечаем следующую очевидную 
Т е о р е м у 2. Если линейный оператор А оставляет конус К инвариант­

ным и если хх -f ix2 — комплексный собственный вектор оператора, то 
„плоскость" {Yi^i-(-Y2X2} не и^еет с К общих точек кроме нуля. 

Наложим теперь на К дополнительное ограничение. 
О п р е д е л е н и е 3. Конус К будем называть воспроизводящим в простран­

стве £, если любой элемент из Е является разностью вида х—у, где х и 
у — элементы из К-

Т е о р е м а 3. Если вполне непрерывный линейный оператор А оставляет 
инвариантным воспроизводящий конус К а если А имеет хотя бы одно 
вещественное или комплексное собственное значение,то среди наибольших по мо­
дулю собственных значений оператора А найдется положительное, которому 
соответствует собственный вектор из К. 

Приведенные результаты получают дальнейшее развитие в том важном слу­
чае, когда конус К является телом. В этом случае, между прочим, имеет место 
следующая лемма: 

Если линейный оператор, оставляющий конус К инвариантным, пере­
водит одну из точек К во внутреннюю, то всякая внутренняя точка К 
переходит во внутренность. 

О п р е д е л е н и е 4. Линейный оператор Л, позитивный относительно конуса 
К, будем называть вполне позитивным, если для каждого граничного элемента 
S из К найдется натуральное число /г = #($) такое, что Ап£ лежит внутри К. 

Т е о р е м а 4. Вполне непрерывный оператор А, вполне позитивный 
относительно конуса К, имеет в этом конусе один и только один собст­
венный вектор. Соответствующее ему собственное значение является наи­
большим по модулю собственным значением оператора А. 

В заключение мы рассматриваем резольвенту вполне позитивного оператора А 
и доказываем 

Т е о р е м у 5. Пусть А вполне позитивен относительно К. Пусть, далее\ 

Ах0 = А0х0, XQ £ К. 

См. Studia raathematica, 2, (1930), 176. 
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Тогда -У наименьшее по модулю характеристическое число — являгт-
с я простым полюсом резольвенты оператора А. 

М. Г. Крейн заметил, что имеет место обратное предложение: если линейный 
вполне непрерывный оператор Д оставляющий инвариантным конус К, имеет 
внутри К собственный вектор, характеристическое число которого является наи­
меньшим по модулю и простым полюсом резольвенты, то А вполне позитивен 
относительно 1(. 


