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Sur les opérateurs totalement continus linéaires laissant
invariant un certain cone

M. A. Rutman (Odessa)
Introduction

Dans le présenl article j’établis.quelques propriétés specirales d’une classe
spéciale d’opérateurs totalemeni continus lin€aires; ces propriélés s’appliquent
dans la théorie des matrices el des équalions iniégrales.

En 1907 dans le vol. 64 des Mathemalische Annalen M. Perron a attiré
I’attention sur une propriété remarquable des matrices finies & €élémenis positifs
[voir Math. Ann., 64, (1907), 1—76]. Complétée ensuile dans les travaux de
Frobenius (Sitzungsberichte d. Berl. Akad., 1907, 1908, 1912) ceite propriété
peut étre énoncée de la maniére suivanie.

Si tous les élémenis d’une mairice carrée finie A sont non négatifs el pour
une cerlaine puissance entiére de celte matrice ils sont tous positifs, alors la
plus grande en valeur absolue valeur caraciétislique de la mairice A est positive
et de muliipliciié égale 4 1. Le vecleur caractéristique correspondant a des compo-
santes positives.

Les méthodes développées par Perron el Frobenius dans les {ravaux ciiés per-
metlent d’appliquer ces résultats aux noyaux des équalions iniégiales positifs
dans le domaine de leur existence. Ceci a été fait par Jenizsch en 1912 [voir
Journal f. Math., 141, (1914), 235—244]. En tenanl compte d’une remarque
faite par F. R. Ganimakher [C. R. de 1’Acad. des Sciences de 1'U. R. S. S.,
I (X), N. 1 (78)], le-ithéoréme de Jenizsch peut éire formulé ainsi:

Si le noyau K (s, £) d’une équation intégrale est continu el vérifie les inéga-
lités

' K(,0)=0 (a<<s, t<<d), K(s,8) >0 (a<ls<b),
la plus pelile en module valeur caractéristique de ce noyau est positive, de
mulliplicit¢ 1 et la fonction fondameniale qui lui correspond est positive dans
I'intervalle (a, 8). '

Le but du préseni arlicle est d’appliquer les {héoremes de Perron-Frobenius et
Jentzsch 4 une classe d’opérateurs beaucoup plus vaste que celle des mairices finies
el des noyaux des équations iniégrales, a4 savoir — les opérateurs linéaires {otale-
ment continus dans un espace de iype (B).

Nous considérons 1'espace E du iype (B) et dans cet espace un ensemble
»conique® d’éléments, c’esl-3-dite un ensemble fermé connexe formé de rayons et
situé d'un seul coié d’un certain hyperplan.
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Supposons qu’un opérateur A tolalemeni continu el linéaire conserve invariant
un certain ensemble coniqué. Alors, en admetlant quelques conditions supplé-
mentaires {irés naturelles, nous démontrons la proposition suivanie.

L’opérateur A posséde un vecteur caractéristique appartenant & [’ensemble
conique; il lui correspond une valeur caractéristique positive.

Si cet ensemble conique est de telle nature que chaque élément de ['espace
est représentable comme la différence de deux éléments de ['ensemble, il
existe un wvecteur caractéristique appartenant & cet ensemble et sa valeur
caractéristique se trouve parmi celles dont le module est maximum.

On peui approfondir ce résultat dans le cas imporiani oit I’ensemble conique
est un corps, c’esi-a-dire quand il contient des points iniérieurs.

Quand on suppose que E esl un espace euclidien & n dimensions ou bien
Pespace C, ,) des fonclions ¢ (£) continues dans l'inlervalle a<<¢<<b, ou arrive
aux théorémes de Perron-Frobenius el de Jenizsch. Pour le voir, il suffit de
choisir pour K dans le premier cas l’ensemble des vecleurs a composanies non
négalives ef dans le second cas— I’ensemble des fonctions non négatives. Il est
ainsi évident que méme pour les espaces E, et C, , nous pouvons obtenir des
résullals plus généraux que ceux de Frobenius et Jenizsch.

Remarquons, en passani, que noire théoréme permet d’étendre le {héoréme de
Frobenius au cas des maltrices infinies tolalement continues. On peul donc appli-
quer a ces matrices une série de résultats essentiels de la {héorie des matrices
oscillatoires de F. R. Gantmakher el M. G. Krein [voir F. Ganimakher et
M. Krein, Composilio mathematica, V, 4(3), (1937), 445—476].

Dans cel arlicle nous avons taché de n’uliliser, que des méthodes purement
topologiques et c’est i dessein que nous avons évilé de nous appuyer sur les
propriétés de la résolvanie de caractere éludié dans la tihéorie des fonclions
(sauf dans le § 5). Il nous semble que cela présenie un certain intérét au point
de vue méihodologique.

En rédigeant cet article nous avons supposé que le lecteur connait les notions
fondamentales de I’analyse fonclionnelle ainsi qu’un résultat connu de Schauder
[voir J. Schauder, Studia math., 2, (1930), 176].

Un bref énoncé des résultals que nous publions maintenant complétement
a éié publié dans les Comples rendus de I’Acad. des Sciences de I'U. R. S. S. en
1938 (t. XVIII, N. 9).

Tout récemment M. Krein a obtenu par une méthode tout a fait différente une
sétie de résultats dont certains coincident partiellemeni avec les ndtres* .

Je profite de I’occasion pour exprimer ma profonde reconnaissance 4 M. Krein
pour plusieurs remarques précieuses qui m’ont aidé a faire ce iravail.

§1
Définition 1. Un ensemble K d’élémenis d’un espace E du type (B) sera
nommé cdne si les conditions suivanies sont vérifiées:
1°) si x€K, Y€K, on a x+YyEK,
2°) si x EK et )\ est un nombre non négatif, on a hx €K,

* Voir aussi sa Note dans les C. R. de I’Acad. des Sciences de I'U. R. S. S, XXIII,
N. 8, (1939), 749—752.
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3°) lensemble K est fermé,
4°) il existe une fonctionnelle linéaire f(x) positive pour tous les éléments

de K sauf zéro.

La propriété 4°) signifie que ’ensemble K est entiérement silué d’un seul
c6té du hyperplan f(x)=0.

Les propriélés 1°) et 2°) ont pour conséquence que I’ensemble K est convexe.

Soil x, un élément fixé et normé de K, soit ¢ un pelit nombre positif.

Considérons I’ensemble K,=K,(x,) formé de zéro et des éléments x de K
pour lesquels on a

x—|x|ex, EK.

Les lemmes qui suivent énoncent certaines propriétés simples de ’ensemble K..

Lemme 1. L'ensemble K, est lui-méme un cone.

Démonsiration. Il faut vérifier les condilions 1°)—4°). Les conditions.
2°) el 4°) 'sont tiriviales. 3°) suil immédiatement du fail que K est fermé.

Démonirons que la condition 1°) est vérifiée. A cet effel il suffit de prouver
que si I'ensemble K, coniient deux élémenis x; et x, il doil aussi contenir le
segment fx; 4+ (1 —#) x, (0<<f<<C1) qui les joint.

En effet, comme

X, —|x,|exo €K, x,—|x,|ex, €K,

et K est un ensemble convexe, on a
te (1 —fx,—e{t| x|+ (1 —9lx| } HEK
Mais en méme temps
[fooy 4 (1 — £ 20y | < 2] 2y |- (1 — £) | 2, .
tx, + (1 — ) xy—exy | tx; (1 — ) x,| €K,
ce qui signifie que Zx, 4 (1 —12) x, €K..

Donc,

Lemme 2. Pour tous les éléments normés K, on a l'inégalité
f(x)>6’ 8:6(81 x0)>0'
Démonstration. Il suit de x€K,, |x|=1 que l'on a
x—exy €EK.

Ainsi f(x) —ef(xg) =0, f(x)=¢f(x,). Nous voyons que tous les €léments
_unitaires de K, sont situés ,au-dessus“ du hyperplan f(x)==¢f(x,).

Lemme 3. Lensemble K peut étre représenté comme une image univoque
et continue de K..

1 . .
Démonstration. Supposons que ¢< - . La représentation cherchée peut

étre prise dans la forme suivante:

. _ x+2¢ x| x
U0 =0, Ux”_lxll———_x+2€|x|xol' (1y

Remarquons d’abord que |Ux|=|x]|. Ensuite Ux ¢ g, puisque

x 42| xlx,

Ux—lUx‘EszUx——[xlsx(,:lxl{lm

— exo} ==

_ x 2lx|—|x+2elx]x)
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car
2|x|—|x+2e|x|x|=2|x]|—]|x|4 2e|x|=0.

La continuité de 1'opération Ux se déduit aisément des égalités qui la défi-
mnissent.
Remarque. On déduit immédiatement des mémes égalités que l'on a

| — Ux| < | x| . )

‘Cela prouve que pour ¢ — O l’opération Ux differe aussi peu que ’on veut de
la transformation identique.

§2

Considérons un opérateur linéaire Ax défini dans I’espace E(AE < E).

Définition 2. Un opérateur linéaire A sera dit positif (par rapport au
cone K), s’il posséde les propriétés suivantes:

a) L’opérateur A laisse invariable le cone K, c’est-d-dire si x€ K, on a Ax € K.

b) Il existe un élément xy € K et un nombre positif ¢ lels que

Axy—cxy € K. 3)

Dans la suite, en considérani une céne K,= K (x,), nous supposerons qu’il
s’agit de I’élément x, indiqué dans celle définition.

Lemme 4. Si lopérateur A est positif (par rapport & K), on a pour tous
des éléments normés de K, I’inégalité

|Ax|=8, &=8()>0..

Démonsiration. Soit x€K,, |x|=1. Alors
z=x—zex €K, x=z-}¢ex,.

En appliquant 1'opérateur A, on obtient
Ax=Az | eAxy= Az + el F¢ecx,

olt {=Ax,—cxy€EK.

En appliquant aux deux membres de celle derniére égalité la fonclionnelle f,
on a

F(Ax)=f(Az) - &f (§) +ecf (x,) = ecf (o),
puisque Az € K.
D’autre part, en vertu de la définition de la norme de celle fonclionnelle,

on a
Af(Ax) | <] Ax||f].

Donc,
| Ax || f| = ecf (xo),
ecf (xp)

ce qu’il fallait démonirer.
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Lemme 5. Si A est un opérateur positif et si pour un certain élément
xX€K or a
Ax=ax—B8x, (a>>0; p=0); (4)
alors on a nécessairement

a=c.

Démonstration. Choisissons un nombre non négaiif a, de lelle maniére
que 'élément x — ax, soit situé dans K pour a < a, et hors de K pour a >>a,.

Soit

X —aoxo=2z€K, x=2z-}+ayx,.
En appliquant [’opéraleur A, nous obienons
Ax = Az -} ayAxy = Az + ay {4 apexy  ({= Axy— cx,)
el en particulier
Ax — ApC Xy E K
Mais en vertu de I’égalité (4)

ax — fxy —acxo=a (x-—-xo E—"—?—“) €K,
donc
@ <a, B4 ayc=<<aa,.
Il en résulle que
a (@9 —c) =B >0,
a=c,

ce qu’il fallait démontrer.

Nous pouvons démonirer mainienant la proposition fondameniale suivanie:

Théoréme 1. Un opérateur linéaire totalement continu et positif par rap-
port 4 un cone K posséde dans ce cone un vecteur caractéristique.

Démonsiration. Soit e un nombre positif, arbitrairement petit, mais fixe.
Considérons le cone K, =K (x,) olt x, est I’élément mentionné dans la défini-
tion 2. )

Tous les élémenis normés de K, se trouveni ,au-dessus® du hyperplan f(x)=
==¢gf(x,) (lemme 2).

Désignons par R, lensemble des élémenis {x} vérifiant les conditions
suivantes:

) x€K,

?) |x|=1,

3) flx) =¢f(x).

Cel ensemble est convexe et fermé. Il n’est pas vide parce qu’il contient, par
exemple, tous les éléments normés de K.

Soit M I'image de R, obtenue par I’application de I’opérateur A.

L’ensembie i est compacl, parce que mous avons supposé A totalement con-
tinu. Ensuite il suit du lemme 4 que It se trouve a distance finie du point
zéro, parce que l'on a partout dans K,

| x| > o) Lo
Introduisons maintenani 1’opération -
X
L (Yf) o= m .

©®)

6 varemarmueckuir c6opunk, T. 3 (50), N. 1.
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Elle donne une rteprésentation continue de lensemble M sur la surface de la
sphere unitaire.
Considérons enfin V'opération Ux construile dans le lemme 3. Il est toul a
fail évident que
UL {M} <R,
donc
ULA{R,} = R..
D’ailleurs, en verlu de la conlinuilé des opérations L et U, I’ensemble ULA {R.}
gera compacl.
En vertu d’un tihéoréme connu de Schauder, I’opéralion ULA posséde un
point invariable dans R,:

ULAx,=x,, x.€K, |x.|=1.
En tenant compie des égalités (1) et (5), nous pouvons écrire

Ax,
le |

I———Ax I + 25):0
[

+ 25x0
= x‘

ou bien
Ax,+2e|Ax | xy
|Ax, +2e| Ax, | xy] ¢

On en déduil I’égalité
Ax,=ax,— Bx,.
En verlu du lemme 5
a=c
el comme
a=|Ax, + 2| Ax,| x| <| Ax,| (1 4-2¢) (6)
on a

| Ax | =
Remarquons enfin qu’il suit de (2)
|ULAx, — LAx, | <-1—§_25

1+2e

ou bien

Ax
X

€

Supposons maintenant que & parcourt une suile de nombres e, &,,... lendant
vers z€ro. Il suit des inégaliiés

4
leSk,I>1—_}__2—s;
y £1.0 Axsk A
que l’ensemble des éiéments {IA—JC;,‘—l} est compact en méme temps que {Ax.}.
D’autre part,
Ax 4e
_ ok k
Yo x| | ST—=2 — 0.

Ainsi {x,,} esl encore un ensemble compaci. Chaque poini limite de cet ensemble
est un vecteur caractéristique de 1’opérateur A:

Ax =)x.
Il est ¢vident que I'on a ici A=c.
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Remarque. On pourrail dans la définilion 2 remplacer la condilion b) par
celle condition que pour une cerlaine puissance entiére de A on a A"x,—cx, € K.
Le lecleur démonirera sans peine le théoréme 1 dans cetle hypothése un peu plus
générale.

§3

Dans ce paragraphe el dans les paragraphes suivants on élablie certaines
propriétés iniéressanies des valeurs caractéristiques d’un opéraleur A linéaire
totalement continu qui laisse invariable un cone K.

On sait qu’une valeur caractéristique de I’opéraleur A, c’esi-a-dire un nombre A
pour lequel 1’équation o
Ax=)x (7)

est résoluble par rapporl 4 un élémeni x non nul, peul &ire aussi bien Tréelle
que complexe. Dans le dernier cas 1’égalité (7) peul éire écrire dans la forme

Ay A ) = (g ihy) (o, + i)

ou bien

A(x; - ix,)=p (cos p 4 isin Q) (x; - ix,).

Celle maniere d’écrire doil éire comprise comme une abrévialion du couple
des égalilés
Axy =%y — Xy, Ay =X, oy
ou bien
Axy =0p (%, c089 — x,siny), Ax,=0p(x,sing -+ x,cosq).

L’opérateur A ayani un vecleur caractéristique complexe x, -}-ix, laisse évidem-
ment invariable une mulliplicité linéaire 4 deux dimensions (un ,plan*

{1160+ Toxa } -

Démontrons la proposition suivante: _

Lemme 6. Si x est un vecteur caractéristique réel de 'opérateur linéaire A
et x,-ix, est un wvecteur complexe (essentiellement complexe, c’est-d-dire
correspondant 4 une waleur caractéristique complexe), alors les wecteurs x,
X, X, sont linéairement indépendants.

Démonstration. Soit

Ax=hx, A(x;4ix,)=( i) (x; +ix,), A,=%0,
et soit
X ==C1%) X,y
Alors
A(eyx; - epx0) =) (e, + c,x,).
D’autre part,
Alepxy + exy) == c1 (A, — doy) ¢, (A6, ++ A, xy),
d’on
€1 (g —hgty) 4 ¢, (A, 4 hpxy) = (e, - €1y,
¢ + ephy = ey,
Cohy — Chy =1c,.
6*
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On obtient de ces équations

by (24 cf)=0.

Le lemme est donc démontré.

Théoreme 2. Si lopérateur linéaire A laisse invariable le cone K et si
X, ~}-ix, est un wvecteur caractéristique complexe de cet opérateur, ,le'plan*
{Y1%1+ VoXo} 7a pas de points communs avec K, sauf le point nul.

Démoustration. Supposons que le théoréme n’est pas vrai. Alors ’ensein-
ble des points communs au cone K et au plan indiqué est lui-méme un céne a
deux ou 4 une dimension (si le plan est ,tangent* au cone K le long de I'une
de ses génératrices). Dans ce cone I’opérateur A posséde un vecteur caractéristique *
de la forme c¢;x, - c,x,, ce qui contredit au lemme 6.

On peut faire la remarque suivante concernant les vecteurs caractéristiques
situés dans K:

Remarque. Si x€ K,y € K sont des vecteurs caractéristiques de ’opérateur A:

Ax=ix, Ay=ypy,
A >y,

le vecteur y—ax es' situé hors de ’ensemble K, quelque petit que soit le nombre
positif a.
Cela résulte de ce que

A (y — ax) = pty — akix = p* (yma(—:y x).

Si n est assez grand, ce vecteur sortira hors des frontiéres de K.

Pour les recherches qui suivent nous avons besoin d’imposer au cone K les
restrictions suivantes:

Définition 3. Un cone K sera nommé céne reproducteur dans ’espace E
si chaque €lément de K peut &tre présenté dans la forme x—y ot x et y sont
des éléments de K.

Théoreme 3. Si un opérateur A totalement continu laisse invariable un
cone reproducteur K et s’il posséde au moins une valeur caractéristique (réelle
ou complexe), alors parmi les wvaleurs caractéristiques de ['opérateur A ayant
le module maximum il existe une valeur positive et il lui correspond un
vecteur caractéristique appartenant a K.

Il en résulte évidemment que si I'opérateur est positif par rapport au cone
reproducteur, il existe dans K un vecleur caractéristique correspondant a1’un des
nombres caractéristiques ayant le plus grand module.

Démonstration. Notre théoréme se réduit 4 la démonstration du fait que
si l'opérateur A posséde hors de K un vecteur caractéristique dont la valeur
caractéristique est de module égal a 1, il existe dans K un vecteur caractéristique
dont la valeur caractéristique n’est pas inférieure.

Nous allons distinguer trois cas.

1. Le vecteur § situé hors de K posséde une valeur caractéristique égale a 1:

Ai=%§, E€K, |E|=1.

et si

# Dans ce cOne Ax # 0, ce qui suffit pour qu’il existe un vecteur caractéristique.
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En vertu des conditions du théoréme [’élément & peut étre présenté dans la forme
E=xy—Y (X0, Yo€K) @®)
ou bien, en supposant |x,|=1,
E=xy—y, ¢>0.
Choisissons un nombre positif & assez petit, par exemple s<—§-, et construi-

sons le cone K,=K (x,). Ce cOne vérifie évidemment les lemmes 2 et 3.

Montrons d’ailleurs que le lemme 4 reste encore vrai malgré ce fait que
I’élément x, ne vérifie pas la condition (3).

En effet, soit » >0 le rayon de la sphére qui a le centre au point— 3 et ne
contient aucun élément de I’ensemble K. Considérons [’élément x€K,, |x|=1.
Il est évident que

X —exg=2€K, x==z-+¢ex,,
donc, en vertu de (8),
X —eci=2z+4ex,—eci=2zt¢(x,—ck) €K.
Il en résulte que
A(x —ect)= Ax —ect €K.

D’autre part, en vertu de la définition du nombre r on a

. Ax Z 1 =
_,—l—fTTx_—iEK, Ax———r—[Ax].EK,
donc
ri[Ax[>sc, | Ax | > ecr,
ce qu'il fallait démontrer.
En formant maintenant, comme dans la démonstration du théoréme 1, un

ensemble convexe R, et en appliquant 4 cet ensemble I’opération ULA, nous
arrivons 4 un €lément normé x, de K, pour lequel

Axs:axs——BXO’ a>03 3 >0: (9)

Ax, 4e
xs—lee;'<1-2e'

Démontrons que dans I’égalité (9) on a nécessairement

a>1. (10)

Considérons 4 cet effet une demi-droite x, —83 (0<<8 < o0) et sur cette droite
un point x, — 0,5 de K tel que pour >3, on a

x,—3iEK.
Il suit de I’égalité (9) que nous avons
ax, = Ax, + Bx,.
En tenant compte de (8) on peut écrire

ax, — 0§ — Bc& =/Ax, — 8% + B (xo—cf) €K
parce que
Ax,—23)i==A(x,—83) €K
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Ainsi
ax,— (3 +Bc) CEK,
X, — 89#‘:2 EK.
Cela signifie que
8+ B

a = 80»

d’ott
8 +Bec<<ady, & (a—1)=8c.

Cela prouve que a>1.

Rappelons maintenant 1’inégalité (6) du § 2:

a<<|Ax | (14 2e).
En la joignant & (10) on a
1
Axs>T—_—i_E.
Faisons maintenant e parcourir une suite ¢, &,,... tendant vers zéro; en

répétant les raisonnements de la fin du § 2, nous arrivons & un vecteur x€K

pour lequel .
Ax=ix, r=1.

2. Le vecteur caractéristique § situé hors de K a une valeur caractéristique
égale 4 —1, Dans ce cas nous considérons d’abord I’opérateur A2. Nous aurons

A% =)E.
Ainsi, en vertu de ce qui a été démontré, il existe un élément y € K tel que

Ay=py, p=1.
Soit maintenant

x=2% -+ Ay, ot A= '/;I-
Il est évident que x€K, x50, A=1.
Pour I'élément x on peut écrire
Ax =My + A%y =2y + 2y =1 (hy + Ay) = \x,
ce qu’il fallait démontrer.

3. Le vecteur caractéristique § situé hors de K a une valeur caractéristique
complexe et de module égal 4 1. Dans ce cas certainement

E=§, + &,.
A&+ &) = (cos @ + ising) (&, | i) (11)

est une forme abrégée pour inscrire le systéme

L’égalité

A& =& cosp—§,sino,
AR, =8, sinp 4§, cos ¢.

Il suit immédiatement de (11) que ’on a

At (&, + i&,) = (cos mp - isinnp) (8, 4 i%,)
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ou bien
A%, =§, cos np — &, sin np,
A"E, =&, sinng - &, cos ny.
Ecrivons la premiére de ces relations pour deux valeurs consécutives de n:
APE, =£§, cos pp — &, sin po,
AP+1E =E, cos (p 1) 9 — &, sin (p 4 1)0.
En excluant maintenant &,, on peut éctire
AP, -sin (p 1) o — AP+1E; sin po =§, [cos p sin (p 4- 1) ¢ — cos (p - 1) @ sin pp]
ou bien
APE sin(p 1) 9 — AP*1E sin po=§, sin Q.
Ainsi

pSin(@+le p+1, Sinpe .
{A sin ¢ 4 sin ¢ } G="5

Considérons maintenant les valeurs entiéres de p pour lesquelles

sin(p+1)?>0 Sirlptp<0
sing T ' sing :

Il est aisé de voir qu’il existe une infinité de nombres de cette nature; numé-

rotons-les dans l’ordre de leur croissance en les désignant par p;, ps, ps, ...
Pour ces valeurs de p les polyndmes opérateurs

_ ap.Sinp+De  ,,.q sinpe
?p (4) = 47 sin ¢ AP sin o

laissent invariable le cone K. lls possédent tous le vecteur caractéristique & hors

de K avec la valeur caractéristique égale a 1.
En vertu de ce qui a été démontré on peut écrire

{ p.sin(p+1N) sinpe) .
{ar St ares Ty =y, )

,V,,GK, ,yp|=11 }ip>1, P==P1 P2 P3s---
Construisons le vecteur
x,=Y,+1 1Ay, + A%, + ...+ ¢, A%,

et tachons de choisir les coefficients ¢;, ¢,,..., ¢, de telle maniere que x,
soit un vecteur caractéristique de I’opérateur A:

Axp = lpxp. (12)

Ayp+ 01A2yp+02Asyp + e +Cp_1A”yp—|— CpAp+lyp=
= pyp—l—lpclAyp—l—. .. —I—lpcpAPyp.

Mais il suit de la formule (*)que

Nous aurons

Pily — sin ¢ p, Sin(p+4-l)p
A Ip p'.ﬂy.ﬂsiqpy—l—AyP sinpy ’
donc

sin ¢
™ %pY p sin pe kot Ay, o, 4. e, 1A%y, 4

i 1
+c,Aky, %}—3= Ly, ady, 4. e, ARy,
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Cette égalité sera satisfaite si ’on pose

. sing . - -
)\p_— c, o sin pg pcl_.l, lpc2_cl, e lpcp_lmcp_z,
_ sin(p+1)¢
lpcﬂ =Cp1 + p " sin J 23 (13)
Il en résulte ‘
1 1 1 ), sin pe
cl:l_’ 62=72, .oy Cp_le, Cp=—-—l - . (14)
yZ o P Bp SINE

En substituant les valeurs de c,-1 ¢ete, dans la derniére de ces égalités (13),
nous aurons
)\psin(p+l)9_)\p+lsinpap =1 (15)
ppsine 1, 8ing
En tenant compte de la continuité, on voit évidemment que cette équation doit

avoir une racine réelle positive; nous la désignerons par A .
: , P
I suit de (14) que l'on a

¢, >0, ¢, >0, ... cp>0.
Dongc, le vecteur X, appartient 4 K et differe de zéro. Donnons maintenant a p
les valeurs p,, p,, ps, ... L’équation (12) donne

Axp,=hpxp, =1, 2,3, ..., x,, €K.

On peut supposer ici que les éléments x, sont normés. Il est facile de voir
en considérant I’équation (15) que si p, est assez grand on a

by, >1—¢,

¢ étant un nombre positif aussi petit que ’on veut.
D’autre part, en vertu de la définilion de la norme de Iopérateur

by <| Al.

En désignant par L un point limite quelconque de la suite {X,,} et en choi-
sissant dans ’ensemble compact des vecteurs {x,, } une partie convergente, on
obtient par un passage 4 la limite

Ax =lx, x€K, A= 1.

Le théoréme est donc complétement démontré.

§4

Les résultats exposés peuvent étre encore développés dans le cas important ol
le cone K est un corps, c'est-a-dire contient des points intérieurs. Dans ce cas
on a d’abord la proposition évidente suivante:

Lemme 7. 8iun opérateur linéaire qui laisse invariable un cone K transforme
un point de K =n un point intérieur, chaque point intérienr de K est ftrans-
formé en um point intérieur.

Démonstration. Soit x €K et Ax un point intérieur de K. Si y est un
'point intérieur de K et si ¢ >0 est assez petit, on a y—cx € K. Nous avons

z=A{y —cx)=Ay—cAx EK.
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Il en résulte

Ay =z | cAx.
Comme z€ K et Ax est un point intérieur de K, Ay se trouve a Uintérieur de K,
ce qu’il fallait démontrer.

Faisons maintenant une hypothése supplémentaire sur ['opérateur A.

Définition 4. Un opérateur linéaire A positif par rapport au cone K sera
dit totalement positif si pour un élément frontiere & quelconque de K il
existe un entier positif n=n (%) tel que la n-itme puissance de A transforme §
en un point intérieur de K.

Lemme 8. Soit A, Ay, ..., A,, ... une suite d’opérateurs totalement
positifs possédant & [lintérieur de K un wvecteur caractéristique commun x,
& wvaleur caractéristique )y (la méme pour tous les A,). Soit ensuite x un
élément interieur arbitraire de K. Alors la suite d’éléments A, x, A.x, ...,
AX, ... se trouve & une distance positive de la frontiére de K.

Démonstration. Supposons que x, est situé dans K et qu'une sphére de
rayon r et de centre x, appartient encore a K. Choisissons ¢ >0 de telle maniére
que x —cxy € K. Comme dans le lemme 7, on a

z, = Ax —cAx,=A4,x —cx, €K,
A x =2z, 1+ chX,.

1l est maintenant évident que tous les A x et toutes les spheéres de rayon ciyr
ayant pour centres les A,x appartienunent a K. Le lemme est démontré.

Théoreme 4. Un operateur A fotalement continu et fotalement positif par
rapport au cone K posside aans ce cone un et un seul wvecteur caractéristique
Xo. La wvaleur caractéristique g qui Iui correspond est la plus grande en
module valear carac.éristique de ['opérateur A.

Démounstration. Par définition, un opérateur iotalement positif ne peut
avoir de vecteurs caractéristiques sur la frontiere de K. Il suit de la remarque au
theoréme 2 qu'il existe dans K un seul vecteur caractéristique.

I reste 4 démontrer que si

Ax=)x, x €K,
Ay =y, y€K,
on a nécessairement |y | <\

Supposons 'opérateur A normé de telle maniére que A==1. Il faut distinguer
deux cas:

I.p est un nombre réel. Construisons une droite infinie x--ay
(— oo < a <+ o). Soit x 4+ apy 'un des points d’intersection de cette droite
et de la frontiere de K (une telle droite existe parce que y€K). Si le théo-
reme n'est pas viai, on a p===1. Alors le vecteur x 4-q,y situé sur la fron-
tiere de K est un vecteur caractéristique de Dopérateur A2 mais ceci est im-
possible parce que A? est totalement positif par rapport a K.

2. 1 est un nombre complexe; y =y, -}-iy,. Soit [m|=1. Alors
A(yy+iyy) = (cos 9 |- i sin 9) (v, +- iy,).

Considérons maintenant I’intersection du céne K et d’une multiplicité linéaire
4 deux dimensions {x-+4ayy, -} a,v,}. Cette intersection est un ensemble
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convexe et borné; désignons-le par S. Considérons un élément arbitraire
Xy +¢,y;+ 6,9, €S. En appliquant a cet élément toutes les puissances possibles
de l'opérateur A, nous aurons

. A" (x -1y €5) = x, +d§n))’1 +d§n))’2,
oil
d{m = ¢, cos np 4 ¢, sin ny,
d{" = ¢, sin np — ¢, cos ny.
En remarquant que
apr - dpr— -

nous voyons que la suite des points z,=x--d{My, 4 d{y, se trouve & une
distance positive du point x. Considérons un point limite de la suite bornée
{z,}. Désignons-le par z et soit z,, 2, ... une suite partielle convergente qui
lui correspond.
Désignons ensuite A™ par A;, A™ par A, etc. Dans ces notations nous
aurons
A, (x ¢y ¢,¥,) — z pour n— oo.

Le vecteur z est évidemment de la forme

e=xtaytay, @4ad>0.

Considérons maintenant le vecteur

C=x-+4B(a; +ay,),

oil le scalaire B est choisi de telle maniére que § se trouve sur la frontiere de
K. Il est évident que

A, [x 4B (ery1 +coys)— & pour n— oo. (16)

Remarquons, en passant, que les vecteurs A,[x -8 (c,y; -+ ¢,¥,)] peuvent se
trouver en dehors du céne. En vertu des conditions du théoréme, il existe un
entier positif N tel que A¥{ se trouve i l’intérieur de K. En vertu du lemme 8
la suite des éléments ANG, AN+1§ AN+2f .. se trouve 4 distance positive de
la frontiére de K.

Remarquons encore qu’en vertu des égalités

A"y, =y, cos np —y,sinny,
Ay, =1y, sinng -4y, cos ny,

toute la suite des opérateurs A, A2, A3, ... est également continue sur le ,plan®
(¥1» ¥o)- Clest pourquoi on peut affirmer qu’un voisinage assez petit de 1’élément
{ de la forme§{-te,y,-}¢,y, est transformé par les opérateurs AN, AN+l
AN+2 | en des ensembles entierement situés i 'intérieur de K et ,uniformé-
ment“ éloignés de la frontiere de K 2 une distance commune positive.

Cette dernidre conclusion est, comme il est facile & voir, en contradiction avec
la relation (16).
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§5
En terminant cet article, nous voulons encore démontrer la proposition suivante:

Théoréme 5. Supposons que [l'opérateur A est totalement positif par
rapport au céone K ayant un point intérieur; supposons ensuite que

- Axg=DMXg, % €K, |Xo|=1.
Alors %0, le plus petit en module nombre caractéristique positif, est un pole
simple de la résolvante de !’opérateur A.

Démonstration. Supposons que hy=1. Considérons I’espace E, Cest-a-
dire espace de toutes les fonctionnelles linéaires pour E. Soit A* I’opérateur
conjugué a A, c’est-a-dire tel que

A f(x) =1 (Ax),

identiquement par rapport a tous les x€ E et f€ E.

Pour la démonstration nous utiliserons le critére connu suivant pour que le
péle de la résolvante d’un opérateur totalement continu soit simple. Pour que le
nombre J soit un pdle simple de la résolvante de l'opérateur A il est nécessaire
et suffisant qu’d chaque vecteur caractéristique x de !'opérateur A correspondant
au nombre caractéristique p on puisse faire correspondre un vecteur caractéristique
J de Popérateur A* correspondant au méme nombre caractéristique et tel que

f(x)=~0.

Considérons ’ensemble K des fonctionnelles de E non négatifs dans tout le

cone K. Il est facile 2 voir que K est un cone dans E: les conditions 10), 20)
et 3°) de la définition 1 sont évidemment satisfaites; d’ailleurs

X0 (f)=7(x0) >0 pour f€ K
(x, est un élément intérieur de K), car si I’on avait
J(x) =0,

alors dans chaque voisinage de 1’élément x, il y aurait des éléments pour les-
quels f prend des valeurs négatives. L’opérateur A* laisse invariant I'ensemble K.
En effet,
A*f(x) = (Ax) =0
chaque fois que x€K, fEK.
Soit maintenant 7y le rayon d’une sphére de centre x,, entiérement située dans

K. Considérons le hyperplan de E produit par ’élément x,:
Xo (f) =7 (x0) =0.
Pour chaque élément normé de K on a

{x0 +’0}’} (f) =/ (x0) +’of(Y)

ot y est un élément arbitraire dont la norme ne surpasse pas 1.
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En choisissant y de maniére 4 avoir

nnous aurons

f(x0)> D)
Ainsi tous les éléments normés de K sont situés ,au-dessus* du hyperplan

S (%) = %’o-
Nous avons ensuite
A" flr) =f(Ax) =f(x) =5 ro FEK, IfI=1)

el en général

A" flr)=f(Am) =f(x) =51y (n=1, 2, 3, ...). (7)

Donc, en particulier

|4 fl= 570 FER, Ifl=1).

Il en résulte que !’opéraleur AF posséde dans K un vecleur caractéristique. On

le voil immédiatemeni si ’on considére I’ensemble Wt des fonctionnelles vérifiant
les conditions

Ifl<1, % ()= 50 1€ K.

L’opérateur A* lui fait correspondre un certain ensemble compact de K n’ayant

pas zéro pour point limite. En normant chaque ¢lément de I’image A* {’J—)(} et
en tenant compte du théotéme de Schauder, on oblient ce qui a été cherché.

Dongc, il exisie un élément f; de K fel que
A fo=Nfp |f]l=1
D’ailleurs on a évidemment ;>0 et f, (x0)>%ro.
Il reste & démonirer que hy==1. Il est évident que ) << 1 parce que la plus
grande valeur caractéristique de 1'opérateur A, donc de A*, est égale a 1.
Ensuite de la relation (17) on trouve

1
n —
A fol =M= 51

Donc, h,=1. Ainsi k=14 =1. Le théoreme est démontré.

La considération du vecteur caractéristique 7, de I'opérateur A* permet de
compléter essentiellement le contenu des théoréemes 4 et 5.

Théoréme Ba. Pour que ['opérateur linéaire A totalement continu, qui
laisse invariant un cone K ayant un point intérieur, posséde a l'intérieur de K
un vecteur caractéristique x, dont le plus petit en module nombre caracte-

ristique % est un pole simple de la résolvante, 1l faut et il suffit que A soit
0
totalement positif par rapport @ K *.
* Ce complément du théoréme appartient @ M. G. Krein qui m’a aimablement

permit de Pinsérer dans cet article.

-
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Démonstration. Supposons que hy==1 et que tous les auires nombres
caractéristiques de A sont en module inférieurs a4 1. Soit

AJCO:JCO, 14*f0 —'—_—fo, fO (xo) == 1.

Considérons 1’opérateur
Apx = Ax —f,(x) x,.

1l est aisé de voir que cet opérateur posséde les mémes vecleurs caractéristi-
ques et les mémes valeurs caractéristiques que A, sauf hy==1. En effet, si

Ax;=hxy,
on a
Axy= Axy 1, (%) Xg=hx; -/, (1) X ==dxy,
parce que
fo () = A%, (x)) =/, (Ax)) = My ()
donc fo(x,)==0.
Au contraire, si
Ay =hx,,
on a
Axy=Ax; F 1, (%) Xo=hx = f, (%) Xg = x4,
parce que

folxy) =lfo (A x;) = lfo [Ax; — fo (%)) %] = I_fo (Axy) '—“;I"‘fo ()=
A A A

—

T A, () — 1 fo () =0

Il en résulte que la résolvante de I'opérateur A; a un cercle de convergence de
rayon > 1, ce qui signifie que pour tous les x € E

[Afx|<Tcq®, q<1.

-

Considérons maintenant un élément frontiére & quelconque du céne K. Intro-
duisons la notation

z=t—f, 8 xp E=z-47 5 %

Il est évident que f,(2)=0, donc Az==A;z, A"z=Arz, pour chaque
entier positif n. Nous pouvons écrire A= A"z + f; (§) A"xy = Arz+-£, (8) x,,
A"E— fo (§) xo= Afz. Mais Alz— 0 pour n— coet x, et f(5)x, sont des
points intérieurs de K. Donc, & partir d’un certain #, le point A" se trouve
a lintérieur de K. Le théoréme est démoniré.

(Moctyanao i pepakuuio 15/XI1 1939 r.)



94 M. A. Pyrman

O BnosiHe HenpepbIBHbIX JHHEHHBIX ONeparopax, OCTaBJsIO-
IMX WHBAPMAHTHBIM HEKOTOPBI KOHYC

M. A. Pyrman (Ounecca)
(Pesrwone)

Hacrosiass paGoTta TOCBSIIEHA HEKOTOPHIM  CHEKTPAJbHBIM CBOHCTBAM OIHOTO
KJIacca BIOJIHE HEMPEPHBHBIX JIHHEHHBIX OMNepaTopoB. JTH CBOHCTBA SBASIOTCH 0600-
uienHdeM Teopem Perron’a—Frobenius’a 0 matpuiax ¢ noJOKHTENbHHIMH SJIEMEHTaMH 1,
a TaKwke pe3yiabTaToB Jemtzsch’a O IOMOXHTENbHHIX HHTErPajbHHIX sApax 2.

Mgl paccMaTpHBaeM NpOH3BOJIbHOE mHpocTpanctBo E Tuma (B).

Onpenenenue 1. MuowectBo anementoB K u3 E OyleM Ha3biBaTb KOHYCOM,
€CJIH BHIIOMHSIOTCS CJIEAYIOLIHE YC/IOBHS:

1°. Ecmm x €K,y €K, 10 x+y € K.

20, Ecmm x € K, 2 =0, 10 \x € K.

3°. MuoxectBo K 3aMKHYTO.

4° . CyuiectsyeT JMHHeHHMH QYHKUHOHAM /(X), MONOKHTENbHBIH HA BCEX SJEMEHTAX
K (xpome Hy:as). i

Onpexenenue 2. Jlunelnui#t onepatop A OyleM Ha3biBaTh [O3UTHBHEIM
(otHocuTenbHO K), eclH OH 06JamaeT CJAeNyIOIMMH CBOHCTBAMH:

a) onepaTop A OCTaB/Ise€T MHBADHAHTHBIM MHOXeCTBO K,

b) cyuiecTByeT 31eMeHT X, € K H IOJOXHTEJbHHIH CKaJIsIp ¢ TaKoH, 4TO

Ax,—cxy € K.
HMmeer mecto

Teopema 1. Bnoane Henpepwsubili iunelinsiii onepamop A, nO3umusHLii
omrocumeabHo KOoHyca K, umeem 8 3mom KOHyce cOOCMBeHHbLE BerKmop.

Ina nokasatenbcTBa 3TOH TEOPEMBI Mbl yCTaHABJIHBaeM CJACLYIOLIHE MPOCThHIE
JIEMMBbI:

1. Ecau K-—rouye, x,— OuKcupoBaHHuii 3daeMeHmM, MO MHONCeCHBO
K.=K_(x,) aaemenmos x u3 K, das xomops.x
X — ] X l € Xy E K ’
Camo ABASEMCS KOHYCOM.
2. Aas scex anemenmos u3 K, cnpasedaugo Hepasercmso

f(x)=2lx|, 8=28(e,x)) >0

(f (x) — pyHryuonar, ynomsanymsiii 8 onpedesenun 1).
3. Cywecmsyem wnenpepwvisroe omobpascenue K na K., npu womopon

U0=0, |Url=lx|, |x—Us|<|x|=.
1Cm. Math. Ann., 64, (1907), 1—76, a raxe Sitzungsber. d. Berl. Ak. (1907 — 1908—

1912).
2 Cu. Journal f. Math., 141, (1912), 235 — 244,
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4. Ecau A nosumusen omuHocumeasHo K, mo 048 8cex 3IremeHmos X u3
Ka (xO)
|Ax|=2d|x|, &6=2() >0

(%o — dsemenm, ynomsHymuii 8 onpedeserun 2).
5. Ecau A nosumuser omuocumeavHo K u ecau

Ax=ax—Bx,, a >0, =0, x€K,
mo HenpemeHHO

a=c.

Kpome Toro, mokasatenbctBo Oasupyercsi Ha u3BecTHoM Schauder’oBckoM npHH-
1IMIIe HeMOIBHMKHOH TOUKH 8.

B nmanbHeiiniem uccnexyiotcs CcOOCTBEHHHE 3HAUeHHS] MOSHTHBHOrO omeparopa A.

[pexnae Bcero Ml OTMEuaeM CAELYIOULYIO OYEBHIHYIO

Teopemy 2. Ecau suneinwi onepamop A ocmasasem xouyc K unsapuanm-
HblM U eCAl X| T iXy— KOMNACKCHOLE COOCMBEHHBLE BeKMOp ONepamopa, mo
pnaococme {1,.%, - 1,%,} He umeem ¢ K obujux mouex xpoxe nyis.

Hanoxum ternepp Ha K IONOMHUTE/NbHOE OTPaHHYEHHE.

Onpenenenune 3. Konyc K OyzeM Ha3bBaTb BOCIMPOH3BOASLIMM B MPOCTPAH-
crBe E, ecan moGo#t anemeHT w3 E sBAseTcs PasHOCTBIO BHAA X —Y, Tle X H
y — 3J1eMenTH 3 K.

Teopema 3. Ecau snoaHe Henpepoisruill sureldnwi onepamop A ocmagisem
uHeapuAHmMHBLM 80cnpous3sodguuli xKonyc K u ecauw A umeem xoms 6b. 00HO
8elyecmBe Hoe UL KOMNAEKCHOe COGCMBEHHOe 3Ha e e, MO Cpedlt HaubOAbULLX N0 MO-
0y4i0 cobcm8eHHbLX 3Haverull onepamopa A Halilemcst noaoxCume AbHOe, KOMOPOMY
coomsemcmsyem coOcmserHuLl sexmop u3 K.

[IpuBeneHHble pesy/bTaThl MOMYYalOT JajbHeiiliee Pa3BHTHE B TOM BAXHOM Ciy-
yae, Korza KoHyc K sBaserTcs TejoM. B 3TOM ciyuae, MexIy NpOYMM, HMEET MECTO
clefyiowas JieMma:

Ecau aunelineii onepamop, ocmasaswowuii xonyc K uHBApuaHmHbim, nepe-
8o0um o0ny u3 mouex K 80 BHYMpeHHIOW, MO BCAKAS BHYMPeHHAL moura K
nepexooum 80 8HYMPEHHOCb.

Onpenenenue 4. Jlunelunii onepatop A, NMOSHTHBHBIH OTHOCHTE/NBHO KOHYCa
K, Oynem Ha3plBaTh BIIOJIHE [IO3HTHBHHIM, €C/IH JUISl KaWAOrO T'DAHHYHOTO 3/EMEHTa
§ u3 K wailmercs HatypanbHoe uucao n=rn(5) Takoe, ut0 A”5 JeKHT BHYTpH K.

Teopema 4. Bnosue wnenpepusHuili onepamop A, 8noaHe nROUMUBHbLE
omHocumessHo KoHyca K, umeem 8 amom KOHyce 00uH & mMOAbKO 00UH cob6cm-
sennoil sexmop. Coomsemcmsyiouee emy coOCmBeHHOe 3HA4eHue SABAAEMCA Hau-
Goavuium N0 MOOYAIO COOCMBEHHbIM 3HAHeHueM onepamopa A.

B 3ax/oueHHe Mbl PACCMATPHBAEM pPe30/IbBEHTY BIIOJHE TO3HTHBHOTO orepatopa A
M IOKa3biBaeM

Teopemy 3. Ilycms A snoane nosumuser omuocumessrto K. ITycms, daxee,

Axy=hx, %€ K.

3 CM. Studia mathematica, 2, (1930), 176.
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1
Toz0a e HaumeHbuee no M0o0Y A0 XAPAKMEPUCHIUYECKOE YUCAO0 — SIB.1> M=

€51 npOCMbLM NOAIOCOM pe30abseHmb. onepamopa A.

M. T'. Kpefin 3amern/s, uTO UMEET MECTO OOPATHOE MNPENJIOWKEHHE: eC/H JHHeH b
BIIOJIHE HETIPEPHIBHEIH onepatop A, OCTaBJSIOUIHH HMHBAPHAHTHBIM KOHyc K, umeer
BHYTPH K COOCTBEHHHII BEKTOD, XapaKTEPHCTHYECKOE YHCJIO KOTOPOrO SIBJIFeTCH HA-
MEHBILIHM TI0 MOILYJIO U MPOCTHIM [OJIOCOM PE30/bBEHTH, TO A BIIO/IHE MO3HUTHBEH
OTHOCHUTEJIbHO K,



