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В работе описывается класс факторизуемых однопорожденных композици­
онных формаций через установление необходимых и достаточных условий фак­
торизации. Рассматриваются только конечные группы. 

Однопорожденные формации конечных групп были введены в рассмотрение основа­
телем теории формаций В. Гашюцем. Исследованию факторизуемых однопорожден­
ных локальных формаций посвящен ряд работ (см., например, [1-3]). А. Н. Скиба 
в книге [4] описал все возможные факторизации однопорожденных локальных фор­
маций, там же был поставлен вопрос: можно ли описать все возможные несократи­
мые факторизации однопорожденных композиционных формаций? (см. [4], вопрос 
3.5.21). 

В настоящей работе описывается обширный класс факторизуемых однопорож­
денных композиционных формаций через установление необходимых и достаточных 
условий факторизации. Основные результаты статьи анонсированы в [10]. Рассмат­
риваются только конечные группы. Все необходимые определения и обозначения 
можно найти в [4-6]. Приведем только некоторые из них. Через G — [А]В обозначают 
полупрямое произведение групп А и В, где А нормальна в G; CF(f) — композицион­
ная формация, определяемая композиционным спутником / . С целью компактного 
изложения материала композиционные формации (n-кратно композиционные фор­
мации) коротко будем называть с-формациями (сп-формациями), а композицион­
ные спутники (n-кратно композиционные спутники) с-спутниками (сп-спутниками). 
Через 0 , 3, 6 обозначают соответственно класс всех конечных групп, класс всех 
конечных простых групп, класс всех конечных разрешимых групп. 

Перейдем к изложению полученных результатов. 

Лемма 1. Пусть А £ (3, тогда в формации dorm А содероюится лишь конечное 
множество наследственных с-формаций. 

Доказательство. Обозначим в полную решетку всех наследственных формаций. 
Пусть Ш = 6е form A — пересечение всех с-формаций, содержащих А и имеющих 
хотя бы один 0-значный спутник. Очевидно, что cformA С 9Я. Покажем, что в 9Я 
содержится лишь конечное число наследственных с-формаций. 

Пусть # — произвольная наследственная с-формация такая, что *$ С 9Я. По 
следствию 1.2 из [7] # € 0е. Пусть / и т — минимальные наследственные с-спутники 
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формаций # и ОТ, соответственно, тогда по следствию 2.1 из [7] / ^ га. По лемме 6 
из [8] 

m(B) = Oform(A/FB(A)), 

где В € К (А). Следовательно, по лемме 8.8 из [5] существует лишь конечное мно­
жество наследственных с-спутников t, меньших га. Значит, в ОТ, а тем более в 
cform А, существует лишь конечное множество наследственных с-подформаций. 

Лемма доказана. 

Л е м м а 2. Если $ = Ш9), где $ и Ш — неединичные с-формации, а 9) — такая 
формация, что 

то множество наследственных с-подформаций формации $ бесконечно. 

Доказательство. Пусть Zp € К(9)) \ К(Ш). Ясно, что 9) Я 3- Значит Zp € К($). 
Формация # композиционна. Следовательно, 9tp С #. Легко показать, что УХР С 9j. 
Пусть Zq е К(Ш). Тогда q Ф р и Ч\я С ОТ. Для всякого натурального числа п за­
фиксируем некоторую циклическую группу Рп порядка рп. Пусть Qn = Zq I Pn — 
регулярное сплетение. Обозначим через $п композиционную формацию, порожден­
ную группой Qn. Группа Qn является расширением <?-группы с помощью р-группы. 
Следовательно, 

Qn € ПдПр CWlf) = $. 

Поэтому Sn £ 5- Поскольку группа Qn метанильпотентна, то $п С УХ2. Хорошо из­
вестно, что каждая разрешимая с-формация является локальной формацией. Зна­
чит, ввиду леммы 8.10 из [5] все с-подформации формации 9I2 наследственны. Тогда 
Зп — наследственная с-формация в #. 

При доказательстве леммы 8.13 в [5] было показано, что если пит — различ­
ные натуральные числа, то Зп Ф $т. Итак, в # содержится бесконечное множество 
наследственных с-подформаций ffbfo» • • • 

Лемма доказана. 

Используя методы, разработанные в [5] (теорема 7.10) и [8] (теорема 1), несложно 
показать, что справедливо следующее утверждение. 

Л е м м а 3. Пусть ОТ = CF(m), причем У1п(яп) £ ЯЛ» 9) — такая непустая форма­
ция, что У1Я?) = 9) для любого простого числа q такого, что Zq е (К(9)) \ К{Ш)) 
(это условие, в частности, выполняется, если К (9)) П 21 С К (ОТ) П Щ. Тогда фор­
мация 3 = ОТ# имеет такой с-спутник / , что f(A) = т(А)9) для всех А € К (ОТ), 
f(A) = 9), если А е К (Si) \ К {Ж) и f(A) = 0 для любого АеЗ\ К (Ж U 9)). 

Замечание 1. Лемма 3 дополняет теоремы 7.9 и 7.10 из [5]. 

Л е м м а 4. Пусть А е <3 и $ — формация, содержащая лишь конечное число по­
парно неизоморфных формационно критических групп. Тогда если А? не имеет 
фраттиниевых А-главных факторов, то в формации ОТ = сп form Л имеется лишь 
конечное число п-кратно композиционных подформаций. 

Доказательство. Проведем индукцию по п. Пусть п = 0. Тогда ОТ = form Л. По 
теореме 3.44 из [5] ОТ имеет лишь конечное множество подформаций. 
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Пусть теперь п > 0 и лемма верна для п — 1. Обозначим через т минимальный 
С(п_1)-спутник формации 9Я. По лемме 6 из [8] 

т(В) = c(n_D form(A/FB(A)) 

для любого В е К (А) и га(23) = 0 для всех В е 3\ К (А). Ввиду теоремы 3.36 из 
[5] ^-корадикал группы A/FB{A) не содержит фраттиниевых (А/ Рв(А))-главных 
факторов. Значит, по индукции в формации C(n_i) ioim(A/FB{A)) имеется лишь ко­
нечное множество (га — 1)-кратно композиционных подформаций. Применяя теперь 
следствие 5 из [8], заключаем, что в формации Ш содержится лишь конечное мно­
жество n-кратно композиционных подформаций. Лемма доказана. 

Из теоремы 3.49 в [5] и леммы 4 вытекает следующее утверждение. 

Лемма 5. Пусть А — конечная группа. Тогда если &-корадикал А& группы А 
не имеет фраттиниевых А-главных факторов, то в формации cnformA имеет­
ся лишь конечное множество сп-подформаций. 

Лемма 6. Пусть $ и 9) — формации и $ <£. 9), причем по крайней мере одна из 
формаций $, 9) разрешима. Если # 

является Сп -формацией, то в ней содержится 
минимальная п-кратно композиционная не 9)-формация. 
Доказательство. Утверждение очевидно при 9j = 0 . Пусть 9) Ф 0 и А — группа 
минимального порядка из $ \ 9). Тогда А — монолитическая группа с монолитом 
R = А^. Индукцией по п покажем, что в 9Л = cnform>l имеется лишь конечное 
множество сп-подформаций. 

Пусть п = 0. Тогда ОТ = form Л. По лемме 19.6 из [5] 971 имеет лишь конечное 
множество подформаций. 

Пусть п > 0 и лемма верна для п - 1. Обозначим через т минимальный C(n_i)-
спутник формации Ж. По лемме 6 из [8] т(В) = C(n_x) ioim(A/FB(A)) для любого 
В е К (А) и т(В) = 0 для любого В е 3 \ К (А). Если FB(A) ф 1, то, ввиду 
условия леммы, A/FB(A) € 6 , то есть (A/FB{A))e = 1. Тогда по лемме 5 в т(В) 
имеется лишь конечное множество C(n_i)-подформаций. Если же FB(A) = 1, ТО 
т(В) = С(п_1) form Л и по индукции число C(n_i)-подформаций в т(В) конечно. Сле­
довательно, в формации 9Я содержится лишь конечное множество сп-подформаций. 
Так как при этом 9DT $£ # , но (1) С 9),тов9Л можно выбрать такую сп- подформацию 
Я, что Я <£ 9), но Я\ С 9) для каждой собственной сп-подформации Я\ из Я. 

Лемма доказана. 

Лемма 7. Пусть 3 — минимальная композиционная не У1п -формация. Тогда 
# = cform G, где G — такая монолитическая группа с монолитом Р = G*31", что 
выполняется одно из следующих условий: 

(1) G — Р — простая неабелева группа, 

(2) Р — собственная неабелева подгруппа группы G, 

(3) G = [Р]Н, где Р = CG{P) - р-группа иН = [Q]N, причем 

CH(Q) = Q = H*n-1. 
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Доказательство. По теореме 7.9 в [5] и теореме 3.2 в [6] формация УХп имеет такой 
максимальный внутренний композиционный спутник h, что h(Zp) = УХрУХ*1"1 для 
всех Zp е 21 и h(A) = УХп для любой простой неабелевой группы А. Ввиду теоремы 1 
из [11], $ = cformG, где G — такая монолитическая группа с монолитом Р = G91", 
что выполняется одно из следующих условий: 

(1) G = Р — простая группа, 

(2) Р — собственная неабелева подгруппа группы G и Р = Gh(<A) для А € К(Р), 

(3) G = [Я] Я , где Р = Сс(Р) — р-группа, а Я ^ 1 - монолитическая группа с 
монолитом Q = Hh(A^ для А £ К(Р). 

Пусть верно условие 1. Если G = Р = Zp для некоторого р € Р , то formG С УХ С 
УХп. Получаем противоречие. Отсюда, G = Р — простая неабелева группа. 

Пусть верно условие 3. Поскольку Я g h(Zp) = УХрУХ71'1 для Zp e К(Р), то 
Я g УХ. Из следствия 1 из [11] заключаем, что Ф(Я) = 1, тогда Я = [Q]N. Так как 

G/P £ Я € УХп С 6 , 

то Q абелева. Из монолитичности Я следует, что Q = C#(Q). 
Поскольку Q — абелева группа, Q С F(H). Но F(H) С CH(Q) = Q- Следова­

тельно, Q = F(H). Так как Я е УХп, то Я * " ' 1 £ 51, а значит, Я * " - 1 С F(H) = Q. 
Из монолитичности Я получим, что Q = Я ^ 1 . 

Лемма доказана. 

Теорема 1. Если произведение ЯЯ9) неединичной с-формации ЯК такой, что 
^ ( а я ) £ 25?? г* неединичной формации $) ф 0 является однопорожденной с-фор-
мацией, то выполняются следующие условия: 

(1) ЛГ(Й)ПЯС А-(9Я)ПЯ, 

(2) 9Я — метанильпотентная однопороэюденная с-формация, 

(3) 7г(й) П 7г(га(Я)) = 0 Алл всех Я € /f (ЯЯ), где т — минимальный с-спутник 
формации ЯК, 

(4) если |7г(9Л)| > 1, то 9) - однопороэюденная формация, причем ЯК<£.УХ влечет 
включение 9) С 21. 

Доказательство. Пусть J = ЯЛ# и # = cform Л. Допустим, что 

К(Я)т&£К(ЯК)пЯ. 

Так как по условию У1п(*т) Я ЯК, то АГ(ЯИ) П 21 ̂  0 . Тогда по лемме 2 в формации 
У содержится бесконечное множество наследственных с-подформаций, что противо­
речит лемме 1. Значит, 

к(я)пяск(як)п% 
то есть формации УЯ и ft удовлетворяют условию 1. 

Пусть h — минимальный с-спутник формации $. По лемме 3 формация $ имеет 
также с-спутник / такой, что / (Я) = т(В)9) для всех В е К (ЯК), где т — минималь­
ный с-спутник формации ЯЛ, / (Я) = 9) при всяком Я е K(fi) \ К (ЯК) и / ( Я ) = 0 , 
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если А € 3 \ K(Wt US1)). Поскольку га — внутренний спутник формации 9Я, то / 
— внутренний спутник формации #. Предположим, что найдутся такие различные 
простые числа р и <?, что в формации m(Zp) содержится группа Zq и q € 7г(#). 
Пусть Я — некоторая qd-rpynna, из S). Для всякого натурального числа п через Я п 
обозначим регулярное сплетение 

ZqlHn = {K)Hn, 

где К — база сплетения Я п , а Я п обозначает некоторую группу, являющуюся пря­
мым произведением п изоморфных копий группы Я . Так как 

Нп/К * Нп е j j , 

то есть (#П)Я С К е m(Zp), то Я п е m(Zp)f). По лемме 18.8(b) из [12] Ор(Нп) = 1. 
Следовательно, по теореме работы [9] Нп € h(Zp). Если L — подгруппа порядка g 
из Я , то по лемме 18.8(a) из [12] группа Тп = ZqlLn изоморфно вкладывается в Я п . 
Тогда 

Тп esfoim(A/FZj>(A)) 

для всех п € N. Ввиду леммы 3.1.7 из [4] ступень нильпотентности группы Тп не 
меньше п + 1, что противоречит лемме 3.1.5 из [4]. 

Итак, в дальнейшем мы можем считать, что если р и q — различные простые 
числа и группа Zq принадлежит формации m(Zp), то q & 7г(#). Кроме того, как и при 
доказательстве теоремы 8.16 в [5], можно показать, что в этой ситуации формация 
9) абелева. 

Покажем теперь, что Ш — метанильпотентная однопорожденная с-формация. 
Предположим, что SDT $£ 9I2. Тогда, по лемме 6 в 9Л имеется неметанильпотентная 
с-подформация 9Ло, у которой все собственные с-подформации метанильпотентны. 
Причем по лемме 7 9Я0 = cform G, где группа G удовлетворяет одному из следующих 
условий: 

(a) Р = G™ — неабелева единственная минимальная нормальная подгруппа в G, 

(b) G = [Р]Я, где Р = CG(P) — минимальная нормальная подгруппа в G, а Я = 
[Q]N ф 1, Q = CH(Q) = Н^ — минимальная нормальная подгруппа в Я . 

Пусть G удовлетворяет условию (а) и В е К(Р). Ясно, что G € гп(В). Пусть М 
— неединичная группа из S). Для всякого натурального числа п через Gn обозначим 
регулярное сплетение 

Gn = GlMn = [К)Мп, 

где К — база сплетения. Так как Gn/K = Мп е # , то (Gn)* С К е тп(В). Если 
G = Р , то (Gn)* е пг(В), то есть Gn е га(Р)#. Поскольку От(Сп) = 1 для любой 
простой группы Т е 3 \ (В), по теореме из [9] 

Gn e h(B) = ioxm(A/FB(A)) 

для любого п G N. Но Gn содержит монолит порядка |G|'MI", что противоречит 
лемме 3.1.5 из [4]. 

Предположим, что Р С G. Докажем, что в этом случае (Gn)* входит подпрямо 
в К. Пусть D\ — проекция (Gn)* на первую копию G\. Допустим, что D\ ф G\. 
Поскольку (Gn)* нормальна в Gn , то D\ нормальна в G\. По лемме 3.1.9 из [4] 
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(Gi/Di) I Мп — гомоморфный образ группы Gn/(Gn)*>, то есть (G\/Di) I Mn e 9). 
Следовательно, 7r(Gi) П 7г(#) Ф 0 . Без ограничения общности в качестве М мож­
но взять прямое произведение gd-rpynn из й, где q Е TT(GI) П 7Г(#), ПО одной для 
каждого q. 

Уточним строение f). Введем обозначение 

3i - iovm{A/FB{A) ! В е К (А)}. 

Хорошо известно, что формация, порожденная конечным множеством групп, одно-
порождена. Значит, #1 = form S для некоторой группы 5. Пусть А\ — произвольная 
монолитическая группа из S). Понятно, что Ozp(Ai) — 1 Д л я некоторого р G 7г(9Л). 
Значит, А\ е й С m(Zp)!o и по теореме из [9] 

Ах е h(Zp) = form(i4/FZff(i4)) С ft. 

Следовательно, всякая монолитическая группа из 9) входит в ft. Таким образом, 

Если L — подгруппа порядка q из М, a Zq — подгруппа порядка q из G\/D\, то по 
лемме 18.8(a) из [12], группа Тп = Zql Ln изоморфно вкладывается в {G\/D\) \ Мп. 
Тогда Тп е sform5 для всех п е N, что противоречит лемме 3.1.5 из [4]. Таким 
образом, G\ = D\, то есть (Gn)^ входит подпрямо в К. Поэтому (Gn)^ € m(B) и 
Gn e m{B)S). Поскольку От(Сп) = 1 для любой простой группы Т € 3 \ (Б), по 
теореме работы [9] 

Gn e h{B) = foTm(A/FB(A)). 

Но Gn содержит монолит порядка | Р | ' М 1 ' , что противоречит лемме 3.1.5 из [4]. 
Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 8.16 в [5], можно показать, 

что группа G не может удовлетворять и условию (Ь). Следовательно, 971 С *Л2. 
Покажем, что 9JT — однопорожденная с-формация. Поскольку всякая с-подфор-

мация из Ш наследственна, то 9Л С ft По лемме 1 в 9Л имеется лишь конечное 
множество с-подформаций. Пусть 

<Е = т0 с a«i с ... с mk = m 

— такая цепь с-формаций, что 9Jti-i — максимальная оподформация в ЗЛг, 
г = 1,2,... ,/с. Пусть 

# г е 9 Я г \ Я Я г _ ь г = 1,2,... ,fc. 

Тогда 
ШТ = cform{#i, . . . , Hk} = cform#i x . . . х # fc, 

то есть ЭЯ — однопорожденная с-формация. Итак, WI удовлетворяет условию 2. 
Предположим, что найдется такое простое число q, что q G 7г(#) П 7г(т(В)). Так 

как формация ШТ метанильпотентна, В = Zp для некоторого р € Р. Причем, по 
следствию 1 из [9] m(Zp) С mi(Zp) , где mi — минимальный с-спутник формации 
9t2. По теореме 7.9 из [5] m(Zp) С 91. Более того, учитывая теорему работы [9], 
заключаем, что m(Zp) С *Лр/. Следовательно, g / р и в формации m(Zp) имеется 
группа порядка д. Значит, как показано ранее, q g. 7г(#). Получаем противоречие. 
Таким образом, ffl н S) удовлетворяют условию 3. 
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Пусть SDT £ VI. Тогда найдется такое Zp e К(Ш), что <£ С m(Zp). Но m(Zp) С 9tp" 
Поэтому в формации m(Zp) имеется группа простого порядка д, где q ф р. В этом 
случае ввиду установленного ранее формация # абелева. 

Предположим теперь, что |7г(ЗЕЛ)| > 1. Ранее отмечалось,что 9) С З^. Пусть ^ $£ 21. 
Тогда ввиду доказанного выше Ш С 91. Следовательно, m(Zp) = (£ при любом 

G #(ЯЛ). Таким образом, 

/ (Z p ) = m(Zp)9) = 9) 

для всех Zp е К (ЯП) и / ( Б ) = 9) для Б € Jf (£) \ ЯГ(ЯЛ). Но Л < / . Значит, 
A/FB(A) e 9) при всех В е К (А), то есть #i С й- Таким образом, 9) = 3i — 

однопорожденная формация. Пусть # С 21. Поскольку й £ 3 i , по лемме 3.1.5 из 
[4] число неизоморфных монолитических групп из 9) конечно, ибо все они являются 
циклическими группами порядка не больше \А\. Значит, и в этом случае формация 
9) однопорождена. 

Теорема доказана. 

Замечание 2. Аналогичные результаты независимо получены и анонсированы 
в [13]. 

Теорема 2. Произведение Ш9) неединичной с-формации 9Л такой, чтоУХж(яп) Я ЯЛ 
и неединичной формации 9) -ф- 0 является однопорожденной с- формацией, если 
выполняются следующие условия: 

(1) K(fi) С К (ЯП), 

(2) дЯ — метанильпотентная однопорожденная с-формация, 

(3) 7г(й) П ж(т(В)) = 0 для всех £? G К(ЭЯ), где т — минимальный с-спутник 
формации Ш, 

(4) если |7г(9Л)| > 1, то 9) — однопорожденная формация, причем 9Л <£ 91 влечет 
включение 9) С 21. 

Доказательство. Обозначим формацию ЯЛ# через #. Пусть 7г(9Л) = {р}. Учитывая 
включение ^(щ Я 9Л> заключаем, что 0tp = ЯЛ. Из условия 1 следует, что # С 01р. 
Значит, 

£ = £Шй = Ш = %,. 

Следовательно, $ = cform(Zp). 
Рассмотрим случай, когда |7г(ЯЛ)| > 1. Ввиду леммы 3 формация # имеет такой 

с-спутник / , что f(A) = m(A)fi, если Л е 1С (ЯЛ), и f(A) = 0 для всех Л G 3\К(9Л). 
По условию 2 9Л — однопорожденная с-формация. Значит, по следствию б из [8] 
К(ХШ) = К(Х$) •— конечное множество. 

Используя рассуждения, приведенные в доказательстве теоремы 8.16 в [5], не­
сложно показать, что формация т(А)9) для любого А € К(Ш) — однопорождена. 
Тогда по лемме 3.5.21 из [4] # является однопорожденной с-формацией. 

Теорема доказана. 
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