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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

РЕШЕНИЙ В ОДНОЙ МОДЕЛИ

«ХИЩНИК–ЖЕРТВА» С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

М. А. Скворцова, Т. Ыскак

Аннотация. Рассматривается система дифференциальных уравнений с запазды-
вающим аргументом, описывающая взаимодействие популяций хищников и жертв
и учитывающая возрастную структуру популяции хищников. Изучаются асимпто-
тические свойства решений данной системы. Установлены оценки, характеризую-
щие скорость стабилизации решений на бесконечности, и оценки областей притя-
жения асимптотически устойчивых положений равновесия. Результаты получены
с использованием функционалов Ляпунова — Красовского.

DOI 10.33048/smzh.2021.62.211

Ключевые слова: модель «хищник-жертва», уравнения с запаздывающим ар-
гументом, асимптотическая устойчивость, оценки решений, область притяжения,
функционалы Ляпунова — Красовского.

§ 1. Введение

При описании многих биологических процессов часто используются диф-
ференциальные уравнения с запаздывающим аргументом (см., например, мо-
нографии [1–4] и имеющуюся там библиографию). В настоящее время имеет-
ся огромное количество моделей, при этом их число постоянно увеличивается.
В основе многих моделей с запаздыванием, описывающих динамику популя-
ций, лежит классическая модель «хищник-жертва», состоящая из двух обык-
новенных дифференциальных уравнений и появившаяся независимо в работах
Лотки [5] и Вольтерра [6]. Обзор результатов для моделей «хищник-жертва»
с запаздыванием содержится, в частности, в [7, 8].

Настоящая работа посвящена исследованию одной модели «хищник-жерт-
ва», предложенной в [9] и учитывающей возрастную структуру популяции хищ-
ников. Модель описывается системой дифференциальных уравнений с запаз-
дывающим аргументом и имеет следующий вид:

d
dtx(t) = x(t)(r − ax(t)− bz(t)),
d
dty(t) = kbx(t− τ)z(t− τ)− (D + µ)y(t),
d
dtz(t) = Dy(t)− νz(t),

(1)

где x(t) — численность популяции жертв, y(t) — численность популяции незре-
лых хищников, z(t) — численность популяции зрелых хищников. Все коэффи-
циенты системы и параметр запаздывания τ предполагаются положительными
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и имеют следующий смысл: r > 0 — коэффициент прироста популяции жертв,
a > 0 — коэффициент, отвечающий за ограниченность ресурсов на террито-
рии, b > 0 — коэффициент взаимодействия жертв и зрелых хищников, k > 0 —
коэффициент рождаемости хищников, τ > 0 — срок беременности хищника,
D > 0 — коэффициент взросления хищников, µ > 0 — коэффициент смертности
незрелых хищников, ν > 0 — коэффициент смертности зрелых хищников.

Вместе с системой (1) рассмотрим начальные условия:{
x(t) = ϕ(t), z(t) = ψ(t), t ∈ [−τ, 0],
x(+0) = ϕ(0), y(+0) = η, z(+0) = ψ(0),

(2)

где ϕ,ψ ∈ C([−τ, 0]) — заданные непрерывные функции. Учитывая биологиче-
ский смысл модели, естественно рассматривать начальную задачу с неотрица-
тельными начальными условиями:

ϕ(t) ≥ 0, ψ(t) ≥ 0, t ∈ [−τ, 0], η ≥ 0. (3)

Как отмечено в [9], в этом случае решение определено при всех t > 0, при этом
компоненты решения x(t), y(t), z(t) будут неотрицательными и ограниченными
сверху. Всюду далее предполагаем, что условие (3) выполнено.

Выпишем все положения равновесия системы (1) с неотрицательными ком-
понентами, указанные в [9].

(1) Если выполнено условие kbrD ≤ aν(D + µ), то в системе (1) имеются
два положения равновесия: (0, 0, 0) и

(
r
a , 0, 0

)
. Положение равновесия (0, 0, 0)

соответствует полному вымиранию популяций, положение равновесия
(
r
a , 0, 0

)
соответствует выживанию только популяции жертв.

(2) Если выполнено условие kbrD > aν(D + µ), то в системе (1) имеются
три положения равновесия: (0, 0, 0),

(
r
a , 0, 0

)
и (x0, y0, z0), где

x0 =
ν(D + µ)
kbD

, y0 =
ν(kbrD − aν(D + µ))

kb2D2 , z0 =
(kbrD − aν(D + µ))

kb2D
. (4)

Положение равновесия (x0, y0, z0) соответствует совместному сосуществованию
популяций хищников и жертв.

В [9] изучались качественные свойства решений системы (1), в частности,
получены первые результаты об асимптотической устойчивости положений рав-
новесия. В [10] предложено обобщение модели (1), для которой также были по-
лучены результаты об асимптотической устойчивости. Приведем утверждения,
вытекающие из результатов работ [9, 10].

(1) Положение равновесия (0, 0, 0) системы (1) неустойчиво [9].
(2) Если

kbrD < aν(D + µ), (5)

то положение равновесия
(
r
a , 0, 0

)
системы (1) асимптотически устойчиво, при

этом все решения системы (1) с положительными компонентами стремятся при
t → ∞ к данному положению равновесия [9]. Если kbrD > aν(D + µ), то
положение равновесия

(
r
a , 0, 0

)
неустойчиво [9].

(3) Если
aν(D + µ) < kbrD < 3aν(D + µ), (6)

то положение равновесия (x0, y0, z0) системы (1) асимптотически устойчиво при
любом запаздывании τ > 0 [10]. Если kbrD > 3aν(D + µ), то условия асимп-
тотической устойчивости данного положения равновесия зависят от параметра
запаздывания τ [10].
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Отметим, что наряду с исследованием устойчивости важным вопросом так-
же является получение оценок, характеризующих скорость стабилизации реше-
ний на бесконечности, и нахождение областей притяжения положений равнове-
сия, т. е. допустимых условий на начальные данные, при которых происходит
стабилизация решений. Этот вопрос в [9, 10] не рассматривался.

Целью настоящей работы является нахождение областей притяжения асим-
птотически устойчивых положений равновесия системы (1) и получение оценок,
характеризующих скорость сходимости решений к данным положениям равно-
весия.

Отметим, что для общих классов систем с запаздыванием при проведе-
нии исследований в данном направлении активно применяются функционалы
Ляпунова — Красовского (см., например, [11–24]). Для определенных классов
систем, возникающих в биологических моделях, оценки также могут быть по-
лучены с использованием М-матриц (см., например, [25, 26]).

В настоящей работе используются функционалы Ляпунова — Красовского,
при этом все величины, отвечающие за скорости убывания и области притяже-
ния, указаны в явном виде через коэффициенты системы (1). Оценки, характе-
ризующие скорость сходимости решений с положительными компонентами к по-
ложению равновесия

(
r
a , 0, 0

)
, получены в § 2 при условии (5). Оценки решений

и оценки на область притяжения положения равновесия (x0, y0, z0) получены
в § 3 при условии (6). Вопрос о получении оценок решений и нахождении обла-
сти притяжения положения равновесия (x0, y0, z0) в случае, когда условие (6)
нарушено, пока остается открытым.

Данная работа продолжает исследования [27–32] асимптотических свойств
решений биологических моделей.

§ 2. Глобальные оценки скорости сходимости
к положению равновесия

(
r
a
, 0, 0

)
В данном параграфе будем предполагать, что выполнено условие (5). В этом

случае у системы (1) существуют только два положения равновесия с неотри-
цательными компонентами (0, 0, 0) и

(
r
a , 0, 0

)
, причем второе положение равно-

весия
(
r
a , 0, 0

)
асимптотически устойчиво. Получим оценки, характеризующие

скорость сходимости решений системы (1) к данному положению равновесия.
Приведем вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Пусть (x(t), y(t), z(t))T — решение начальной задачи (1), (2)
с неотрицательными начальными условиями (3). Тогда для первой компоненты
решения x(t) имеют место следующие утверждения:

(1) если ϕ(0) = 0, то x(t) = 0 при всех t > 0;
(2) если ϕ(0) > 0, то

0 < x(t) ≤ r

a
+
(
ϕ(0)− r

a

)
e−rt, t > 0; (7)

(3) если 0 < ϕ(0) ≤ r
a , то

0 < x(t) ≤ r

a
, t > 0. (8)

Доказательство. Заметим, что из первого уравнения системы (1) выте-
кает, что если ϕ(0) = 0, то x(t) = 0 при всех t > 0, а если ϕ(0) > 0, то x(t) > 0
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при всех t > 0. Далее, поскольку z(t) ≥ 0, из данного уравнения следует нера-
венство

d

dt
x(t) ≤ x(t)(r − ax(t)),

откуда нетрудно установить (7). Если при этом ϕ(0) ≤ r
a , то из (7) вытекает (8).

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть (x(t), y(t), z(t))T — решение начальной задачи (1), (2)
с неотрицательными начальными условиями (3). Тогда при t ∈ [0, τ ] для второй
и третьей компонент решения y(t) и z(t) имеют место следующие оценки:

y(t) ≤

η +
0∫

−τ

kbe(D+µ)(τ+ξ)ϕ(ξ)ψ(ξ) dξ

e−(D+µ)t, t ∈ [0, τ ], (9)

z(t) ≤ ψ(0)e−νt +Dτ

η+
0∫

−τ

kbe(D+µ)(τ+ξ)ϕ(ξ)ψ(ξ) dξ

e−min{ν,(D+µ)}t, t ∈ [0, τ ].

(10)
Доказательство. Пусть t ∈ [0, τ ]. Из второго уравнения системы (1)

вытекает представление для функции y(t):

y(t) =

η +
t∫

0

kbe(D+µ)sϕ(s− τ)ψ(s− τ) ds

e−(D+µ)t.

Проводя замену s = τ + ξ в интеграле и учитывая, что t ≤ τ , отсюда нетрудно
получить (9).

Из третьего уравнения системы (1) вытекает представление для функции
z(t):

z(t) = ψ(0)e−νt +
t∫

0

Dy(s)e−ν(t−s) ds.

Используя оценку (9), получим неравенство

z(t) ≤ ψ(0)e−νt +D

η +
0∫

−τ

kbe(D+µ)(τ+ξ)ϕ(ξ)ψ(ξ) dξ

 t∫
0

e−(D+µ)se−ν(t−s) ds.

Учитывая, что при s ∈ [0, t] имеет место оценка

e−(D+µ)se−ν(t−s) ≤ e−min{ν,(D+µ)}t,

и используя неравенство t ≤ τ , приходим к оценке (10).
Лемма доказана.

Следствие. Пусть (x(t), y(t), z(t))T — решение начальной задачи (1), (2)
с неотрицательными начальными условиями (3). Тогда при t ∈ [0, τ ] для третьей
компоненты решения z(t) справедлива оценка

z(t) ≤ Z, Z = ψ(0) +Dτ

η +
0∫

−τ

kbe(D+µ)(τ+ξ)ϕ(ξ)ψ(ξ) dξ

, t ∈ [0, τ ]. (11)
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Получим оценки для y(t) и z(t) при t ≥ τ . Рассмотрим функционал Ляпу-
нова — Красовского следующего вида:

V (t, y, z) = hy2(t) + z2(t) +
t∫

t−τ

γe−κ(t−s)z2(s) ds, (12)

где κ > 0 удовлетворяет неравенству

eκτ/2kbrD < aν(D + µ), (13)

γ =
1
2

(
−(D + µ− ν) +

√
4eκτ/2 kbrD

a
+ (D + µ− ν)2

)
, (14)

h = e−κτ/2 aD

kbr
. (15)

Теорема 1. Пусть выполнено условие (5) и (x(t), y(t), z(t))T — решение на-
чальной задачи (1), (2) с неотрицательными начальными условиями (3). Тогда
если ϕ(0) > 0, то при t ≥ τ для второй и третьей компонент решения y(t) и z(t)
справедливы оценки

y(t) ≤
√
h−1pV (τ, y, z) e−δ(t−τ)/2, t ≥ τ, (16)

z(t) ≤
√
pV (τ, y, z) e−δ(t−τ)/2, t ≥ τ, (17)

где
δ = min{c,κ}, (18)

c = (D + µ+ ν)−
√

4eκτ/2 kbrD

a
+ (D + µ− ν)2 > 0, (19)

p = eJ , J = eκτ/2 akbD

2r2γ

(
ϕ(0)− r

a

)(
ϕ(0) +

3r
a

)
. (20)

Замечание. Неравенство c > 0 вытекает из условия (13).

Доказательство. Рассмотрим функционал Ляпунова — Красовского (12).
Продифференцируем его вдоль решения начальной задачи (1), (2):

d

dt
V (t, y, z) = −2h(D + µ)y2(t) + 2Dy(t)z(t)− (2ν − γ)z2(t)

+ 2hkbx(t− τ)z(t− τ)y(t)− γe−κτz2(t− τ)− κ
t∫

t−τ

γe−κ(t−s)z2(s) ds.

В силу неравенства

2hkbx(t− τ)z(t− τ)y(t)− γe−κτz2(t− τ) ≤ h2eκτ k
2b2x2(t− τ)

γ
y2(t)

получим оценку

d

dt
V (t, y, z) ≤ −

〈
R

(
y(t)
z(t)

)
,

(
y(t)
z(t)

)〉

+ h2eκτ k
2b2

γ

(
x2(t− τ)− r2

a2

)
y2(t)− κ

t∫
t−τ

γe−κ(t−s)z2(s) ds,
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где

R =
((

2h(D + µ)− h2eκτ k2b2r2

a2γ

)
−D

−D (2ν − γ)

)
и символом 〈·, ·〉 обозначено скалярное произведение векторов. Учитывая явный
вид величин h, γ, c (см. формулы (14), (15), (19)), нетрудно убедиться в том,
что выполнено неравенство〈

R

(
y
z

)
,

(
y
z

)〉
≥ c

〈(
h 0
0 1

)(
y
z

)
,

(
y
z

)〉
, y, z ∈ R.

Отсюда следует оценка

d

dt
V (t, y, z) ≤ −c(hy2(t) + z2(t))

+ h2eκτ k
2b2

γ

(
x2(t− τ)− r2

a2

)
y2(t)− κ

t∫
t−τ

γe−κ(t−s)z2(s) ds.

Используя обозначение (18) величины δ и определение (12) функционала V (t, y, z),
получим неравенство

d

dt
V (t, y, z) ≤ −δV (t, y, z) + h2eκτ k

2b2

γ

(
x2(t− τ)− r2

a2

)
y2(t).

Поскольку ϕ(0) > 0, в силу леммы 1 выполнена оценка (7). Учитывая данную
оценку, обозначение величины h и определение функционала V (t, y, z), при t ≥ τ
получим

d

dt
V (t, y, z) ≤

[
− δ + eκτ/2 akbD

rγ

((
r

a
+
(
ϕ(0)− r

a

)
e−r(t−τ)

)2

− r2

a2

)]
V (t, y, z).

Отсюда в силу определения p из (20) имеем

V (t, y, z) ≤ pV (τ, y, z)e−δ(t−τ), t ≥ τ.

Учитывая определение функционала V (t, y, z), из данной оценки получаем нера-
венства (16) и (17).

Теорема доказана.

Следствие. Пусть выполнено условие (5) и (x(t), y(t), z(t))T — решение
начальной задачи (1), (2) с неотрицательными начальными условиями (3). То-
гда если 0 < ϕ(0) ≤ r

a , то при t ≥ τ для третьей компоненты решения z(t)
справедлива оценка

z(t) ≤
√
V (τ, y, z) e−δ(t−τ)/2, t ≥ τ, (21)

где V (τ, y, z) определено в (12), δ — в (18).
Получим оценки, характеризующие скорость сходимости первой компонен-

ты решения x(t) к величине r
a .

Теорема 2. Пусть выполнено условие (5) и (x(t), y(t), z(t))T — решение на-
чальной задачи (1), (2) с неотрицательными начальными условиями (3). Тогда
для первой компоненты решения x(t) имеют место следующие утверждения:
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(1) если 0 < ϕ(0) ≤ r
a , то справедливы оценки

max
{

0,
r

a
−X1(t− τ)e−min{r,(δ/2)}(t−τ)

}
≤ x(t) ≤ r

a
, t ≥ τ, (22)

где δ определено в (18),

X1(t) =
1

ϕ(0)
r

a
exp

(
b

(
Zτ +

2
δ

√
V (τ, y, z)

))
×
((

r

a
− ϕ(0)

)
e−rτ + ϕ(0)b(Zτ +

√
V (τ, y, z) t)

)
, (23)

Z определено в (11), V (τ, y, z) — в (12);
(2) если ϕ(0) > r

a , то справедливы оценки

max
{

0,
r

a
−X2(t− τ)e−min{r,(δ/2)}(t−τ)

}
≤ x(t) ≤ r

a
+
(
ϕ(0)− r

a

)
e−rt, t ≥ τ,

(24)
где

X2(t) = exp
(
b

(
Zτ +

2
δ

√
pV (τ, y, z)

))
ϕ(0)b(Zτ +

√
pV (τ, y, z) t), (25)

p определено в (20).
Доказательство. Сначала заметим, что в формулах (22) и (24) оценки

сверху на функцию x(t) следуют из леммы 1. Получим оценки снизу. Из первого
уравнения системы (1) вытекает представление для функции x(t):

x(t) =
r

a
− r

a

 r

a
− ϕ(0) + ϕ(0)

t∫
0

bz(s)ers exp

−
s∫

0

bz(ξ) dξ

 ds


×

 r

a
+ ϕ(0)

t∫
0

rers exp

−
s∫

0

bz(ξ) dξ

 ds

−1

.

Отсюда нетрудно получить неравенство

r

a
− x(t) ≤ r

a

 r

a
− ϕ(0) + ϕ(0)

t∫
0

bz(s)ers ds


×

 r

a
+ ϕ(0)

t∫
0

rers exp

−
s∫

0

bz(ξ) dξ

 ds

−1

. (26)

(I) Сначала рассмотрим случай, когда 0 < ϕ(0) ≤ r
a . Воспользуемся следу-

ющей оценкой:

r

a
+ ϕ(0)

t∫
0

rers exp

−
s∫

0

bz(ξ) dξ

 ds

≥ exp

−
t∫

0

bz(ξ) dξ

 r

a
+ ϕ(0)

t∫
0

rers ds

 ≥ exp

−
t∫

0

bz(ξ) dξ

ϕ(0)ert.
(27)
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Тогда из (26) получим неравенство

r

a
−x(t) ≤ 1

ϕ(0)
r

a
exp

 t∫
0

bz(ξ) dξ

( r
a
−ϕ(0)

)
e−rt +ϕ(0)

t∫
0

bz(s)e−r(t−s) ds

.
(28)

Оценим интегралы, зависящие от функции z(t). Для этого воспользуемся оцен-
ками (11), (21). Имеем

t∫
0

bz(ξ) dξ ≤ b

Zτ +
√
V (τ, y, z)

t∫
τ

e−δ(ξ−τ)/2 dξ


≤ b

(
Zτ +

2
δ

√
V (τ, y, z)

)
, t ≥ τ. (29)

Далее,
t∫

0

bz(s)e−r(t−s) ds ≤ b

Zτe−r(t−τ) +
√
V (τ, y, z)

t∫
τ

e−δ(s−τ)/2e−r(t−s) ds


≤ b(Zτ +

√
V (τ, y, z) (t− τ))e−min{r,(δ/2)}(t−τ), t ≥ τ. (30)

С учетом неравенств (29) и (30) из неравенства (28) получим следующую оцен-
ку:
r

a
− x(t) ≤ 1

ϕ(0)
r

a
exp

(
b

(
Zτ +

2
δ

√
V (τ, y, z)

))
×
((

r

a
− ϕ(0)

)
e−rt + ϕ(0)b(Zτ +

√
V (τ, y, z) (t− τ))e−min{r,(δ/2)}(t−τ)

)
≤ X1(t− τ)e−min{r,(δ/2)}(t−τ),

где X1(t) определено в (23). Отсюда непосредственно вытекает оценка (22).

(II) Теперь рассмотрим случай, когда ϕ(0) > r
a . В этом случае из неравен-

ства (26) следует оценка

r

a
− x(t) ≤ r

a
ϕ(0)

t∫
0

bz(s)ers ds

 r

a
+ ϕ(0)

t∫
0

rers exp

−
s∫

0

bz(ξ) dξ

 ds

−1

.

По аналогии с оценкой (27) нетрудно получить неравенство

r

a
+ ϕ(0)

t∫
0

rers exp

−
s∫

0

bz(ξ) dξ

 ds ≥ exp

−
t∫

0

bz(ξ) dξ

 r

a
ert,

откуда

r

a
− x(t) ≤ exp

 t∫
0

bz(ξ) dξ

ϕ(0)
t∫

0

bz(s)e−r(t−s) ds.

Оценим интегралы, зависящие от функции z(t). Для этого воспользуемся
оценками (11), (17). По аналогии с неравенствами (29) и (30) установим следу-
ющие оценки:

t∫
0

bz(ξ) dξ ≤ b

(
Zτ +

2
δ

√
pV (τ, y, z)

)
,
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t∫
0

bz(s)e−r(t−s) ds ≤ b(Zτ +
√
pV (τ, y, z) (t− τ))e−min{r,(δ/2)}(t−τ), t ≥ τ.

Отсюда получим неравенство
r

a
− x(t) ≤ X2(t− τ)e−min{r,(δ/2)}(t−τ),

где X2(t) определено в (25). Из этой оценки вытекает (24).
Теорема доказана.

§ 3. Область притяжения и оценки скорости
сходимости к положению равновесия (x0, y0, z0)

В данном параграфе будем предполагать, что выполнено условие (6), га-
рантирующее асимптотическую устойчивость положения равновесия (x0, y0, z0)
системы (1) при любом запаздывании τ > 0. Получим оценки на область при-
тяжения данного положения равновесия и оценки решений, характеризующие
скорость стабилизации на бесконечности.

Для этого сначала сведем задачу об исследовании устойчивости положения
равновесия (x0, y0, z0) к исследованию устойчивости нулевого решения. Замена

x(t) = x0 + x̂(t), y(t) = y0 + ŷ(t), z(t) = z0 + ẑ(t) (31)

приводит систему (1) к виду

d

dt
ŷ(t) = Aŷ(t) +Bŷ(t− τ) + F (ŷ(t)) +G(ŷ(t− τ)), (32)

где ŷ(t) = (x̂(t), ŷ(t), ẑ(t))T,

A =

−ax0 0 −bx0
0 −(D + µ) 0
0 D −ν

 , B =

 0 0 0
ν(D+µ)

D
z0
x0

0 ν(D+µ)
D

0 0 0

 , (33)

F (ŷ(t)) =

−ax̂2(t)− bx̂(t)ẑ(t)
0
0

 , G(ŷ(t− τ)) =

 0
kbx̂(t− τ)ẑ(t− τ)

0

 . (34)

Рассмотрим функционал Ляпунова — Красовского, предложенный в [11]:

V (t, ŷ) = 〈Hŷ(t), ŷ(t)〉+
t∫

t−τ

〈K(t− s)ŷ(s), ŷ(s)〉 ds, (35)

где
H = H∗ > 0, K(s) ∈ C1([0, τ ]), (36)

K(s) = K∗(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ]. (37)

(Неравенство S > 0 (< 0) означает, что матрица S является положительно
(отрицательно) определенной.) Отметим, что помимо условий (36) и (37) из [11]
также вытекает дополнительное условие на матрицы H и K(s), гарантирующее
асимптотическую устойчивость нулевого решения систем вида (32):

C = −
(
HA+A∗H +K(0) HB

B∗H −K(τ)

)
> 0. (38)
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Первая наша задача — подобрать матрицы H и K(s) так, чтобы выполня-
лись условия (36)–(38).

Положим

H =

h11 h12 h13
h12 h22 h23
h13 h23 h33

 , K(s) = e−ms(B∗B +Q), m > 0, Q = Q∗ > 0. (39)

Принимая во внимание, что B∗H = B∗H̃, где

H̃ =

 0 0 0
h12 h22 h23
0 0 0

 , (40)

условие (38) можно переписать в виде

C =
(
L−Q 0

0 e−mτQ

)
+
(
emτ H̃∗H̃ −H̃∗B
−B∗H̃ e−mτB∗B

)
> 0, (41)

где

L = −(HA+A∗H +B∗B + emτ H̃∗H̃) =

 l11 l12 l13
l12 l22 l23
l13 l23 l33

 . (42)

Из представления (41) вытекает, что если матрица L положительно определен-
ная, а норма матрицы Q достаточно мала, то матрица C также положительно
определенная.

Подберем величины hij иm > 0 так, чтобы выполнялось неравенство L > 0.
В силу обозначений (33), (39), (40) элементы матрицы L имеют следующий вид:

l11 = 2h11ax0 − ν2(D+µ)2

D2

(
z0
x0

)2 − emτh2
12,

l12 = h12(ax0 +D + µ)− h13D − emτh12h22,

l13 = h11bx0 + h13(ax0 + ν)− ν2(D+µ)2

D2
z0
x0
− emτh12h23,

l22 = 2h22(D + µ)− 2h23D − emτh2
22,

l23 = h12bx0 + h23(D + µ+ ν)− h33D − emτh22h23,

l33 = 2h13bx0 + 2h33ν − ν2(D+µ)2

D2 − emτh2
23.

Полагая
h22 = e−mτ (D + µ), h23 = 0, h12 = h13

D

ax0
, (43)

h11 =
1
bx0

(
ν2(D + µ)2

D2
z0
x0

− h13(ax0 + ν)
)
, (44)

h33 = e−mτ ν(D + µ)2

D2 + h13
b

a
, (45)

будем иметь
l11 = ν2(D+µ)2

D2
z0
x0

( 2ax0−bz0
bx0

)
− 2h13(ax0 + ν)ab − emτh2

13
D2

(ax0)2
,

l12 = l13 = 0, l22 = e−mτ (D + µ)2, l23 = −e−mτ ν(D+µ)2

D ,

l33 = e−mτ ν2(D+µ)2

D2 − ν2(D+µ)2

D2 (1− e−mτ ) + 2h13(ax0 + ν) ba .
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Положительная определенность матрицы L эквивалентна условиям h13 < e−mτ (ax0 + ν)ab
(ax0)2

D2

(√
1 + emτ bz0(2ax0−bz0)ν2(D+µ)2

(ax0)4(ax0+ν)2 − 1
)
,

h13 > (1− e−mτ ) a
2b

ν2(D+µ)2

(ax0+ν)D2 .
(46)

Отсюда вытекает условие на величину m > 0:

emτ < 1+2
(ax0 + ν)2

ν2(D + µ)2

(√
(ax0 − bz0)4 + bz0(2ax0 − bz0)

ν2(D + µ)2

(ax0 + ν)2
−(ax0−bz0)2

)
.

(47)
Заметим, что выполнение неравенств (46) и (47) возможно только при условии
0 < bz0 < 2ax0. Нетрудно видеть, что в силу обозначений (4) это условие
эквивалентно (6). Итак, матрица L положительно определенная.

Покажем положительную определенность матрицы H. Действительно, по-
скольку все собственные числа матрицы A отрицательны и в силу (42) имеет
место неравенство

HA+A∗H ≤ −L < 0,

то H является решением матричного уравнения Ляпунова HA+A∗H = −S, где
S = S∗ > 0. Известно, что в этом случае матрица H положительно определен-
ная.

Осталось определить матрицу Q. Положим

Q =

 0 0 0
0 0 0
0 0 α

 , 0 < α <
hminβ

2
, (48)

где hmin > 0 — минимальное собственное значение матрицы H, а число β > 0
такое, что выполнено неравенство

L ≥ βH. (49)

В качестве β можно взять, например, β = ‖L−1/2HL−1/2‖−1 (здесь используется
спектральная норма матрицы).

Замечание. Матрица Q из (48) не положительно определенная. Как бу-
дет видно из доказательства теоремы 3, неотрицательной определенности до-
статочно для асимптотической устойчивости нулевого решения системы (32).

Итак, матрицы H = H∗ > 0 и K(s) = K∗(s) ≥ 0 построены.
Сформулируем и докажем основной результат настоящего параграфа.

Теорема 3. Пусть выполнено условие (6) и y(t) = (x(t), y(t), z(t))T — ре-
шение начальной задачи (1), (2) с неотрицательными начальными данными (3).
Если начальные данные удовлетворяют условиям

max
t∈[−τ,0]

|ϕ(t)− x0| ≤ θ, (50)

√
V (0,ϕ− y0) <

ε

q
,

1√
hmin

√
V (0,ϕ− y0)(

1− q
ε

√
V (0,ϕ− y0)

) ≤ θ, (51)

где

ϕ(t) =

ϕ(t)
η
ψ(t)

 , y0 =

x0
y0
z0

 ,
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θ =
e−mτ/2α

kb
√
h22hmin

, ε = min
{
β − 2α

hmin
,m

}
, q =

√
h11

hmin
(a+

√
a2 + b2), (52)

то справедлива оценка

‖y(t)− y0‖ ≤
1√
hmin

√
V (0,ϕ− y0)(

1− q
ε

√
V (0,ϕ− y0)

) e−εt/2, t > 0. (53)

Доказательство. Рассмотрим начальную задачу (1), (2) с неотрицатель-
ными начальными условиями (3). С помощью замены (31) перейдем к систе-
ме (32) с начальными условиями{

x̂(t) = ϕ(t)− x0, ẑ(t) = ψ(t)− z0, t ∈ [−τ, 0],
x̂(+0) = ϕ(0)− x0, ŷ(+0) = η − y0, ẑ(+0) = ψ(0)− z0.

(54)

Рассмотрим функционал Ляпунова — Красовского (35), в котором элементы
матрицыH определены в (43)–(46), матрицаK(s) имеет видK(s) = e−ms(B∗B+
Q), где m > 0 определено в (47), а матрица Q определена в (48). Дифференци-
руя функционал (35) вдоль решения начальной задачи (32), (54), получим

d

dt
V (t, ŷ) = −

〈
C

(
ŷ(t)

ŷ(t− τ)

)
,

(
ŷ(t)

ŷ(t− τ)

)〉
+ 2〈Hŷ(t), F (ŷ(t))〉

+ 2〈Hŷ(t), G(ŷ(t− τ))〉 −m

t∫
t−τ

〈K(t− s)ŷ(s), ŷ(s)〉ds,

где матрица C определена в (38). В силу представления (41) и неравенства (49)
отсюда следует оценка

d

dt
V (t, ŷ) ≤ −β〈Hŷ(t), ŷ(t)〉+ 〈Qŷ(t), ŷ(t)〉 − e−mτ 〈Qŷ(t− τ), ŷ(t− τ)〉

+ 2〈Hŷ(t), F (ŷ(t))〉+ 2〈Hŷ(t), G(ŷ(t− τ))〉 −m

t∫
t−τ

〈K(t− s)ŷ(s), ŷ(s)〉ds. (55)

Оценим 2〈Hŷ(t), F (ŷ(t))〉. Учитывая явный вид (34) вектор-функции F (ŷ(t)),
будем иметь

2〈Hŷ(t), F (ŷ(t))〉 ≤ 2
√
〈HF (ŷ(t)), F (ŷ(t))〉

√
〈Hŷ(t), ŷ(t)〉

≤
√
h11(a+

√
a2 + b2)(x̂2(t) + ẑ2(t))

√
Hŷ(t), ŷ(t)〉 ≤ qV 3/2(t, ŷ), (56)

где q определено в (52).
Оценим

w(t) = 〈Qŷ(t), ŷ(t)〉 − e−mτ 〈Qŷ(t− τ), ŷ(t− τ)〉+ 2〈Hŷ(t), G(ŷ(t− τ))〉.

Используя явный вид (48) матрицы Q и явный вид (34) вектор-функции G(ŷ(t−
τ)), получим неравенство

w(t) ≤ αẑ2(t)−αe−mτ ẑ2(t− τ) + 2
√
〈HG(ŷ(t− τ)), G(ŷ(t− τ))〉

√
〈Hŷ(t), ŷ(t)〉

≤ α

hmin
〈Hŷ(t), ŷ(t)〉−αe−mτ ẑ2(t− τ)+2kb

√
h22 |x̂(t− τ)||ẑ(t− τ)|

√
〈Hŷ(t), ŷ(t)〉

≤ α

hmin

(
1 +

x̂2(t− τ)
θ2

)
〈Hŷ(t), ŷ(t)〉, (57)
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где θ определено в (52).
В силу неравенств (56) и (57) из (55) получим оценку

d

dt
V (t, ŷ) ≤ −

(
β − 2α

hmin

)
〈Hŷ(t), ŷ(t)〉+ qV 3/2(t, ŷ)

− α

hmin

(
1− x̂2(t− τ)

θ2

)
〈Hŷ(t), ŷ(t)〉 −m

t∫
t−τ

〈K(t− s)ŷ(s), ŷ(s)〉 ds.

С учетом обозначения (52) величины ε и определения (35) функционала V (t, ŷ)
отсюда следует неравенство

d

dt
V (t, ŷ) ≤ −εV (t, ŷ) + qV 3/2(t, ŷ)− α

hmin

(
1− x̂2(t− τ)

θ2

)
〈Hŷ(t), ŷ(t)〉. (58)

Сначала рассмотрим случай t ∈ [0, τ ]. В силу условия (50) из оценки (58) выте-
кает неравенство

d

dt
V (t, ŷ) ≤ −εV (t, ŷ) + qV 3/2(t, ŷ). (59)

Отсюда нетрудно получить оценку на V (t, ŷ). Действительно, рассмотрим вспо-
могательную задачу Коши{ d

dtv(t) = −εv(t) + qv3/2(t),
v(0) = V (0, ŷ),

где V (0, ŷ) = V (0,ϕ−y0). Тогда справедлива оценка (см., например, [33, гл. III,
§ 4])

V (t, ŷ) ≤ v(t).

Учитывая явный вид функции v(t), отсюда получаем неравенство

V (t, ŷ) ≤ V (0,ϕ− y0)(
1− q

ε

√
V (0,ϕ− y0)

)2 e−εt. (60)

В частности, в силу условия (51) при t ∈ [0, τ ] имеем

|x̂(t)| ≤
√
V (t, ŷ)√
hmin

≤ 1√
hmin

√
V (0,ϕ− y0)(

1− q
ε

√
V (0,ϕ− y0)

) ≤ θ. (61)

Теперь рассмотрим случай t ∈ [τ, 2τ ]. Учитывая (61), из оценки (58) полу-
чим (59), откуда вытекает неравенство (60). Проводя аналогичные рассуждения
для случая t ∈ [nτ, (n+ 1)τ ], n ∈ N, установим неравенство (60) при всех t > 0.

В силу замены (31) из оценки (60) вытекает неравенство (53).
Теорема доказана.
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