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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
Ф И З И К А 
Том 75, № 2 
май, 1988 

МАССИВНАЯ МОДЕЛЬ ГРОССА - НЕВЬЕ 
В ГЛАВНОМ ПОРЯДКЕ 1/2Г-РАЗЛОЖЕНИЯ 

УЧЕТ ТЕМПЕРАТУРЫ И ХИМИЧЕСКОГО ПОТЕНЦИАЛА 

I Клименко К. Г. 

Самосогласованным образом рассмотрена массивная модель Грос­
са — Невье в главном порядке l/W-разложения. Изучены свойства мо­
дели при включенных температуре и химическом потенциале. Показа­
но, что существует критическое значение химического потенциала, 
при котором эффективная масса фермиона скачком меняет свою вели­
чину. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Известно, что двумерные модели являются хорошей базой для изуче­
ния свойств, которые могут иметь теории в четырех измерениях. Одной 
из наиболее популярных двумерных моделей является О (N) -инвариант­
ная четырехфермионная теория Гросса — Невье (ГН). В главном порядке 
l/TV-разложения эта модель асимптотически свободна, в ней происходит 
динамическое нарушение киральной инвариантности [1], она обладает 
довольно богатым спектром масс [2]. Кроме того, исследовались крити­
ческие свойства этой теории с учетом температуры, химического потен­
циала и внешнего электрического поля [3, 4]. В главном порядке по 1/N 
удается обобщить безмассовую модель ГН на случай нескольких спинор-
ных мультиплетов и констант связи [5, 6]. 

В последнее время, особенно в рамках конструктивного подхода к 
квантовой теории поля, большое внимание стала привлекать массивная 
модель ГН (см. работы [7], где рассматривались свойства перенормируе­
мости и сходимости рядов обычной теории возмущений этой модели), ла­
гранжиан которой запишем в виде 

(1) Ь+=$Щ + J L [Щ+Nm]2, 

где -ф — вектор относительно О (N) -группы, каждая компонента которого — 
двумерный спинор. Вводя вспомогательное скалярное поле о (как в ра­
боте [1]), перейдем к эквивалентной теории с лагранжианом 

N 
(2) 10о=^1д\1)- — о2+оЩ+Мто. 

2g 
В предлагаемой работе самосогласованным образом исследуется мо­

дель (1) —(2) в главном порядке l/iV-разложения. Кроме того, здесь най­
дены свойства модели при включенных температуре и химическом потен­
циале. 
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2. САМОСОГЛАСОВАННЫЙ ПОДХОД 
К МАССИВНОЙ МОДЕЛИ ГН 

Сначала отметим, что безмассовые модели типа ГН самосогласованным 
образом исследовались в работах [5, 6, 8 ] . Основное преимущество этого 
подхода состоит в том, что можно сразу работать в терминах физических 
ренорминвариантных параметров. В силу этого массивную модель ГН мы 
будем также изучать самосогласованным образом. 

Давайте смотреть на два первых слагаемых в (2) как на свободный 
лагранжиан, по которому строится обычная теория возмущений (здесь 
фермионы не имеют массы). В главном порядке по 1/N в модели (2) бу­
дет расходиться только однопетлевая диаграмма с двумя о-концами. По­
этому перенормированный лагранжиан L0 получается из (2) следующим 
образом: 

(3) Lo=L0c-72Za2 , 

т. е. в лидирующем порядке по 1/N перенормируется, причем аддитивно, 
лишь константа связи g. Следовательно, можно считать, что размерный 
параметр т, входящий в (2), не зависит от точки нормировки. Константа 
Z определяется без особого труда: 

<4) Z = ^ l n A . 
JX U. 

Здесь и далее Л — параметр ультрафиолетового обрезания, \i — точка нор­
мировки. Предположим, что вакуумное среднее поля о отлично от нуля, 
т. е. (оУ—М¥=0. Сделаем в (3) сдвижку о-+о+М, т. е. перейдем от LG к 
лагранжиану L, в котором фермионы имеют массу М: 

(5) L=§id^-42(N/g+Z)(o+M)2+(o+M)^+Nm{o+M). 

Мы хотим, чтобы теории (2) и (5) были эквивалентны между собой. Од­
нако в лагранжиане (5) по сравнению с (2) присутствует один лишний 
параметр. Следовательно, необходимо найти связь между М, т и g. Это 
легко сделать, учитывая, что в теории с лагранжианом (5) выполняется 
равенство <о>=0, которое в главном порядке по 1/iV имеет вид 

<в) ^ = J L _ + z + Z.lnZ!.. 
W M g(ii) 2я Л2 

Так как вакуумное среднее a-поля равно нулю в теории с лагранжианом 
(5), то лидирующий вклад по 1/N в фермионную массу есть М. Естествен­
но поэтому предположить, что М не зависит от точки нормировки. Таким 
образом, левая часть (6) не зависит от \х. В правой части величина (Z+ 
+iV/g(u.)) есть «голая» константа связи, которая также не зависит от ц, 
т. е. равенство (6) не противоречиво. 

Из соотношения (6) непосредственно следует свойство асимптотической 
свободы исходной модели. Подействуем на обе его части оператором \хд/д\1 
(зависимость константы Z от и. приведена в (4)) и учтем определение 

^функции Каллана — Симанзика $(g)=\i{d/d\i)g(ix). Тогда получим 

'(7) Hg)=-g2ln-
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Следовательно, «бегущая» константа связи g(t), удовлетворяющая урав­
нению $(g) = (dldt)g(t), обращается в нуль при t-+<*>, т. е. теория асимп­
тотически свободна. 

Соотношение (6) предоставляет нам возможность, которую мы будем 
использовать во всех нижеследующих вычислениях, исследовать исходную-
модель в терминах ренорминвариантных величин т и М. Для этого нужно 
выразить Z+N/g(\i) из (6), подставить в (5) и все расчеты проводить,, 
используя полученный таким образом лагранжиан (если бы мы хотели 
иметь в качестве независимых параметров величины mug, следовало бы 
работать с лагранжианом (3) или (1)) . Пусть для определенности М > 0 . 
Чтобы исследовать фазовую структуру модели, рассмотрим эффективный 
потенциал (он нам понадобится и в следующих разделах, где будет учтено 
влияние температуры и химического потенциала), ренорминвариантное* 
выражение для которого получается из лагранжиана (5). Можно показать,, 
что в главном порядке по 1/N он имеет вид 

(8) Vett (о) = 4 " (°+м) 2(— + z)-Nm (а+М) + 
2 Ч 

i.N С 
4 iN С 

} d2p\n[(a+M)2-p2]. (2я) 2 ' 
Сделав сдвижку о+М-+о и учтя равенство (6), имеем 

,., J^r^(.)-^(i-l.) — + l̂.i 

(детальный вывод выражений (8) —(9) осуществляется так же, как и по­
лучение Vett в обобщенной модели ГН [5, 6 ] ) . Отметим, что и0(а) при 
т=0 совпадает с эффективным потенциалом безмассовой модели ГН. Не­
трудно убедиться в том, что при т>0 функция (9) имеет абсолютный 
минимум в точке о=М. При яг<0, |/тг|<Л/ вакуум модели будет такой, что 
<о>=— М+2лт. Таким образом, при т = 0 вакуумное среднее а-поля скач­
ком меняет свое значение, и в теории происходит фазовый переход пер­
вого рода. 

Рассмотрим, наконец, двухточечную функцию Грина а-поля в главном 
порядке l/TV-разложения, которую легко получить с помощью лагранжиа­
на (5): 

(2я)2 J * (q2-M2) {{q-pY-M2) * 
Здесь последнее слагаемое есть однопетлевой вклад в массовый оператор 
о-поля. Вычисляя этот интеграл с помощью ультрафиолетового Л-обре-
зания области интегрирования и учитывая (4), получим 

<,„> г Р- ,„ ! > =^_±у<_^ | п[»-4 М ' /"'-'1 
М 2л r - f lVl-4M2/p2+l J 

Отсюда видно, что пропагатор D(p2) не имеет тахионных полюсов npir 
условии лт+М>0. Предположим, что мы находимся в состоянии | + >, 
в котором среднее значение оператора о(х) равно М. При ттг>0 это состоя­
ние является вакуумным состоянием теории. Если 0>яг>— М/тс, то более* 
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низкую плотность энергии имеет уже состояние |—>, в котором < —|о|—>^ 
^— М<0 (это видно из анализа эффективного потенциала). Однако при 
указанных ограничениях на параметр т тахионы отсутствуют, следова­
тельно, |+> будет метастабильным состоянием, переход из которого в со­
стояние |—> будет фазовым переходом первого рода. При т<—М/л в тео­
рии появляются тахионы, в этом случае состояние |+> не может сущест­
вовать. 

Отметим также, что при т>0 пропагатор (10) не имеет полюсов на 
физическом листе переменной р2. 

3. ВКЛЮЧЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ 
И ХИМИЧЕСКОГО ПОТЕНЦИАЛА 

Учет квантовых поправок к эффективному потенциалу взаимодействия 
модели (1) —(2) в главном порядке l/iV-разложения при не равных нулю 
температуре Т и химическом потенциале а мы будем проводить в форма­
лизме мнимого времени. Для этого необходимо в (8) произвести следую­
щую замену: 

где р=1/Г; 72=0, ± 1 , ± 2 , . . . . После этого, сделав предварительно сдвижку 
G+M-+G, имеем 
(11) 7 Г | в = 7 а (N/g+Z) o'-Nmo-

-j EJ^i«[«,+».-+ye»+i)*-,-^Le»+i)]. ' 
Сделаем ультрафиолетовое Л-обрезание области интегрирования в (11), 
учтем (4) и просуммируем по п (более подробно эта процедура изложена 
в [ 6 ] ) . В результате получим 

оо 

(12) N-1VT9*(O)^VT9*{O)=VQ(O)- — j c toln[exp(-p(Vz2+a2 + сс)) + 1 Ь 
No 

- — | л с 1 п [ 1 + е х р ( - р ( У ж Н 7 а - а ) ) ] . 
Р Я о 

Напомним, что v0(o) дается формулой (9). В дальнейшем мы будем ис­
следовать свойства абсолютного минимума функции (12), который явля­
ется эффективной массой фермиона, в двух частных случаях: 7V=0, a = 0 
и Г = 0 , а=^0. 

А. Случай Т¥=0, ос=0. Пусть т > 0 . Приравняем а нулю в выражении 
(12). В результате будет 

(13) vTt0(o)=vT(o)=vQ(o)--£-Xi(iio), 
К тг 

где 

Ж, (х) = J dy In [ 1 + ехр (-Ух2+у2) ]. 
О 
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Уравнение стационарности для функции vT (о) имеет вид * 

BW2 2лт 2пт 
(14) 4 / (ра )=2 Т +1п-Ц- + —- : 

71 О М 
где 

2 4 я x ax 

7=0,577.. . —постоянная Эйлера. f(x) является четной по х функцией, 
монотонно возрастающей при х>0, причем / (0 )= / ' (0 )=0 [3]. Построив 
графики функций, стоящих в левой и правой частях уравнения (14), легко 
заметить, что возможно существование не более трех точек пересечения 
этих графиков. Пусть о* (г=1, 2, 3) —возможные решения уравнения (14). 
Графический анализ этого уравнения показывает, что всегда существует 
решение Gi>0 (напомним, что /тг>0). Если же уравнение (14) допускает 
еще два решения а2,з, то а2,3<0 и, кроме того, 01>|а2,з|. 

Нетрудно видеть, что в экстремальных точках потенциал принимает 
значения 

(15) 1 ; г ( а < ) = - - ^ - - ^ - { а , 2 + 4 а <
2 Х „ ( р а 1 ) + - ^ Т 1 ( м } -

В работе [6] было доказано, что выражение, стоящее в фигурных скобках 
(15), есть монотонно возрастающая функция модуля ог. Таким образом, 
из (15) видно, что абсолютный минимум потенциала (13) находится в 
точке Oi>0. Очевидно, что эффективная фермионная масса Меа(Т), зави­
сящая от температуры, равна о4. Методами работы [3] можно показать, что 

Меп (Т) ~ о М; Mett {Т)--^ 2пт/\п ( - ^ ] , 

т. е. в массивной модели ГН масса фермиона обращается в нуль только 
в пределе Г^о°. В противоположность этому в безмассовой модели ГН, где 

М 
га=0, существует конечная критическая температура Гс = — exp(*f), на-

я 
чиная с которой МеП{Т^Тс) =0, и где в модели происходит фазовый пере­
ход второго рода [3, 4]. 

Аналогично можно найти свойства глобального минимума потенциала 
(13) при тп<0. Таким образом, эффективная масса фермиона как функ­
ция двух величин Тит непрерывна всюду в полуплоскости Г>0, —оо< 
<га<о°, кроме точек интервала т = 0 , 0<Т<Тс. 

Б. Случай Т = 0 , а^О. Пусть т > 0 . Приравняем Т нулю в выражении 
(12). В результате получим 

1 f Г (а+Уа2-о2)21 
(16) i;e..(o)-i;.(o)=i;o(o) + — е(а

2-о2){о21п|/ - J -

-2аУа2-о2}. 
Здесь мы покажем, что существует критическое значение химического по­
тенциала ас такое, что при а < а с эффективная масса фермиона равна М. 
При а = а с она скачком изменяет свое значение и становится меньше .Л/, 
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т. е. в модели происходит фазовый переход первого рода. Величина а а 

удовлетворяет неравенству М/2^ас^М. 
Так как эффективная масса фермиона совпадает с координатой абсо­

лютного минимума потенциала (16), необходимо рассмотреть уравнение 
диа/до=0, которое имеет вид 

(17) е(о2 
-*2)1п^г + е (а2-о2)1пу( (а+Уа2-а2Г 

М2 

1 / 1 I V 
- = 2лт —Л 

а М » 

№•*,(«) 

Это уравнение стационарности, как и в предыдущем случае, удобно анали­
зировать графическим методом, изображая графики функций, стоящих 
в левой и правой частях (17), и рас­
сматривая точки их пересечения. 
Пусть сначала а<М/2. В этом слу­
чае уравнение (17) может иметь не 
более трех решений, одно из кото­
рых существует при любых соотно­
шениях между положительными па­
раметрами а, т и М и равно о0=М. 
Два других Gi и а2, если существуют, 
отрицательны и лежат между — М и 
нулем. Значения потенциала (16) 
в экстремальных точках ог равны 

2Ь 

(18) va(Oi) = 

Q(a2-o2) 
4л 

mGi est г 2 \ 0 i 

— - - 6 ( О г 2 - а 2 ) -
2 4я 

[а , 2 +2аУа 2 -о , 2 ] . 

1 Т Г I I 1 
-2М -!,о о,о Ю 

Отсюда видно, что при а<М/2 точка 
о0=М является точкой глобального 
минимума функции (16). 

Пусть теперь а > М / 2 . Графический анализ уравнения (17) показываетг 

что существует значение а* химического потенциала (М/2<а*<М) та­
кое, что при а*<сс<Л/ уравнение (17) имеет два дополнительных реше­
ния Оз(сс) и о4(сс). Они обладают следующими очевидными свойствами: 
0 < о 3 ( а ) < а 3 ( а * ) = а 4 ( а * ) < 0 4 ( а ) < а < М (кроме них обязательно сущест­
вует Go и, возможно, Oi,2<0). На отрезке а * < а ^ М о4(а) является моно­
тонно возрастающей функцией, причем о^(М)=М. При а > Ж у уравнения 
(17) остается лишь одно решение Оз(ос), которое монотонно стремится 
к нулю при а-+°°. 

При М/2<а<М нам не удалось установить соотношение между va(o0) 
и va{Oi) ( i = l , . . . , 4) . Предположим, однако, что существует ас (М/2^ 
< а с < М ) такое, что при а < а с глобальный минимум функции иа(в) нахо­
дится в точке G0=M, а при а ^ а с он располагается в одной из точек а* 
( i = l , . . . , 4 ) . Тогда утверждение, сделанное после формулы (16), спра­
ведливо. (Легко показать, что функция д2иа/до2 в точке о0=М положитель­
на для всех 0<а<М, т. е. а0 является по крайней мере локальным мини­
мумом. Поэтому, когда абсолютный минимум потенциала va{o) переходит 
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из Оо в одну из точек ог, 1Ф0, при а=а с , происходит это скачком, и в моде-
ли наблюдается фазовый переход первого рода.) 

Если же для всех а<М эффективная масса фермиона по-прежнему 
равна М, то ас=М. Это справедливо в силу того, что при а>М уравнение 
стационарности (17) имеет только одно решение о3(а), в котором и будет 
находиться глобальный минимум функции va(o). Так как для всех а>сс* 
выполнены очевидные неравенства 0<а 3 (а)<а*<М=а 0 , то при а=М 
в этом случае происходит скачкообразное изменение координаты абсолют­
ного минимума потенциала (16). 

Таким образом, мы показали, что при #г>0 существует значение ас 
химического потенциала (М/2^ас<М), при котором в массивной модели 
ГН эффективная масса фермиона скачком изменяет свою величину (это 
утверждение справедливо и для отрицательных т). 

Вообще говоря, ас является функцией величин т и М. Ради простоты 
в предыдущих формулах эта зависимость нами не указывалась. 

Из уравнения (17) легко получить поведение массы фермиона при 
больших ос: 

Meff (a) = о3 (а) ~ пт/\п(2а/М). 
а—оо 

В безмассовой модели ГН также существует критическое значение хи­
мического потенциала, равное Л//"|/2, при котором в теории происходит фа­
зовый переход первого рода. При этом масса фермиона скачком изменяет­
ся от величины М до нуля, и восстанавливается киральная инвариант­
ность модели. Очевидно, что ас(т, М) |т==0=^/У2. 

В качестве иллюстрации к проведенному доказательству на рисунке 
приведены графики функций va(o) при следующих значениях химическо­
го потенциала: а=0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1,0; 1,1. Здесь параметры т и М 
равны соответственно 1/2л и единице. Отсюда легко заметить, что для а<0,8 
абсолютный минимум функции va(o) находится в точке о=1. Для а^0,9 
он уже находится в другой точке, меньшей единицы. Очевидно, что коор­
дината глобального минимума изменяется скачкообразно при некотором 
значении химического потенциала ас, лежащем между 0,8 и 0,9. Кроме 
того, из рисунка следует, что а*~0,7. На этом примере легко убедиться 
в том, что ас зависит от значения величины т. Так, при т==0 (безмассо­
вая модель ГН) ас(0, 1)=1/V2". В нашем случае ас(1/2я, 1)>0,8>ас(0, 1). 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В предлагаемой работе в главном порядке l/iV-разложения была рас­
смотрена массивная модель ГН. Для ее изучения мы применили метод са­
мосогласованного подхода, который позволяет вместо константы связи 
g(jLi) использовать для параметризации теории ренорминвариантную ве­
личину М — массу ферми-поля. Кроме того, в рамках этого подхода мож­
но единым образом описывать как массивную, так и безмассовую теории 
ГН (это означает, что во всех полученных нами формулах можно перейти 
к пределу т=0). 

При нулевых температуре и химическом потенциале эта модель обла­
дает следующими свойствами. 

1. Она асимптотически свободна. 
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2. При т>0 вакуумом теории является состояние |+>, в котором 
<+|а|+>=Л/>0. При т<0 состоянием с более низкой плотностью энергии 
является |—>, где < — |о|— >=—М+0(т). Если 0>га>—М/п, то состояние 
| + > метастабильно, и переход из | + > в | —> является фазовым переходом 
первого рода. 

3. Пропагатор о-поля в главном порядке по 1/N не имеет полюсов, со­
ответствующих стабильным связанным состояниям двух фермионов. Отме­
тим, что в классическом варианте массивной теории ГН [9] существует 
решение уравнений движения, соответствующее связанному состоянию N 
фермионов (N — размерность мультиплета фермионов О (N) -группы сим­
метрии теории). 

Пусть Г^О, а=0 . Известно, что в этом случае в безмассовой модели 
ГН [3] существует критическое значение температуры Тс (см. раздел 3, 
случай А), при которой происходит фазовый переход второго рода из со­
стояния с массивными фермионами в состояние с безмассовыми частица­
ми. Мы исследовали случай т?г>0 и показали, что в массивной модели ГН 
киральная инвариантность восстанавливается только в пределе Т-+°о. Не­
трудно увидеть, что эффективная масса фермиона как функция двух ве­
личин Г>0 и — оо<#г<оо непрерывна всюду, кроме отрезка тгг=0, 0<Т<Тс. 

Пусть Т=0, а¥=0. Мы подробно рассмотрели случай тгг>0. В работе 
доказано, что существует конечное значение химического потенциала 
ас(т, М), при котором система из состояния с фермионами массы М пе­
реходит в состояние с фермионами массы <М. При этом в критической 
точке изменение массы ферми-полей происходит скачкообразно. 

Автор признателен О. П. Ющенко за изображение графиков с по­
мощью ЭВМ. 
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MASSIVE GROSS — NEVEU MODEL IN THE LEADING ORDER 
OF THE 1/N EXPANSION. THE EFFECTS DUE TO 

TEMPERATURE AND CHEMICAL POTENTIAL 
Klimenko K. G. 

Massive Gross — Neveu model is considered in a self-consistent way in the leading 
order of the 1/iV expansion. Properties of the model due to finite temperature and chemi­
cal potential are studied. It is shown that a critical value ac of the chemical potential 
exists at which there is a jump in the behaviour of the fermion effective mass. 
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