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1. Пусть R n — тг-мерное евклидово пространство, 
R m — его ттг-мерное подпространство. Известно (см. [1, 
гл. 6]), что для изотропного класса Br

pQ (R n) при г > 
^> (п — т)1р пространство следов на R m совпадает с 
В% (R m ) (1 < т < тг;Т1 < Э < оо; а = г — (тг — m)fp > 0). 
В этих результатах существенно, что г ^> (п — т)/р, 
так как при г <^ (тг — т) I р оператор получения следа 
не будет ограничен даже в слабом смысле (см. [1, 
стр. 460—462]). Исключение составляет предельный слу­
чай 8 = 1, 1 <^ <С °°> когда функции класса Br

pl(Rn) 
при г — {п — т)1р имеют следы на R m , принадлежащие 
Lp (R m ) . Это утверждение содержится, в частности, в [2, 
п. 16.14]. При р = оо класс В0^ (R n) содержится в С (R n) — 
пространстве ограниченных равномерно непрерывных 
функций, так что функции класса Z?Li (Rn) заведомо име­
ют следы из C |(Rm) (о нулевых классах В% (R n) см. [1, 8.9]). 

Ниже приведено построение ограниченного оператора 
продолжения функций из Lp (R m ) (1 <^ р оо) с R m на 
все R n до функций класса Br

vl (R n) при г = (п — т)!р. 
При р = оо аналогичное построение проведено для класса 
С (R m ) . С учетом сказанного выше это означает, что при 
г = (п — т)1р (1 <^ р <^ оо) для функций из класса 
Br

pl (R n) пространство следов на R m совпадает с L p (R m ) 
(при р = оо — с С (Rm)). 
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Итак, справедливо следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА. Пусть 1 <; т < п — целые числа, 1 <С 

<Г р <Г оо, г = (п — т)/р. Тогда существует ограничен­
ный (нелинейный) оператор продолжения 

Т: Lv ( R m ) -> Br

n ( R n ) (1 < p < oo), (1) 
T: C ( R m ) B l , ^ ) (P = oo). (2) 

При p = 1, в силу вложения m (Ю ~* ^ T ™ (Ю, 
эта теорема уточняет результат Гальярдо [3] (см. еще [2, 
18.14]) о существовании ограниченного (нелинейного) 
оператора продолжения из Lx(Rm) в W i ~ m ( R n ) . Отметим 
также работы Я. С. Бугрова [4, 5], где получено линейное 
продолжение из L p ( R m ) в S ( ^ m ) / P ( R n ) (в И * п - т ) / а , р = 2), 
и С. В. Успенского [6], где построено линейное продолже­
ние из L p ( R m ) в WpP(Rm+i), Р > 2. Сформулированный 
здесь результат был приведен без доказательства в [7]. 

2. Доказательство теоремы. 1. Так как все рассужде­
ния проходят одинаково при р = оо и 1 <^ р оо, то 
мы будем их вести сразу для 1 <; р < ; оо. При этом сле­
дует считать, что ( R m ) означает пространство С ( R m ) 
ограниченных равномерно непрерывных функций на R m 

с нормой 
II Ф ||оо = || 9 | |с = sup |ф (и)\. 

Всюду ниже мы используем обозначения: М = п — m ^ 
^> 1; и = (х\, . . ., xm) £Е R7п? # — (w, у) = (xi, . . ., #m, 
xm+li • • • ? #n)> г Д е 2/ = (#т+1» • • •» #n) R M -

Рассмотрим функцию ср (?i) (ЕЕ L p ( R m ) и обозначим че­
рез 

Q (ср, б ) р = 0*( Ф , б ) р (S > 0; 1 < р < оо) 
модуль непрерывности первого порядка функции ср (и) 
в метрике Lv(Rm). По известным свойствам модуля неп­
рерывности (см. [1, 4.2]) Q (ср, б ) р не убывает и 

lim Q(cp,6)p = 0. ( 3 ) 
6-»Э+'0 

Выберем подпоследовательность s (i) целых чисел s = 
= 0, 1, . . .; s (0) = 0; s (i + 1) > 5 (i) столь редкой, чтобы 
для v (i) = 2s(i) выполнялось неравенство 

G(<P, v ( i)" x ) p < 2 4 Q (ф, 1) р (i = l , 2 , . . . ) . (4) 
В силу условия ( 3 ) это можно сделать, 

514 



Функцию ф ЕЕ Lv(Rm) разложим в ряд по суммам Вал-
ле-Пуссена, соответствующий последовательности {/v (i)}: 

(см. [1, пи. 8.6, 8.8]). Здесь #0(ф> и) = о \ ч о ) (ф, w); при 
i = 1,2, . . . < ? ; (Ф, ы) = a v ( i ) (ф, и) — 6 . v ( i _ 1 } (ф у и), где 
оч(ф) — сумма Валле-Пуссена функции ф порядка v. 
Отличие примененного здесь разложения от рассмотре­
ний п. 8.8 [1] состоит в том, что здесь ряд (5) связан не с 
последовательностью { 2 й } , а с ее подпоследовательностью 
{v (£)}, выбранной в соответствии с модулем непрерыв­
ности разлагаемой функции. Отметим, что Qt (ф, и) — 
целые функции экспоненциального типа 2v (i) но всем 
переменным. Далее, ох (ф, и) приближает ф (и) со скоростью 
наилучшего приближения (см. [1, стр. 360]); 

II <л(ф) — ф ||р < с (т) £^(ф) Р , 

где £ ,

л (ф) р — наилучшее приближение функции ф (м) с 
помощью целых функций экспоненциального типа v в 
норме Lv(Rm). Отсюда следует сходимость ряда (5) к 
раскладываемой функции ф (и) в норме Lv(Km). Кроме 
того, при 1 = 1 , 2 , . . . (пояснения ниже) 

II Qi ||р < 2c£ Y ( i _ 1 } (ф) р < c±Q (ф, v (i —1)~х)р. 

Первое неравенство следует из представления @$(ф) в виде 

Qt(4>) = К с о (ф) — Ф) + (Ф — о ч ( Ь 1 ) (Ф)) 
и из предыдущей оценки, последнее — из прямой тео­
ремы теории приближения [1, 5.2.1] (здесь сг = с± (т)). 
Отсюда, используя оценку (4) и неравенство Q (ф, 1 ) р < ; 
^ 2 || ф | | р , получим при i = i , 2 , . . . 

II (Мф)'Цр < c2^h п, р) || ф ||р2-*. (6) 

Неравенство верно и при i = 0, так как || Q0 (ф) | | р 

^ с (т) || ф | | р в силу известных оценок [1, 8.6]. 
2. Функцию / (и, у), продолжающую ф (и) с Rm на 

R n , будем строить в следующем виде | (равенство пока 
формальное): 

-. - TJ ОС-

/ (щ у) = Д = 0 Qi (Ф, и) Pi (г/). (О 

Для того чтобы определить функции Ft (у), рассмотрим 
целую функцию g(t) экспоненциального типа 1 из Lp (Rx) 
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(— сю <^ t <С о о ) . Будем считать, что | g (t) \ <^ g (0) = 1 
при t ЕЕ К] и, кроме того (это будет существенно в 
случае р = о о ) , ее преобразование Фурье g (X) = 0 при 
| Я | < ; 1/2. Положим 

Fi{y) = {H\i(i))2^£~\,(y), (8) 
где 

ф Л ? / ) = 2 - 8 П П , , g (2%У (9) 

Тогда 

р т = ( 1 / ^ ( 0 ) ^ ; ; " 2 - 5 = i ' ( ! ° ) 
если выбрать 

и (0 = S I S ! - 1 2 " = 2 " s ( i ) + 1 - 2 ~ s ( m ) + 1 > 2 ~ s W = ! / v (О-
( И ) 

При этом, в силу свойств g (t), для любого у ЕЕ Км 

< ( i / i i ( 0 ) i C r i 2 " ' = 1 - < 1 2> 

Из (12) и (6) следует, что 

< С о II (Ф) l | L p ( R m ) < с || Ф | | р

2 " ' - («) 

Следовательно, ряд (7) сходится при каждом у ЕЕ Rm в 
Z/ p ( R M ) , и его сумма, обозначенная / (и, г/), принадлежит 
L p ( R M ) по и. Кроме того, в силу равенства Ft (0) = 1 (10) 
и разложения ( 5 ) 

/ ( и , 0 ) - ^ 0 ^ ( Ф , ^ ) = ф ( и ) 

для почти всех и ЕЕ R M . Далее, в силу оценки (13), для 
любого 8 ^ 0 можно выбрать N = N (е, ф) ^> 0 столь 
большим, что 

Ж=1у + 1 И^г(ф)1к р (н т )<е/2. 

На основании неравенства (12) и предыдущего неравенст-
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ва имеем 

II / (•. у) - ф (•) l l L p ( R m ) < S t i II Qi (ф) II w 1 1 ~ l 7 i fo) i < 

< S f = 1 II <?i (Ф) | | L p ( R m ) I Ы I + 2 KLn+1 II < ? г ( ф ) | к р ( К т ) < 

< З Г = 1 1 ! < ? г ( ф ) И Ь ( К т ) | 1 - ^ ( 2 / ) | + 8 . 

Так как непрерывна и Ft(0) = 1, то 

1 1 / ( - , г/) - ф ( - ) 1 1 ь р ( к 1 П ) - > о (у-+о). 

Следовательно, ф (и) является следом функции / (и, у) 
на R т в смысле определения [1, стр. 281], или, что то же 
самое, / (г./, у) является продолжением функции ф (и) ЕЕ 
ЕЕ Lp (R m ) на все R n . 

3 . Осталось показать, что / (х) (или функция, эквива­
лентная / (х) в смысле /г-мерной меры) принадлежит клас­
су 5 p i / p ( R n ) . Прежде всего убедимся в справедливости 
оценки 

II Ф. | | l p ( r m ) < c 2 - s ( J № + 1 ) (1 < р < оо), (14) 

где с зависит только от т, п, р и g (t). При р = оо эта 
оценка очевидна: || g \\с <^ g (0) = 1. При 1 <^ р <^ оо име­
ем 

II g (2 S 0 | | V r o = I £ ( 2 S 0 1Р = 11 g I' 

откуда 

II Фа l k p ( R M ) < l T = m + i || g (2*X}) | | L P ( R L ) < 

< 2 - 5 ( M / P + 1 ) j [ g | | M ( R i ) i 

что и дает (14). 
Если учесть оценку снизу для \i (i) (11), то из неравен­

ства (14) следует, что (см. (8), i = 0, 1, . . ., 1 <; р < ; оо) 

II Fi | U p ( R M ) < cv (i) 2 - s ( i ) ( M / p + 1 ) < с 2 ^ 1 , м / р . (15) 

Теперь можно показать, что / (и, у) ЕЕ Lp (R n). Имеем (по­
яснения ниже) 

2 Г = В II Qi (Ф) ^ I I W < 2 с Е 1 о II <?* (Ф) Hbp(Rm) < 

< c i 1 1 ф | | ь р ( к т ) -
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Мы учли оценку (15), а в конце неравенство (13). Здесь с± 

не зависит от ф. Полученное соотношение доказывает схо­
димость ряда (7) в Lp ( R n ) , и его сумма в смысле этой схо­
димости совпадает с / (и, у) для почти всех (и, у) ЕЕ R n 

(см. [1, лемма 1.3.9]). 
Итак (см. (8)), 

1 (щ у) = 2 j i e 0 ^ = S ( I ) (VM- (0) Q%(ф.и) ф- (У) = 2 J S = 0 ( W » У)> 
(16) 

где 

^ S (и, У) = (1 /^ (0)(?*(Ф> ^)Ф5 (у) 
при *(*) < * < * ( * + 1) - 1 (* = 0,1, . . (17) 

Из приведенных ниже оценок будет видно, что ряд из 
|| ^slkpCR^) сходится, так что справа в (16) стоит функция 
из L p ( R n ) , совпадающая с / (и, у) почти всюду в R n . 
Действительно, справедливо даже более сильное (при 
1 ^ Р <С 0 0 ) утверждение 

S s ° l o 2 s M / P H % l l W = 

= K l o а / и с» II Qi (Ф> ik p ( R m > 2 К Г 1 2 Л / Р ii Ф. М м ) < 

< с v (о ii & (Ф) и w SL (i)2-8 < 
< 2 с 2 1 Г = 0 1 1 ^ ( ф ) | | г Л ) < С 1 | | Ф Л М я т ) . (18) 

(Первое равенство очевидно: мы сгруппировали члены 
ряда «по пачкам», а затем в каждой пачке использовали 
равенство (17). Следующее далее неравенство вытекает из 
оценки (14), кроме того, сумму по s заменили рядом. Сумма 
этого ряда не больше, чем 2 1 _ 8^> = 2/vJz),— отсюда следует 
предпоследнее неравенство. Последнее неравенство сле­
дует из оценки (13). Постоянная сг в нем не зависит от ф.) 
Осталось убедиться, что if>s (и, у) — целые функции 
экспоненциального типа 2 s + ] по всем Xj (1 <^ / п)а 

Для всякого s = 0, 1, . . . найдется i > 0 такое, что 
s (i) <^ s ^ s (i -f- 1) — 1- При этом % (и, у) определена 
формулой (17), где Qt (ср, и) — целая функция экспонен­
циального типа 2v(i) <^ 2 0 5 + 1 по всем Xj(l <^ j <^ т), 
а функция ф5(г/) — целая экспоненциального типа 2 s по 
всем Xj(m + 1 ^ / ^ п). Поэтому соотношения (16) и 
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(18) при 1 < ' р < оо показывают, что / (и, у) е= BflP ( R n ) и 

I I /11в<с З Г = 0 2 s M / p || гр5 | | L p ( R n ) < с 2 (m, п, р) || ср | | L ( „ , 

(см. эквивалентные нормы в классе Br

pQ [1, п. 5.6]). 
Осталось*завершить доказательство при р = оо. Пусть 

g f c(/, (и, г/)) —член * ряда по суммам Валле-Пуссена 
в R n для / (и, г/), отвечающего последовательности {2к} 
(к = 0,1, . . .) (см. [1, 8.6, 8.8]). По доказанному выше 
/ (и, у) ЕЕ С ( R n ) , поэтому ряд Валле-Пуссена сходится 
к / (и, у) в С ( R n ) и, тем более, слабо. Теорема будет дока­
зана, если мы получим неравенство 

означающее, что / е В0^ ( R J и || / | | в < с || ф | | С ( к } . 
Обозначим Рк = { 5 G R n : I Ы < 2* ( / = 1 , . . ., п)}, 
ф п(1) — преобразование Фурье в R n функции я|) (я), 
G (X) — преобразование Фурье в R x функции g (£), ^ Е R n 

и X Е Е Ri — двойственные переменные. Как известно, 
supp qk(f, I) Е (см. [1, 8.6]), а в силу определе­
ния г|)3 (и, у) (17), (19) и свойств функции g (t) (g (24) — 
целая функция типа 2s и ^gj2^i) (X) = 0 при | X | < 2 s - 1 ) 
получим supp APS(I) C Z P s + i \ P s _ i . Поэтому gfe(i|5S, x) = 0 
при 0 s & — - 2 и 5 > /t* + 2 (к = 2,3, . . . ) , а при 
к = 0,1 это верно для s ^ к -\~ 2. Следовательно, при 
к > 1 

Чи (/• (и, 2 / ) ) = ? Й ( Я 1 0 Ф., (и, 2 / ) ) = 2 £ 1 о g * ^ = 

и, аналогично, при ft = 0 

go (/ (и, у)) = q0 (%, (и, у)) + д0 ОФь (м, у)). 

Первое равенство в (20) следует из (16); чтобы обосновать 
второе, следует учесть равномерную сходимость ряда (16), 
затем обращение в нуль qk(tys, (и, у)) с номерами s, отлич­
ными от выписанных. Итак, при к !> 1 

9к (/) Hoc < С ( || l|)fc_, Цоо + || Цоо + || % + 1 Цоо), ( 2 1 ) 

2 j f c = 0 II ^ (Л II» < C К ») II Ф | |C(R_) , (19) 

? * 0 M « . 2 / ) ) (20) 

I l ? o ( / ) | | c c < c ( | h p 0 | | & + | hh | | 0 0 ) . (22) 
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Мы учли еще, что || qk(^) <; с (п) || ^ для любой 
функции г[> {и, у) е С (RJ. Из (21) и (22) и оценки (18) 
при р = оо следует требуемое неравенство (19). Теорема 
доказана. 
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