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1. Введение 

Топология в Математическом институте им. В. А. Стеклова АН СССР 
зародилась в 1934 г., фактически с самого создания института, когда в него при­
шел П. С. Александров. В 1936 г. сотрудником института становится Л. С. Пон-
трягин, вскоре возглавивший отдел топологии института. С 1939 г. сотрудни­
ком института становится и А. Н. Колмогоров, только что избранный дейст­
вительным членом Академии наук. Также с 1934 г. в институте работала и 
Л. В. Келдыш, но ее областью интересов была тогда теория функций, а в соб­
ственно топологию она пришла значительно позднее, уже в сороковых годах. 
Кроме того, важными вопросами топологической алгебры занимались бывший 
в конце тридцатых годов докторантом института будущий академик Анатолий 
Иванович Мальцев (работы которого тех лет относились к группам Ли и о ко­
торых сказано в другой статье) и в Ленинграде будущий член-корреспондент 
АН СССР Андрей Андреевич Марков (работы которого по топологическим груп­
пам относятся скорее к алгебре и будут освещены там). 

В институте, таким образом, уже в тридцатые годы собрались крупнейшие 
специалисты по топологии, но основные достижения предвоенной советской 
топологии: урысоновская теория размерности, теория компактных тополо­
гических пространств Александрова — Урысона, топологические теоремы 
А. Н. Тихонова, понятие нерва (П. С. Александров), общая теория гомологии 
и гомологическая теория размерности П. С. Александрова, примеры размерно-
неполноценных компактов Л. С. Понтрягина, теория характеров и закон 
двойственности Л. С. Понтрягина, теория когомологий и когомологическая 
операция А. Н. Колмогорова,— получены в основном в стенах Московского 
университета. 

Первым перенес свои исследования в Математический институт Л. С. Пон-
трягин, и его замечательные (выросшие из занятий гомологической теорией 
размерности) исследования гомотопических групп сфер и исследования в тео­
рии дифференцируемых многообразий могут по праву считаться первыми то­
пологическими исследованиями, проводившимися в стенах Математического 
института им. В. А. Стеклова АН СССР. Позже к этому направлению была 
привлечена большая группа молодежи: М. Ф. Бокштейн, В. Г. Болтянский, 
Р. В. Гамкрелидзе, Е. Ф. Мищенко, В. А. Рохлин. Непосредственными 
продолжателями исследований Л. С. Понтрягина в этом направлении стали 
M. М. Постников и С. П. Новиков. Изложению круга вопросов, связанных 
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с топологическими работами Л. С. Понтрягина и С. П. Новикова, посвящены 
специальные статьи, к которым мы и отсылаем читателя; исследованиям 
M. М. Постникова по основам гомотопической теории и близким вопросам 
посвящен третий раздел настоящего обзора. 

Исследования П. С. Александрова в конце тридцатых годов были по-преж­
нему связаны с общей гомологической теорией и законами двойственности 
в общих пространствах. До начала Великой Отечественной войны эти исследо­
вания продолжали вестись в основном в стенах Московского университета. 
С началом войны вместе с Академией наук П. С. Александров, тогда уже 
член-корреспондент АН СССР, эвакуируется в Казань, и с этого времени его 
топологические исследования становятся связанными главным образом с Ма­
тематическим институтом. В Казани к его тематике присоединяются Георгий 
Северьянович Чогошвили, а вскоре после войны — Кирилл Александрович 
Ситников и Нодари Алексеевич Берикашвили. 

Еще несколько лет спустя в эту группу в Математическом институте АН 
СССР входит Аркадий Анатольевич Мальцев. Основные достижения этого нап­
равления — удостоенная Государственной премии за 1943 год «Казанская» 
работа П. С. Александрова [1] и создание гомологической теории незамкну­
тых множеств Александрова—Чогошвили—Ситникова—Берикашвили — пред­
ставляли собой фундаментальный вклад в топологию и укрепили репутацию 
Математического института как одного из ярких топологических центров. 
Изложению вопросов, связанных с этим циклом, посвящен следующий, второй 
раздел обзора. 

С конца сороковых годов научные интересы Л. В. Келдыш начинают пе­
ремещаться (все время оставаясь в рамках теоретико-множественной матема­
тики) в сторону топологии. Ее внимание привлекает очень трудная задача 
о возможности с помощью открытого отображения отобразить куб на куб 
большей размерности. Эта задача, на решение которой были направлены уси-
лиямногих видных ученых того периода, восходила к самим истокам топологии. 
Интерес к ней был подогрет тем, что А. Н. Колмогоров в 1936 г., анализи­
руя замечательные примеры Л. С. Понтрягина, отметил возможность повыше­
ния размерности компакта при открытом отображении. С другой стороны, 
было известно, что размерность компакта при счетнократном открытом отобра­
жении повышена быть не может (П. С. Александров) и что квадрат не может 
быть отображен посредством открытого отображения на куб. Л. В. Келдыш, 
привлекая очень тонкие и глубокие геометрические соображения, решила за­
дачу, построив пример открытого монотонного отображения куба на куб боль­
шей размерности. В пятидесятые годы вокруг Л. В. Келдыш в Математическом 
институте начинает складываться небольшой, но интересный коллектив со­
трудников. В него входит сначала Алексей Викторович Чернавский, а затем 
Михаил Анатольевич Штанько. В центре внимания этой группы топологов — 
вложения в евклидово пространство, изучение стягиваемости группы автомор­
физмов евклидова пространства. Результаты и методы исследований этой груп­
пы, казавшиеся некоторое время лежащими вне основного русла развития 
топологии, не только оказались привлеченными к решению одной из кардиналь­
ных проблем топологии — проблемы кольца, но с каждым годом находили все 
большее число применений во всей геометрической топологии. Об этой тема­
тике мы скажем подробнее в последнем, четвертом разделе обзора. 

В середине 70-х годов отдел топологии пополнился еще одним сотрудником: 
им стал талантливый молодой тополог Евгений Витальевич Щепин, удивитель-
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ное геометрическое видение которого позволило ему уже в совсем молодом воз­
расте получить целый ряд очень сильных результатов. В частности, Е. В. Ще­
цин внес фундаментальный вклад в теорию обратных спектров — один из са­
мых мощных методов исследования и построения в сегодняшней топологий. 
Спектральная теорема Щепина, утверждающая, что в разумных предположе­
ниях два несчетных обратных спектра лишь тогда имеют гомеоморфные предель­
ные Пространства, когда они содержат изоморфные конфинальные подспектры, 
позволяет решить вопрос о гомеоморфизме двух пространств в ряде важных 
конкретных случаев. Заметим, что эта теорема носит сугубо «несчетный» ха­
рактер: никакой аналогичной теоремы для счетных спектров не существует. 

Один из ярких результатов Щепина, полученных этим методом,— теорема, 
дающая топологическую характеристику тихоновскому кубу (топологическо­
му произведению несчетного числа отрезков). Именно, всякий топологически 
однородный абсолютный ретракт гомеоморфен тихоновскому кубу. В то же 
время до сих пор неизвестно, верен ли аналогичный результат для гильбер­
това кирпича. Другой результат Щепина, утверждающий, что всякий биком­
пактный конечномерный абсолютный окрестностный ретракт метризуем, ока­
зал большое влияние на все дальнейшее развитие этой области топологии. 

2. Общая гомологическая теория 

Прежде чем перейти к работам 40—50-х годов, необходимо оглянуться на 
столь плодотворное в топологии предыдущее десятилетие. Начало работ по 
гомологической теории в СССР положила работа П. С. Александрова [2], в ко­
торой было введено понятие нерва системы {Ua} множеств как симплици'аль-
ного комплекса, вершинами которого служат элементы Ua системы и в кото­
ром на вершины Uа», . . Uа натягивается симплекс тогда и только тогда, 

к 
когда пересечение Г) Ua. соответствующих элементов непусто. П. С, Алексан-

г=1 г 

дров сразу же понял, что нервы бесконечно измельчающих конечных покрытий 
компакта бесконечно аппроксимируют этот компакт и позволяют свести изу­
чение его топологии к изучению некоторой последовательности конечных сим-
плипиальных комплексов. На базе понятия нерва П. С. Александровым в 
в 1925—1928 гг. была осуществлена большая программа изучения компакт­
ных'подмножеств евклидовых пространств и многообразий. Эта программа име­
ла два основных направления: непосредственное применение аппроксимаций 
компакта полиэдрами для задач теоретико-множественной топологии (один 
из первых результатов здесь — возможность вложения произвольного одно­
мерного компакта в трехмерное евклидово пространство; ^-мерный вариант 
этого утверждения оказался трудным и был получен — в рамках все той же 
идеологии — Л. С. Понтрягиным и независимо Небе л ингом) и перенос на ком­
пакты гомологических методов, развитых для полиэдров А. Пуанкаре. 

Этот перенос осуществляется достаточно просто; вот один из его вариантов. 
Рассмотрим последовательность {%п}± конечных измельчающихся разбиений 

к 
% п компакта К (т. е. последовательность конечных семейств %п = {Un, J i = i » 

таких, что: 1) U [Un, i] = К; 2) Un,k f] Un, t = 0 при к ф I; 3) для каждого 
г 

Un, к существует Un+lt i такое, что lUn+hl] £ [Un, к]; 4) lim max (diam Un% *) = 
П-+00 i 

= 0). Нерв ffin разбиения % n реализуем в виде полиэдра. Для последователь­
ности {Hs (3?,n, G)} 5-мерных групп гомологии легко определить предел: при 
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каждом п имеется естественный гомоморфизм 
Яп : Hs (0î n + 1, ff) -> Hs (Юя, G), 

отвечающий естественному симплициальному отображению 

ставящему всякой вершине Un+lt i ЕЕ 3ïn+i (очевидно, единственную) вершину 
Un, fcŒ9în, для которой [ f / n + 1 ) | ] c ^ п , »• Предельная группа последовательно­
сти { # s (9tn, G)} и объявляется 5-мерной группой гомологии компакта К. 

Конечно, здесь нужно еще доказать, что разные последовательности {°Цп} 
приводят к одной и той же группе. Это было сделано весьма быстро на основе 
следующей модификации приведенного выше определения. 

Рассмотрим частично упорядоченное множество всевозможных от­
крытых конечных покрытий % а компакта К относительно естественной упоря­
доченности % а <^ если для любого C7"ßw fc ЕЕ найдется хотя бы один эле­
мент Ua,iŒ°lla такой, что Щ% * ç: Uayi. 

Пусть 91а — реализованный в виде полиэдра нерв покрытия % а . При ß > а 
сопоставим каждой вершине U$ti ЕЕ Щ одну из вершин Ua,it з U^t. Получаем 
симплициальное отображение 

(точнее, целое семейство таких симплициальных отображений; однако нетруд­
но проверяется, что порожденный этими симплициальными отображениями 
гомоморфизм 

jig: ff) — Я в ( » « , ff) 
групп гомологии один и тот же); кроме того, 

Я а ° Л$ = Па П р и а <^ ß < J у . 

При этих условиях П. С. Александров говорит об обратном спектре и следую­
щим образом определяет его предельную группу 

Um{H8(iïa,G)} = Hs(K,G): 

элементами ее являются «цепочки» {h$} элементов h$ ЕЕ Н& (%, ff) такие, что 
я̂ Ар = ha. Групповая операция очевидна: {h$} + {ti$} = {h$ + feß}. 

Построенная теория гомологии (основные определения которой были даны 
П. С. Александровым), впоследствии была детально разработана Э. Чехом, 
носит сейчас название «теория гомологии Александрова —- Чеха». 

Таким образом, П. С. Александров решил задачу, которую совсем другим 
образом (техника е-циклов и е-гомологий) в частном случае плоской кривой рас­
сматривал Брауэр в его знаменитой работе «Об инвариантности замкнутой 
кривой» [31. 

Заметим также, что до прихода в эту тематику П. С. Александрова в топо­
логической литературе речь шла только о числовых характеристиках (числа 
Бетти, коэффициенты кручения) того, что мы сейчас называем группами го­
мологии. Первым, кто понял необходимость перехода от рассмотрения число­
вых характеристик групп к самим группам, была Э. Нётер, вовлеченная в круг 
топологической тематики П. С. Александровым. Ей же принадлежит и сам тер­
мин «группа гомологии». 

Одной из существенных частей выполненной программы был перенос 
П. С. Александровым закона двойственности Дж. Александера [4], связываю­
щего при фиксированной группе коэффициентов ранги групп гомологии поли­
эдра и его дополнения в сферическом пространстве, на случай компакта, лежа­
щего в сферическом пространстве. 
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П. С. Александров был одним из первых, понявших всю революционность 
подхода Александера, позволившего придать точный смысл восходящему еще 
к Лебегу замечанию о существовании в гс-мерном евклидовом пространстве 
зацепленных между собою многообразий Мр и Mq при р + q = п — I. 

Подведению итогов этого периода была посвящена широко известная работа 
П. С. Александрова [5]; заметим, что по ее выходе в свет П. С. Александров был 
избран (1929) по предложению Гильберта членом-корреспондентом Геттинген-
ской академии наук (на место умершего В. А. Стеклова). 

Яркой демонстрацией возможностей созданной теории служит построенная 
П. С. Александровым около 1930 г. гомологическая теория размерности, в ко­
торой гомологические методы применяются к одной из классических областей 
общей топологии — теории размерности ([6, 7, 8]). 

Замечательным дополнением к этой теории служат уже упомянутые при­
меры Л. С. Понтрягина двух двумерных компактов, произведение которых имеет 
размерность 3 (размерно-неполноценные компакты), в построении которых го­
мологические размерности Александрова по разным группам коэффициентов 
играли ключевую роль. С пониманием роли различных групп коэффициентов 
связан и основной фундаментальный вклад Л. С. Понтрягина в гомологическую 
теорию: он первым понял, что привлечение различных групп коэффициентов 
необходимо для описания механизма двойственности, если желать перейти от 
рассмотрения соотношений между числовыми инвариантами гомологических 
групп к рассмотрению соотношений между самими группами. Так, в «допонтря-
гинском» варианте двойственность Александера (в случае ли полиэдра и его 
дополнения, или в случае компакта и его дополнения) записывалась указанием 
базисов hf . . . hf ЕЕ Яр (X, G), h%\ . . ., hf ЕЕ Hq (Sn \ X, G), таких, что 
матрица || otj || коэффициентов зацепления циклов классов hp ^ и имеет про­
стейший (диагональный) вид; Л. С. Понтрягин ценой привлечения одновре­
менно двух групп коэффициентов впервые получает двойственность Алексан­
дера в классической форме 

Hг (К, A) I Hn-r-i (Sn \ К, Л*), 

где А I А*, группа А — дискретна и где вертикальная черта означает двой­
ственность групп в смысле понтрягинской теории характеров. 

Дальнейшее продвижение в этом направлении связано с именами А. Н. Кол­
могорова и Дж. Александера, которые в 1935 г. одновременно и независимо 
пришли к определению группы когомологий Нг {К, А) полиэдра (а вскоре 
и компакта) К [9]. С привлечением когомологий становится геометрически яс­
ным и содержание двойственности Пуанкаре, которая теперь записывается 
как 

Нг (Мп, А) ж H"" (ikf\ А), 

а двойственность Александера получает форму 
Нт.х (К, А) « Hr (Sn \ К, А). 

Не меньшее значение имело и введение теми же авторами первой когомологи­
ческой операции [10], позволившее говорить о кольце когомологий. Тем самым 
были созданы все предпосылки для создания гомологической алгебры — зада­
ча, полностью решенная лишь много лет спустя, но получившая твердую базу 
для своего решения в работах военных лет П. С. Александрова. 

Кульминацией всего этого большого и чрезвычайно плодотворного периода 
(1925—1935 гг.) была Московская топологическая конференция 1935 года — 

8 



первая когда-либо происходившая международная топологическая конферен­
ция. Это было действительно блистательное собрание многих из лучших то-̂  
пологов, существовавших тогда в мире. Основным устремлением конференции 
1935 г. было: представить топологию как целое, как единую математическую 
дисциплину и содействовать активному взаимопроникновению двух основных 
направлений этой дисциплины,— комбинаторно-алгебраического и теоретико-
множественного. Периоды, когда такое взаимопроникновение было особенно 
интенсивным, периоды синтеза алгебраической и теоретико-множественной 
топологии, относятся к наиболее продуктивным в развитии этой области мате­
матики. 

Первый из этих периодов — это период бессмертных топологических работ 
Брауэра, относящихся к 1909—1913 гг. Поразительная геометрическая интуи­
ция Брауэра в соединении с его мощным теоретико-множественным воображе­
нием позволила ему посредством постоянного применения симплициальных 
приближений и впервые определенной им степени отображения создать в то­
пологии новый метод, знаменитый брауэровский смешанный метод, méthode 
mixte, и этот метод привел к первому синтезу комбинаторно-алгебраической и 
теоретико-множественной топологий. 

Изложенные выше события 1925—1935 гг., начавшиеся определением нер­
ва покрытия топологического пространства и окончившиеся введением кого­
мологий и когомологической операции, дают достаточно оснований говорить 
об этом периоде как о втором периоде синтеза двух основных направлений 
топологии. 

Итак, к концу тридцатых — началу сороковых годов в общей гомологичес­
кой теории было накоплено много фактов — были определены несколько ти­
пов групп гомологии и когомологий по различным группам коэффициентов, 
установлена связь между группами гомологии по различным группам коэф­
фициентов, были установлены соотношения двойственности, устанавливающие 
связи между группами гомологии и когомологий одного и того же подмноже­
ства в многообразии и между группами гомологии и когомологий компакта и 
его дополнения в многообразии. Необходимо было провести полную система­
тизацию накопленных фактов с тем, чтобы, отбросив вытекающие из рассмот­
рений конкретных задач ограничения, получить основные факты теории гомо­
логии, так сказать, в чистом виде. 

Эта задача и была решена П. С. Александровым в его работе «О гомологи­
ческих свойствах расположения комплексов и замкнутых множеств» («казан­
ская» работа) [1], в которой изучаются связи между гомологическими свой­
ствами пространства X, его замкнутого подмножества А и открытого дополне 
ния G = X \ А. 

Коротко говоря, пользуясь современной терминологией, содержание работы 
можно описать так: в ней дано детальное описание структуры точной последо­
вательности 

... ~> Hr (А) — Hr (X) — Hr (X, А) -> Я г _ х (А) -> ... 

пары (X, А) для рассматривавшихся тогда теорий гомологии, хотя сама после­
довательность и не была выписана в явной форме: даны конкретные геометри­
ческие описания гомоморфизмов, ядер и образов этих гомоморфизмов, доказана 
точность в каждом элементе последовательности. 

Сначала в работе все проделывается для конечного клеточного комплекса 
X = К и его подкомплекса К0 = А. Затем — и это очень существенная часть 
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работы —с помощью метода проекционных спектров, опирающегося на поня­
тие нерва, все переносится на случай замкнутого подмножества произвольного 
локально-бикомпактного пространства. Конкретизируя ситуацию, П. С. Алек­
сандров получает как частные случаи все имевшиеся к тому времени соотноше­
ния двойственности в гомологиях (подробнее о конкретных результатах работы 
можно прочесть в [11]). 

Работа П. С. Александрова, оконченная в 1942 г., была сразу же очень высоко 
оценена; она была одновременно опубликована в СССР (Известия Академии 
наук) и в США (Transactions of the AMS [12]). В следующем, 1943 г. она была 
удостоена Государственной премии. К сожалению, эта работа не попала на 
период синтеза двух ветвей топологии, подобный описанному выше; в это вре­
мя началось быстрое развитие алгебраической топологии, основанное на при­
влечении очень тонкой и глубокой алгебраической техники. Расхождение двух 
направлений привело к тому, что основные факты «казанской» работы П. С.Алек­
сандрова, написанной на совсем другом языке, не были замечены своевременно 
и были переоткрыты представителями другого направления через много лет 
Заново. Тем более хочется еще раз отметить, что основы гомологической ал­
гебры были заложены в московской топологической школе. 

Дальнейшее развитие описываемого направления связано с переходом 
от замкнутых подмножеств локально-бикомпактных пространств к произволь­
ным подмножествам. Программа работ в этом направлении была сформулиро­
вана П. С. Александровым еще на Московской конференции 1935 г.—- найти 
такие определения гомологии и когомологий незамкнутых множеств, которые 
позволили бы, с одной стороны, сохранить соотношения двойственности и, 
с другой — охарактеризовать размерность множества. Технически путь до­
казательства двойственности был ясен еще в тридцатые годы: аппроксимация 
подмножества А сферы Sn изнутри компактами Ка С А приводит к аппрок­
симации подмножества Sn \ А извне открытыми множествами Sn \ Ка. Таким 
образом, для фиксированного а речь идет о двойственности групп гомологии 
пакта Ка и открытого множества Sn \ Ка. В случае незамкнутого А на этом 
пути было две трудности: в случае компактной группы коэффициентов топо-
логизировать предельную группу Y прямого спектра {Hr (КА, G)} компакт­
ных групп и доказать инвариантность формально зависящей от способа вложе­
ния Sn \ А в Sn предельной группы обратного спектра Hn-r-x (Sn \ Ка, G*). 
Г. С Чогошвили [13], занимаясь теорией спектров, наделил фактор-группу 
YIYQ ПО подгруппе незацепляемости Y0 топологией, а П. С. Александров, до­
казав инвариантность группы X, получил тем самым свою первую теорему 
двойственности [14] для незамкнутого подмножества сферического простран­
ства: 

YlY0\X. 

Однако заслуга построения гомологической теории незамкнутых множеств 
в полном объеме принадлежит в основном К. А. Ситникову. Дело в том, что 
рассматривавшиеся в законе двойственности Александрова группы не были 
«достаточно богатыми», чтобы характеризовать размерность множества. 
К. А. Ситников вводит в рассмотрение новую гомологическую группу Hr(A, G) 
незамкнутого множества А по дискретной группе коэффициентов G и отвечаю­
щую ей группу когомологий H1 (A, G) так, что имеет место изоморфизм [15] 

Hr (A,G)^Hn-r-.1(Sn\A1G), 
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причем группа Hr (A, G) полностью характеризует размерность множества А. 
Из изоморфизма Ситникова факторизацией по инвариантным подгруппам по­
лучается ряд других соотношений двойственности, в том числе двойственность, 
объектом которой является группа Вьеториса—Брауэра (этот результат не­
зависимо и из других соображений был получен также Н. А. Берикашвили [16]). 
Исследования К. А. Ситникова были продолжены в отделе топологии Матема­
тического института также А. А. Мальцевым, решившим, в частности, одну 
проблему Колмогорова, касающуюся гомологической теории размерности. От­
метим здесь также работы Е. Ф. Мищенко, который при изучении границ при­
менения двойственности типа Понтрягина получил, в частности, первую об­
ласть двойственности. 

Говоря здесь о фундаментальных работах К. А. Ситникова в гомологичес­
кой теории, нельзя не упомянуть о его работах, хотя формально не связанных 
не только с этим циклом исследований, но и вообще с топологией и в то же вре­
мя находящихся по своей геометрической сути в русле тех же рассуждений,. 

Речь идет о двух работах [17, 18] К. А. Ситникова по небесной механике^ 
выполненных соответственно в 1952 и 1960 годах и касающихся финального 
поведения в классической задаче трех тел. 

Эти две работы объединяет между собой и с другими работами Ситникова 
исключительно ясная и прозрачная геометрическая идея, настолько прозрач­
ная, что даже трудно себе представить, что с ее помощью решены задачи, по­
ставленные еще Пуанкаре и привлекавшие с тех пор постоянное внимание спе­
циалистов. 

Первая задача — возможность захвата в задаче трех тел. Вот ее решение 
К. А. Ситниковым. Пусть все время все три тела (скажем, равной массы) на­
ходятся в одной плоскости. Пусть два тела Ах и А2 совершают обычное движе­
ние вокруг общего центра тяжести и пусть третье тело проходит с гиперболи­
ческой скоростью из бесконечности так, что в момент времени t = 0 оно прохо­
дит на малом расстоянии г от второго тела перпендикулярно к отрезку, сое­
диняющему тела А2 и Аг. Если скорость приходящего из бесконечности тела 
достаточно велика, а расстояние г достаточно мало, то импульс, полученный 
теломА 2 , будет столь велик, что оно, как и 4 3 , уйдет в бесконечность по от­
ношению к Аг. Таким образом, все три расстояния между телами при t —> + оо 
будут неограниченно расти. Обращая теперь время, К. А. Ситников получает 
ситуацию захвата (образование «двойной звезды»). 

Вторая задача относится к возможности осцилляции в задаче трех тел, т. е. 
такого движения, при котором хотя бы одно из расстояний между телами не 
ограничено и в то же время не стремится к бесконечности. Вот идея решения. 
Пусть снова два тяжелых тела Ах, А2 равной массы обращаются в плоскости З0 

вокруг центра масс О по эллиптическим орбитам и пусть третье тело находится 
все время на перпендикуляре, проходящем через О. 

Пусть вначале третье тело имеет нулевую массу. Существует конечная ми­
нимальная скорость v0 такая, что тело А3, будучи пущенным вверх из точки О 
со скоростью v0, уйдет в бесконечность (тем самым с параболической скоростью). 
Тогда сколь угодно малым уменьшением скорости v0 можно добиться, чтобы те­
ло As через большой, но конечный промежуток времени вернулось в точку О. 
Подберем v± Œ {v0— е, v0) так, чтобы А3 вернулось в О в момент, когда рас­
стояние между первыми двумя телами растет с максимальной скоростью. Тогда 
в близких к SP симметричных точках сила, разгоняющая тело А3, будет больше, 
чем тормозящая в нижней точке, т. е. тело А 3 получит дополнительный импульс, 
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который легко оценить. В силу близости vx к v0 скорость v± можно выбрать при 
этом так, чтобы тело (снова с параболической скоростью) ушло в бесконечность 
вниз. Продолжая этот процесс, получаем в пределе такую начальную скорость 
V = lim vt, при которой тело совершает колебания относительно точки О с бес­
конечно растущей амплитудой, т. е. осциллирует. 

В случае конечной массы третьего тела передача импульса ему происходит 
за счет уменьшения энергии тяжелых тел, т. е. за счет изменения их орбит. 
Но если выбрать массу третьего тела достаточно малой, то параметры этих 
орбит изменятся настолько мало, что все оценки сохранят силу. 

3. Гомотопическая топология 

В 1947 г. в МИАНе начал работать M. М. Постников. 
Исследования M. М. Постникова по алгебраической топологии концентри­

ровались в основном вокруг двух проблем — проблемы гомотопической клас­
сификации непрерывных отображений и проблемы характеризации гомотопи­
ческого типа. 

Пусть X и Y — топологические пространства. В проблеме гомотопической 
классификации отображений X —> Y требуется для любых двух непрерывных 
отображений / , g : X —> Y указать необходимые и достаточные условия их го­
мотопности и на этой базе описать множество [X, Y] гомотопических классов 
всех непрерывных отображений X—>Y. Естественно при этом предполагать про­
странства X и Y связными. Кроме того, по ряду принципиальных и тех­
нических причин пространство X целесообразно считать клеточным. (Переход 
к более общим пространствам X составляет отдельную задачу со своей специ­
фикой и техникой.) На первых этапах — в основном до войны — традиционным 
было ограничение симплициальными X, но это ограничение было чисто техни­
ческим и не принципиальным, и мы его будем игнорировать. 

Первый результат по проблеме гомотопической классификации был получен 
Хопфом [19] в 1932 г., изучавшим отображения /г-мерного клеточного (на са­
мом деле — симплициального см. выше) пространства X в и-мерную сферу Sn. 
Хопф пользовался группами гомологии, но, когда в 1935 г. появились группы 
когомологий, почти сразу же было замечено (Уитни, [20]), что адекватный ап­
парат для проблемы классификации доставляют не гомологии, а когомологий. 

Ясно, что любое отображение X —> Sn гомотопно отображению, пере­
водящему (п — 1)-мерный остов X n _ 1 пространства X в некоторую (раз на­
всегда фиксированную) точку сферы Sn (такое отображение X —» Sn Уитни 
называет нормальным). Поэтому проблема классификации сводится к устано­
влению условий гомотопности нормальных отображений. 

Пусть / : X —> Sn — произвольное нормальное отображение. Тогда для 
любой я-мерной ориентированной клетки еп ЕЕ X ограничение / | е~п будет 
иметь вполне определенную степень (сферу Sn мы считаем ориентированной) 
и функция df : е »-*• deg (/ | ёп) будет га-мерным коциклом пространства X (с коэф­
фициентами в группе целых чисел Z). Этот коцикл называется характеристи­
ческим коциклом нормального отображения / , а его класс когомологий df — 
характеристическим классом. 

Т е о р е м а Х о п ф а (в формулировке Уитни) утверждает, что при 
dim X = п нормальные отображения /, g : X —> Sn тогда и только тогда го-
мотопнъц когда их характеристические коциклы когомологичны: 

df ~ dg. 
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Поскольку, как легко видеть, любой га-мерный коцикл является характеристи­
ческим коциклом некоторого нормального отображения, это означает, что 
формула 

[/] ь+ df 

устанавливает биективное соответствие 

[X, Sn] 44 Нп (X; Z), dim X = га, (1) 

между множеством гомотопических классов [X, Sn] и группой когомологий 
H71 (X; Z). 

Уитни заметил также, что этот результат (вместе с доказательством) немед­
ленно переносится на случай любого (га — 1)-связного пространства Y (т. е. 
такого, что nr Y = 0 при г < га). При этом df оказывается коциклом с коэф­
фициентами в группе я п У, а биективное соответствие (1) приобретает вид 

IX, Y] ^ Нп (X; nnY). (2) 

Доказательство теоремы Хопфа—Уитни использует редукцию задачи о го­
мотопности отображений / , g : X —> Y к задаче распространения отображения 
(х, 0) / (х), (х, 1) g (х) в пространство Y, заданного на подпространстве 
X X 0 (J X X 1 CZ X X / , на все пространство X X J. В общем виде задача 
распространения ставится для пары (X, А) и произвольного (нормального) 
отображения / : А —> Y. В ней требуется найти условия, обеспечивающие воз­
можность распространения отображения / на всех X. Для теоремы Хопфа— 
Уитни эту задачу надо решить в предположении, что А = X n n d i m X = га + 1. 
Конечно, для существования распространения отображения / необходимо, что­
бы коцепь df (являющаяся коциклом в А) была частью коцикла в X . Теорема 
распространения Уитни (непосредственным следствием которой является тео­
рема классификации Хопфа—Уитни) утверждает, что при dim X = га + 1 
это условие также и достаточно. 

Следующим шагом в проблеме классификации должно было быть изучение 
случая dim X = n + lnY== Sn. Этот шаг был сделан при га = 2 в 1938 г. 
Л. С. Понтрягиным ([21, 22]), который с этой целью ввел — для отображений 
X —» S2 — так называемые препятствия и различающие (несколько позже 
в общем виде введенные Эйленбергом см. [23]). 

Пусть / : Хп —> Y — непрерывное отображение га-мерного остова Xй кле­
точного пространства X в пространство Y (предполагаемое односвязным; это 
ограничение было в 1949 г. снято M. М. Постниковым; см. [24]). Ограничение 
отображения / на границу каждой (га + 1)-мерной ориентированной кле­
тки en+1 ЕЕ X определяет некоторый элемент cf (en+1) ЕЕ я п У . Возникающая 
(га + 1)-мерная коцепь cf : en+1 cf (en+1) пространства X над группой nnY 
оказывается коциклом. Она равна нулю тогда и только тогда, когда отобра­
жение / распространяется на X м и на этом основании называется пре­
пятствием к распространению отображения / . Если cf = 0 и, значит, суще­
ствует распространение / ' : X n + 1 —» Y отображения / ' , то препятствие cf» 
к распространению отображения / ' (являющееся (га + 2)-мерным коциклом 
над группой Лп+iY) называется вторым препятствием к распространению ото­
бражения / и обозначается символом zf. 

Пусть отображения / , g : Xй Y совпадают на X 7 1" 1 и пусть еп ЕЕ X . Счи­
тая сферу Sn склеенной из двух экземпляров клетки еп, определим отображение 
Sn —• F, предполагая его на одном экземпляре этой клетки совпадающим 
с / , а на другом — с g. Пусть dUg (еп) ЕЕ nnY — гомотопический класс этого 
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отображения и пусть dftg — коцепь еп dftg (еп). Эта коцепь называется раз­
личающей для отображений / и g. Она равна нулю тогда и только тогда, когда 
отображения / и g гомотопны относительно Хп~х. Кроме того, 

ô d / , g = cg — cf- (3) 
Если пространство Y (п — 1)-связно и отображение / : Xй —> Y нормально, 

то df — d^j, где * — постоянное отображение, а значит, согласно формуле (3) 
Cf = Ôdf. 

Это равенство называется формулой для первого препятствия. Теорема рас­
пространения Уитни является непосредственным ее следствием. 

Таким образом, доказательство теоремы Хопфа—Уитни идет по схеме 
формула для препятствия 

теорема распространения (4) 

t 
теорема классификации. 

Применив формулу (3) к двум распространениям данного отображения 
/ : Xй —> Y на Хп+1 (и соответственно этому заменив п на п + 1), мы немедлен­
но найдем, что для любого отображения / : Xй —> Y, распространимого на 
Хп+1, класс когомологий zf его второго препятствия zf однозначно определен 
отображением / (не зависит от выбора распространения). При этом zf = О 
тогда и только тогда, когда f распространило на Хп+2. 

При п = 2 и Y = S2 группы nnY = nnS2 и nn+1Y == n3S2 изоморфны груп­
пе Z и потому для любого нормального отображения / : Х 2 ~ > S2 распростра­
нимого на X 3 , классы когомологий df и Zf (соответственно размерностей 2 и 4) 
можно рассматривать как классы с коэффициентами в группе Z. В частности, 
можно говорить о произведении df (J df класса df на себя. 

Ф о р м у л а П о н т р я г и н а д л я в т о р о г о п р е п я т с т в и я 
утверждает, что при Y = S2 имеет место равенство 

zf = 2df U elf. (5) 

Следовательно ( т е о р е м а р а с п р о с т р а н е н и я П о н т р я г и н а ) , 
отображение / : X2 -> S2 тогда и только тогда распространимо на X 4 , когда 
ôdf = О и 2df (J df = 0. Соответствующая т е о р е м а к л а с с и ф и ­
к а ц и и П о н т р я г и н а утверждает, что два отображения / , g : X3 —> Sz, 
совпадающие на X2 (в силу теоремы Хопфа—Уитни только этот случай и инте­
ресен), тогда и только тогда гомотопны, когда существует такой элемент 
е ЕЕ H1 (X; Z), что 

du ê = 2d (J е, где d = df = dg. (6) 

Это дает следующее описание множества IX, S2] при dim X = 3: 
а) множество [X, S2] распадается в объединение непересекающихся под­

множеств О (d), являющихся прообразами классов когомологий d ЕЕ H2 (X; Z) 
при отображении 

[X, S2] ~> H2 (X; Z), [/] dfi 

б) каждое множество О (d) находится в биективном соответствии с коядром 
гомоморфизма 

H1 (X, Z) -> Я 3 (X, Z), е -> 23 U е. 

Лучшего описания желать невозможно. 
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При п 2 группы jin+iSn являются группами второго порядка, что из-за 
двойки в формуле (5) создало ложное впечатление (см. [21]), что при п ]> 2 вто­
рое препятствие zf всегда равно нулю. На самом же деле, как показал в 1946 г. 
Стинрод (см. [25]), при п^> 2 имеет место следующая ф о р м у л а С т и н р о -
д а д л я в т о р о г о п р е п я т с т в и я : 

*f = Sq2df (7) 

вместе с соответствующими теоремами распространения и классификации (по­
лучающимися по той же общей схеме (4)). 

После работы Стинрода остро встал вопрос об объяснении двойки в формуле 
Понтрягина. Ответ на этот вопрос был получен M. М. Постниковым, который 
заметил, что на группе n2S2 определено умножение Уайтхеда, причем произве­
дение образующей этой группы на себя как раз равно удвоенной образующей 
группы n3S2. Поэтому если мы определим укак умножение в группе Н2(Х; n2Y) 
со значением в группе i / 4 (X; я 3 У ) на основе умножения Уайтхеда, n2Y (х) 
(g) n2Y —> n3Y, то формула Понтрягина (5) приобретает вид 

= df U df, (8) 

в котором «таинственная» двойка исчезла и который имеет смысл для любого 
односвязного Y. 

Естественно поэтому предположить, что формула (8) справедлива для 
любого односвязного пространства Y. Однако это оказалось неверным, и, как 
показал M. М. Постников (см. [26]), в общем случае формула для второго пре­
пятствия имеет вид 

zf = Kb2äf, (9) 

где Kb2 — некоторая новая когомологическая операция, переходящая при 
ii2Y = Z в операцию d к> d (J d, а при n2Y = Z2 в операцию, ранее введенную 
Л. С. Понтрягиным (см. [27]) для других целей (на этом основании операция 
Kb2 называется квадратом Понтрягина). В соответствующей теореме класси­
фикации Постникова появляется другая операция Kb1, названная по предло­
жению Г. Уайтхеда [28] квадратом Постникова. Общее изучение операций 
КЪп для любого п было предпринято M. М. Постниковым в [29]. 

M. М. Постников получил также аналог формулы (9) (а значит, и соответ­
ствующие теоремы распространения и классификации) для отображений 
(п + 1)-мерного клеточного пространства X в (п — 1)-связное пространство Y 
и при п^> 2 (см. [32]). 

Все это составляет т е о р и ю П о с т н и к о в а в т о р о г о п р е ­
п я т с т в и я . 

Каждое непрерывное отображение / : X Y может быть отождествлено 
с сечением 

I - ^ I X 7 , х ь+ (х, / (х)) 

тривиального расслоения X X Y X. Это ставит задачу о переносе результа­
тов о непрерывных отображениях на случай сечений любых (локально триви­
альных) расслоений. Перенос определений и общих свойств препятствий и раз­
личающих на этот общий случай, так же как и доказательство аналога форму­
лы для первого препятствия, затруднений не вызывает (см. [31]; заметим, что 
знаменитые характеристические классы Штифеля—Уитни, Чженя и Понтря­
гина естественнее всего интерпретируются именно как некие первые препятст­
вия). Перенос на случай сечений теории Постникова второго препятствия был 
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осуществлен в 1956 г. В. Г. Болтянским (см. [32]), доказавшим формулу Бол­
тянского для второго препятствия. Частными случаями формулы Болтянского 
являются формулы Постникова и Стинрода. 

Если Zf = О, то для распространения отображения / возникает третье пре­
пятствие, затем четвертое, пятое и т. д. Общая теория такого рода высших 
препятствий оказалась тесно связанной с другим направлением деятельности 
M. М. Постникова — с его теорией гомотопического типа. 

Исторически эта теория восходит к теореме Пуанкаре о том, что абелиани-
зация фундаментальной группы я х Х изоморфна группе гомологии •Н1 (X; Z). 
В 1942 г. Хопф показал (см. [33]), что в случае, когда тс2Х = 0, группа пгХ 
определяет также и группу Н2 (X; Z), а к 1945 г. обобщил этот результат на 
любые асферичные пространства (см. [34]). Результаты Хопфа были существен­
но упрощены и обобщены в серии работ Эйленберга и Маклейна (см., например, 
обзор Эйленберга [35]). Успех Эйленберга и Маклейна объяснялся прежде всего 
тем, что они перешли от гомологии к когомологиям. Их работы заложили осно­
вы общей теории когомологий групп и легли в основу гомологической алгебры. 
В несколько модернизированном виде их основные результаты, полученные 
к 1950 г., могут быть описаны следующим образом. 

Пусть (X, х0) —пунктированное топологическое пространство. Симплици-
альное подмножество M = M (X) сингулярного симплициального множества 
S (X) называется минимальным, если S ({х0}) С М и если для любого сингуляр­
ного симплекса о EES (X), все грани которого лежат в М, существует в M 
единственный симплекс, гомотопный (относительно границы) симплексу о. 
Легко видеть, что минимальные подмножества существуют и любые два мини­
мальных подмножества изоморфны. Кроме того, вложение M El S (X) инду­
цирует изоморфизм групп (ко)гомологий (представляет собой цепную эквива­
лентность). В случае, когда пространство X является пространством К (я, п) 
(т. е. я г Х = 0 при г Ф п и ппХ = я), подмножество M изоморфно симплици-
альному множеству H (я, га), симплексами размерности г которого являются 
га-мерные коциклы r-мерного стандартного симплекса Д г и операторы граней 
которого индуцированы вложениями А7"1 в А г в качестве граней (а операторы 
вырождения — проекциями A r + 1 ->- А г). Для построения этого изоморфизма 
определим на M га-мерную коцепь dn (являющуюся, как легко видеть, коцик­
лом), значение dn (о) которой на га-мерном симплексе о ЕЕ M равно элементу 
группы я = я п Х , определяемому этим симплексом (являющимся, очевидно, 
отображением ( Д п , À n) (X, х0)). Тогда изоморфизм 

Ф : M ->- H (я, 72) 
будет задаваться формулой 

Ф (а) - o*dn, 

где сг : Л г - > X — произвольный симплекс из М. 
Более того, коцикл dn, a значит, и отображение ф, определены для любого 

(га — 1)-связного пространства X, причем если пгХ = 0 при га < г < гаг, 
то отображение ф будет изоморфизмом в размерностях < гаг (и, значит, будет 
индуцировать изоморфизм групп гомологии). При га = 1 это дает результаты 
Хопфа. 

В размерности гаг отображение ф будет обладать лишь сечением (т. е. обрат­
ным справа отображением г|)). Пусть такое сечение выбрано. Тогда для любого 
(гаг + 1)-мерного симплекса о ЕЕ H (ппХ, га) симплексы (а<*>), 0 < i < m + 1, 
будут образовывать в M симплициальную гаг-мерную сферу и, значит, будут 

16 



определять некоторый элемент кт+1 (о) группы птХ. Получающаяся функция 
к т л 1 : о i-* hm+1 (о) является коциклом, класс когомологий которого не зависит 
от выбора сечения Эйленберг и Маклейн называют этот коцикл к-инвариантом 
пространства X (обладающим тем свойством, что пгХ = 0 при г < m и г Ф ri). 

Пусть G — группа и Z (km+1, G) — группа всех пар вида (р, с), где р — такой 
гомоморфизм п т Х G , что pkm+1 ~ 0, а с — такая m-мерная коцепь из 
Ст(Н (ппХ, я); G), что ôc = ркт+1. Пусть, далее, Е (km+1, G) — фактор-группа 
группы Z (km+1, G) по подгруппе всех пар вида (0, öd), где d ЕЕ С171'1 (Н (ппХ, 
я); G). Заключительная теорема Эйленберга и Маклейна утверждает, что 
группа Е (km+1, G) изоморфна группе Нт (X; G) (см. [36]). 

В Москве эти результаты Эйленберга и Маклейна стали известны зимой 
1950-^-1951 гг. Ознакомившись с ними, M. М. Постников понял, что: 

а) введенная Эйленбергом и Маклейном группа Е (km+1, G) является на самом 
деле m-мерной группой когомологий некоторого симплициального множества, 
строящегося по H (ппХ, п) и кт+1; 

б) построение этого множества можно итерировать, что приведет к алгеб­
раическому описанию минимального множества M любого связного тополо­
гического пространства X. 

Указанное построение (для случая односвязного X) состоит в следующем: 
Пусть К — произвольное симплициальное множество, я — абелева группа 

и кт+1 — коцикл в К над я. Для любого симплекса G ЕЕ К определено его 
характеристическое отображение Х0 : Дг —> К, г = dim о, и, значит, коцикл 
%*&m + 1 ЕЕ Z m + 1 (Дг; я). Рассмотрим множество К' всех пар (о, с), где о ЕЕ К, 
а с — такая коцепь из Ст (Дг; я), г — dim о, что Ос = %*/Ът+1« Относительно 
естественных операторов граней и вырождения /Гявляется симплициальным 
множеством, а каноническая проекция у : К' К, (а, с) ^ о — симплициаль­
ным отображением. При этом в размерностях <С m проекция у является изомор­
физмом, а в размерности m обладает сечением о (о, 0). 

Используя эту конструкцию, M. М. Постников сопоставляет каждому од-
носвязному пространству X (на самом деле он дает более общее построение, не 
требующее односвязности, но за недостатком места мы не будем ее описывать) 
последовательность (башню) симплициальных множеств 

обладающую следующими свойствами: 
а) К2 = H(n2X,Z); 
б) для любого п ^> 2 существует такое симплициальное отображение ап : 

: M (X) Кп, являющееся в размерностях ^ п изоморфизмом, что ап = 

в) для любого п Z> 2 симплициальное множество Кп+1 является множеством 
К', построенным для симплициального множества К = Кп, группы я = 
= пп+1Х и некоторого коцикла knEEZn+2 (Кп, лп+1Х) (при п = 2 являющемуся 
^-инвариантом Эйленберга и Маклейна, а при п^> 2 аналогичным образом 
строящемуся с помощью изоморфизма ап по сечению предыдущего отображе­
ния уп-±). 

Естественным образом определяется «предел» Коо башни (10), изоморфный 
(в силу условия б)) минимальному множеству M (X) и, значит, обладающий 
тем свойством, что для любой группы G 

71+1 < ~~ * • • J (10), 

Я * (К*; G) = H* (X; G). (И). 
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Результаты Эйленберга и Маклейна получаются отсюда при ограничении 
в башне (10) лишь первыми двумя нетривиальными этажами. 

Формула (И) изложена (в несколько других обозначениях) в заметке 
M. М. Постникова [37] и в его полной публикации [38]. 

После установления изоморфизма (11) M. М. Постников занялся более вни­
мательным изучением связи между S (X) и M (X). Введя понятие геометриче­
ской реализации симплициального множества (что одновременно было сделано 
Дживером [39] и несколько позже, но зато значительно экономнее, Милнором 
140]), он доказал, что пространство] M (X) \ является деформационным ретрак-
том пространства \ S (X) | (в настоящее время — после работ Кана — пере­
ход к пространствам в такого рода утверждениях не нужен) и, значит, что 
пространство \ M (X) \ слабо гомотопически эквивалентно пространству X. 
Поскольку M (X) полностью восстанавливается (в виде Коо) по башне (10), 
это доказывает, что башня Постникова (10) определяет весь слабый гомотопиче­
ский тип пространства X (а не только его группы когомологий). Тем самым 
было достигнуто полное алгебраическое описание слабого гомотопического типа 
любых пространств. 

В 1961 г. за эти результаты M. М. Постникову была присуждена Ленинская 
премия. 

В дальнейшем башни Постникова были предметом многочисленных исследо­
ваний, обобщений и уточнений как у нас, так и за рубежом. 

Почти сразу же было замечено (по-видимому, Серром), что геометрические 
^реализации отображений уп являются расслоениями и, значит, возможен «то­
пологический» вариант теории, в котором «этажи» КТ являются топологически­
ми пространствами, а отображения уп расслоениями. В настоящее время этот 
вариант в основном и излагается в учебниках (см., например, [41] и [42]). 

С другой стороны, Мур перенес конструкцию башни Постникова на случай 
произвольных отображений X ->- У, получив так называемую башню Мура— 
Постникова. Башня Постникова (10) получается при У = {g0} (а при X = 
= {х0} получаются так называемые убивающие пространства пунктированного 

лространства (У, у0) в смысле Картана и Серра). 
После того как в 1952 г. Серр ввел понятие когомологической операции 

м на этой базе постепенно оформилось понятие когомологической операции выс­
шей ступени, стало ясно, что га-этажные башни Постникова являются не чем 
иным, как универсальными примерами для когомологических операций га-й 
ступени, и, значит, что общая теория когомологических операций в точности 
равносильна общей теории башен Постникова. 

С другой стороны, анализ ф о р м у л д л я в ы с ш и х п р е п я т с т в и й 
показал, что каждая из них является не чем иным, как выражением соответст­
вующего препятствия через характеристический класс данного отображения 
посредством некоторой когомологической операции (а именно, операции, 
задаваемой классом когомологий Un, отвечающим га-му этажу башни простран­
ства Постникова У) . Это дало общее решение проблемы классификации отобра­
жений X ->• У (через группы когомологий пространства X и башню Постнико­
ва пространства У) для любых пространств Z и У (см. [43]) и, в частности, пока­
зало, что теория Постникова второго препятствия есть, по существу, вычисле­
ние второго этажа башни Постникова произвольного пространства У . 

Мы видим, таким образом, что в общих концепциях M. М. Постникова 
гармонично сливается целый ряд исходно никак не связанных друг с другом 
понятий и конструкций алгебраической топологии. К сожалению, все это под-
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робно и с современных позиций нигде не изложено и остается на уровне «фоль­
клорных» теорем и лекционного преподавания. В США все эти связи впервые 
были осмыслены, по-видимому, Ф. Питерсоном, который неоднократно излагал 
их на лекциях (см., например, учебник [42]). В частности, Питерсон заметилг 

что башня Постникова пространства У определяет для любого клеточного про­
странства X фильтрацию множества [X, У ] , что дает в случае, когда это множе­
ство является группой, т. е. в так называемой стационарной ситуации, спек­
тральную последовательность, сходящуюся к [X, У ] . 

Теория Постникова второго препятствия при п ^> 2 является с этой точки 
зрения не чем иным, как подробным описанием этой спектральной последова­
тельности, когда dim X = п + 1 и я 2 У = 0 при г < п. 

В общем случае, когда [X, У] не является группой, необходимо предвари­
тельно обобщить понятие спектральной последовательности на случай, когда 
не все ее члены являются группами. Это было сделано M. М. Постниковым и, 
по-видимому, Картаном, но осталось неопубликованным. 

В последнее время понятие башни Постникова начало переноситься в другие* 
категории (даже лежащие вне топологии), но это уже выходит за хронологиче­
ские рамки нашего изложения. Отметим только работы учеников M. М. Пост­
никова Ю. Б. Рудякова, А. В. Пажитнова и А. В. Хохлова, в которых башня 
Постникова определяется и изучается не для пространств, а для спектров.. 
В частности, в этих работах для некоторых спектров впервые вычислена полная 
башня Постникова. 

4. Геометрическая топология 

Содержание термина «геометрическая топология» неоднократно менялось 
с течением времени. При создании, при активном участии М. Ньюмена, этого 
направления в него включались главным образом исследования комбинаторных 
многообразий, концентрировавшиеся вокруг «Hauptvermuttung» — гипотезы, 
включающей триангулируемость всякого многообразия, т. е. гомеоморфность 
любого топологического многообразия полиэдральному. Позже и вообще все 
вопросы, связанные с гомеоморфизмами многообразий, стали включаться 
в геометрическую топологию, а затем и вопросы, связанные с вложениями, по­
гружениями, непрерывными отображениями в многообразия. Сюда же относят 
и все вопросы многообразий малой размерности (в особенности гомотопические, 
так что и всю область иногда называют гомотопическими вопросами общей то­
пологии). 

В Математическом институте исследования в этой области начались 
в 40-х годах, когда интересы Л. В. Келдыш постепенно стали перемещаться 
из дескриптивной теории множеств в топологию. Первые ее результаты в этом 
направлении являются промежуточными для дескриптивной теории множеств 
и топологии. 

Л. В. Келдыш исследовала связи между открытыми отображениями и 
Л-множествами. Основной ее результат состоит в том, что всякое Л-множество 
пространства Бэра является открытым образом множества, являющегося пере­
сечением Fc и GÔ. В то же время, как это было показано еще Хаусдорфом, 
множества типа G0 инвариантны относительно открытых преобразований. Этот 
неожиданный результат был установлен оригинальным геометрическим кон­
структивным методом. 

Дальнейшие топологические исследования Л. В. Келдыш посвящены теории 
непрерывных отображений компактов в тесной связи с теорией размерности. 
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Отличительной особенностью всех ее работ в этой области снова является их 
конкретный, геометрический характер. 

Основная проблема, интересующая здесь Л. В. Келдыш, это трудная про­
блема, заключающаяся в выяснении тех условий, при которых непрерывное 
отображение повышает размерность. В этой области Л. В. Келдыш получила 
ряд очень тонких и интересных результатов, среди которых первым была заме­
чательная теорема о неприводимых отображениях отрезка на куб любого числа 
измерений. При этом под неприводимым отображением какого-нибудь тополо­
гического пространства X на топологическое пространство У понимается такое 
непрерывное отображение пространства X на У, при котором всякое, отличное 
от всего пространства X замкнутое множество A d X отображается на собст­
венное подмножество пространства У, т. е. (/ (А) Ф У) . Результат Л. В. Кел­
дыш гласит: всякое неприводимое отображение / сегмента / на га-мерный куб 
Iй может быть представлено в виде суперпозиции 2 (га — 1) непрерывных отоб­
ражений: , 

/ - фп-х-фп-! . . . ф А , ^ ) 
где все г|)г суть нульмерные отображения, не повышающие размерность, а все 
фг- суть двукратные отображения, каждое из которых повышает размерность 
ровно на единицу (непрерывное отображение называется нульмерным, если при 
этом отображении прообраз каждой точки есть нульмерное множество; непре­
рывное отображение называется двукратным, если прообраз каждой точки 
состоит не более чем из двух точек и имеются точки, прообраз которых состоит 
ровно из двух точек). 

Так как при двукратном отображении размерность не может повыситься 
более чем на единицу, то результат Л. В. Келдыш является окончательным и 
полностью выясняет картину, имеющую место при неприводимых отображениях 
кривых Пеано [44]. В последующих работах этот результат был перенесен на 
отображения га-мерного куба на куб большей размерности. 

Почти десятилетние исследования механизма повышения размерности при­
вели Л. В. Келдыш к результатам, которые до сих пор остаются в этих вопро­
сах главными достижениями. Ей принадлежат здесь наиболее геометричные и 
вместе с тем наиболее трудные конструкции примеров, показывающих, что уже 
в области элементарно-геометрических объектов условие открытости не предо­
храняет от возможности повышения размерности как для нульмерного, так и для 
монотонного (отображение монотонно, если прообразы всех точек суть конти­
нуумы) случая. Построив сначала монотонное отображение трехмерного куба 
на четырехмерный куб, Л. В. Келдыш показала затем, что при простых усло­
виях на отображение (которым легко удовлетворить и которые выполняются 
в ее примере), можно преобразовать монотонное отображение в монотонное и 
открытое. Тем самым был получен основной во всей тематике результат: дока­
зана возможность открыто и монотонно отобразить трехмерный куб на куб лю­
бой размерности (и гильбертов параллелепипед) [45, 46]. 

Основная геометрическая идея Л. В. Келдыш состоит в том, что начиная 
с размерности к = 3 для любого е > 0 можно найти ô 0 (так, что 6 - > О, 
когда 8 0) и вложение /V-мерного куба в (к + 1)-мерный так, что будут удов­
летворены следующие два условия: образ вложения е-плотен в Ik+1 и для лю­
бых двух точек в образе, расстояние между которыми меньше 2е, существует 
в образе дуга, соединяющая их, диаметр которой меньше 6. Устремляя е к нулю, 
можно подобрать последовательность вложений, сходящуюся к отображению 
/ к на Ik+1, которое автоматически будет монотонным. 
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Стоит еще раз подчеркнуть, что этот результат Л. В. Келдыш был в боль­
шой степени неожиданным. Было известно, что открытым отображением раз­
мерность отрезка повысить нельзя и что монотонным открытым отображением 
нельзя повысить размерность квадрата (как уже упоминалось, с 30-х годов 
существовали примеры открытых отображений, повышающих размерность, 
но отображающее пространство в этих примерах было экзотическим. Пример 
Колмогорова базировался на понтрягинской (двумерной) поверхности К, 
участвовавшей в опровержении гипотезы сложения размерностей dim К X 
X M = dim К + dim AT. Понтрягинская поверхность К строилась как про­

странство орбит действия 2-адической группы на кривой Менгера и была по­
этому открытым образом (одномерной) кривой Менгера. В последующем (Каж­
дая, Локуциевский, Келдыш) были построены и открытые отображения кривой 
Менгера на «хорошие» пространства, даже на квадрат, но все-таки эти примеры 
воспринимались как аномалии, связанные со сложной структурой отображае­
мого пространства. И только Л. В. Келдыш показала, что это не так. 

Работы Л. В. Келдыш в этом направлении продолжили ее первые ученики 
{Р. Л. Фрум-Кетков, А. В. Чернавский, В. П. Компанией;, А. Б. Сосинский), 
применившие технику Л. В. Келдыш (в частности, ее прием переделки моно­
тонных отображений в монотонно-открытые) к целому ряду структурных про­
блем, касающихся размерности отображений. Так, Р. Л. Фрум-Кетков [47] 
доказал известную гипотезу о необходимости существования зацепленных про­
образов точек при таких отображениях, а А. В. Чернавский указал конкретно, 
в каких размерностях можно обеспечить ацикличность прообразов точек. 

В начале 60-х годов Л. В. Келдыш перешла к исследованиям в собственно 
геометрической топологии, которая именно в это время начала бурно разви­
ваться. Связующим звеном для нее послужили работы по отображениям евкли­
довых пространств. Все работы Л. В. Келдыш этого периода так или иначе 
связаны с понятием псевдоизотопии, т. е. такой гомотопии, которая в каждый 
момент, кроме последнего, является гомеоморфизмом. Иначе говоря, речк 
в этих работах идет об отображениях, аппроксимируемых гомеоморфизмами. 
По существу, уже ее пример монотонного отображения куба на куб большей 
размерности получался из некоторого вложения с помощью псевдоизотопия 
объемлющего куба. Понятие плавного континуума, которое она ввела в работе 
о преобразовании монотонного отображения в монотонно-открытое, стало под 
названием клеточного континуума одним из самых рабочих инструментов 
в новой области. Дело в том, что прообразы точек для отображений, аппрокси­
мируемых гомеоморфизмами, являются клеточными континуумами (т. е. пере­
сечениями вложенных последовательностей топологических дисков). 

Отображения евклидовых пространств с клеточными прообразами точек и 
отображения с точечными прообразами точек (подмножество A çz Ек точечно, 
если Ек \ А гомеоморфно дополнению Ек \ {х} к одноточечному множеству) 
в 60-е годы очень активно изучались в ряде топологических школ, например 
в школе Р. Бинга в США. В частности, Бингу удалось опровергнуть гипотезу, 
что при точечном отображении (с точечными прообразами точек) образ ф (Ек) 
обязан быть гомеоморфным Ек. В эту проблематику, связанную с изучением то­
чечных, клеточных, клеточно подобных отображений евклидовых пространств% 

с изучением аппроксимаций таких отображений гомеоморфизмами, аппрокси­
мации вложений в евклидово пространство «хорошими» (локально-плоскими) 
вложениями, и включилась Л. В. Келдыш с ее семинаром в Математическом 
институте. 

21 



Л. В. Келдыш начала здесь работу с доказательства теорем, которые были 
близки по характеру к ее предыдущим результатам. Она дала критерии того,, 
когда образы Еп при монотонных отображениях с клеточными прообразами 
точек вкладываются в Еп+1 (или гомеоморфны Rn) [48, 49]. 

Особенно большое внимание в семинаре Л. В. Келдыш было уделено двум 
вопросам: вопросу о структуре группы автоморфизмов евклидова пространства 
и вложениям в евклидовы пространства. 

В первом направлении очень большие достижения связаны с именем 
А. В. Чернавского. Начав с изучения подгруппы SH (Ек) стабильных гомео­
морфизмов группы H (Ек) топологических преобразований, порожденной го­
меоморфизмами, тождественными на некотором открытом множестве (такие 
гомеоморфизмы могут быть получены изотопией от тождественного отображе­
ния), А. В. Чернавский получил затем свой центральный результат: доказал 
локальную стягиваемость группы гомеоморфизмов топологического многооб­
разия [50]. Этот результат быстро нашел очень глубокие применения; в част­
ности, с его помощью Керби и Зибенману удалось решить так называемую 
проблему кольца (и тем самым проблему стабильности гомеоморфизмов). 

Основная проблема вложения состоит в выяснении топологической эквива­
лентности двух вложений ft : X Е}'\ i = 0, 1, т. е. существовании такого 
гомеоморфизма h : Ек ->- Ек, что / г = /г/0. Более сильным требованием является 
условие изотопности вложений, что означает существование однопараметриче-
ского семейства гомеоморфизмов gt : Ек —>• Ек, непрерывного по совокуп­
ности переменных и такого, что gQ = 1 (тождество) и f1 = gj^. В семинаре 
Л. В. Келдыш в этом направлении получен целый ряд очень интересных резуль­
татов. А. Б. Сосинский впервые дал общий критерий правильности вложения 
симплекса, Л. В. Келдыш нашла условия того, что произвольное вложение 
нульмерного компакта в Ек является ручным (т. е. изотопно вложению в пря­
мую). Оказалось, что любые вложения нульмерных компактов в Ек и двумер­
ных сфер в Ек могут быть получены из ручных вложений посредством псевдо­
изотопии, т. е. такой гомотопии ht : Ек ->- Ек, что ht является гомеоморфизмом 
при всех t < 1 и g = hi ([51, 52]). 

Особый интерес представляло изучение локально-плоских вложений мно­
гообразий (каждая точка многообразия обладает окрестностью, гомеоморфной 
симплексу, вложенному правильно). А. В. Чернавским, в частности, было 
доказано, что при Ä > 4 и р Ф к — 2 /̂ -мерное многообразие не может иметь 
в Ек изолированных точек нарушения локальной плоскостности ([53, 541). 

Развитие топологии многообразий выдвинуло на первый план техникуг 

позволяющую непосредственно иметь дело с гомеоморфизмами, и их деформа­
циями. Основу этой техники составляют «чисто непрерывные» методы и беско­
нечные процессы, отодвинувшие на второй план технику перестроек, разбиение 
на ручки и другие приемы в изучении многообразий, направленные на финити-
зацию топологии. 

Первым методом такого рода, позволившим иметь дело с «чистыми гомеомор­
физмами», был прием с торами, введенный С. П. Новиковым для доказатель­
ства топологической инвариантности рациональных классов Понтрягина [55]. 

Аналогичный прием Керби [56] (в некотором смысле обратный приему с то­
рами Новикова) позволил Керби и Зибенману решить проблему кольца, 
а также решить проблемы PL-триангулируемости и PL-«Hauptvermuttung» [57]. 

Большую роль для результатов Керби—Зибенмана сыграла, как уже упоми­
налось, теорема Чернавского о локальной стягиваемости группы гомеоморфиз-

22 



мов топологического многообразия, доказательство которой было основано на 
построении сходящегося процесса — одного из примеров техники малых, пере­
мещений, послужившей основной в решении проблем вложения. 

Основные задачи теории топологических вложений можно сформулировать 
следующим образом: 

1) Задача характеризации «плохих» или «диких» вложений. 
2) Задача аппроксимации произвольных вложений «хорошими», т. е. «руч­

ными». 
Эти задачи получают сравнительно простое решение в так называемой три­

виальной области размерностей, когда размерность изучаемого объекта, лежа­
щего в 2?п, равна г, где 2г + 2 ^ п. С ростом г решение этих задач резко услож­
няется. 

Возможность выпрямить (сдвинуть) «кривой» полиэдр размерности ^ п — 3 
в прямолинейный означает триангулируемость произвольного топологического 
многообразия размерности п «на (п — 3)-мерном остове». Узловая размерность 
п — 2 является непреодолимой на этом пути. 

Характеризация «хорошего» вложения базируется на следующем понятии. 
Область W в Еп удовлетворяет свойству 1 — ULC, если для любого е ^> О 
существует такое ô ^> О, что всякое отображение окружности S1 —*-W, диаметр 
образа которого < о, гомотопно нулю, причем пленка гомотопии имеет диаметр 
< е. 

А. В. Чернавский доказал, что топологическое многообразие Мт в Е?1

9 

г <; п — 3, п Z> 5, такое, что дополнение Еп \ Мт удовлетворяет свойству 
1 — ULC, является локально-плоским [58, 59]. Аналогичная теорема доказана 
Чернавским также и для многообразий M71'1, п 5, в Еп [60] (эта теорема была 
получена одновременно Даверманом [61]; основные задачи теории топологиче­
ских вложений для полжэдров коразмерности > 3 были решены американскими 
топологами [62, 63, 64, 65]). 

М. А. Штанько изучал вложение компактов в евклидово пространство, его 
результаты были направлены на решение известной проблемы Менгера об уни­
версальности компактов Менгера М?: будет ли стандартный компакт Менгера 
M? CZ Еп содержать гомеоморфный образ любого компакта К CZ Еп, dim К <^rî 

Долгое время было неясно, каким образом выделить «хорошие» (т. е. «руч­
ные») вложения для компактов, поскольку локальная структура компактов 
может быть сколь угодно сложной. С этой целью Штанько ввел понятие раз­
мерности вложения для компактов [66, 67]. 

Размерностью вложения dem К компакта К, лежащего в Еп, называется 
такое наименьшее целое число г, что для любого (п — г — 1)-мерного прямоли­
нейного полиэдра Рп-г-ъ лежащего в Еп, существует как угодно малая изото­
пия, устраняющая пересечение компакта К с полиэдром Рп^1л\ 

Компакт К в Еп называется ручным, если dem К = dim К. Эквивалентное 
определение ручного компакта К, лежащего в Еп, состоит в том, что наимень­
шая размерность стандартного компакта Менгера в который компакт К 
вдвигается с помощью изотопии, равна dim К. Штанько дал характеризацию 
ручных компактов К в Еп, п ^> 5, если dim К <^ п — 3: такой компакт явля­
ется ручным, если дополнение Еп \ К обладает свойством 1 — ULC. Из этого 
следует, что если компакт является многообразием или полиэдром, то такое 
определение ручного вложения совпадает с тем, которое было ранее принято 
для многообразий и полиэдров размерности г, лежащих в Е71, г п — 3, 
п > 5. 
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Штанько доказал также аппроксимационную теорему для компактов: про­
извольный компакт в Еп аппроксимируется ручным [68, 69]. Из этого и следует 
решение проблемы Менгера [70]. 

В процессе доказательства аппроксимационной теоремы Штанько ввел тех­
нический прием, заключающийся в устранении пересечения произвольного ком­
пакта К, лежащего в Еп, dim К <^ га — 3, с двумерным диском с помощью ма­
лого гомеоморфного сдвига, заданного только на компакте К, гомеоморфный 
сдвиг при этом получается в результате сходящегося процесса малых перемеще­
ний компакта К. Этот прием сыграл определенную роль в дальнейшем разви­
тии геометрической топологии и прежде всего в следующих важных результатахг 

полученных американскими топологами: в решение проблемы двойной надстрой­
ки (Эдварде [71] и Кэннон [72], [73]), в характеризации топологических мно­
гообразий (Эдварде, Квин [74]), в классификации односвязных четырехмерных 
топологических многообразий (Кассой, Фридман [75]). На основании результа­
тов Фридмана доказывается ранее не имевшая подходов задача вложения нуль­
мерных компактов в Е*: нульмерный компакт i ß £ 4 клеточно разделен тогда 
и только тогда, когда L"4 \ А обладает свойством 1 — ULC. 

Штанько [76], Анцел и Кэннон [77] доказали обобщенную теорему Бинга: 
любое топологическое вложение многообразия Мп~х ( Z Еп, га ^> 5, аппрокси­
мируется локально-плоским, если же га > 6, то на Ми~х существует PL-струк­
тура, относительно которой вложение Мп~х CZ Еп аппроксимируется кусочно-
линейными и локально-плоскими в кусочно-линейном смысле. Для вложений 
четрыхмерных многообразий в пятимерные известен следующий альтернатив­
ный результат [77]: либо существует на S3 х S1 нестандартная PL-cTpyKTypar 

либо существует топологическое вложение S3 х S1 ( Z M%L, которое не ап­
проксимируется PL-вложением, локально-плоским в кусочно-линейном смысле. 

Штанько, доказал, что в коразмерности два существуют вложения много­
образий Мп~2 d Еп, га 1> 6, которые не аппроксимируются локально-плоски­
ми [79]. 

На основании существования некомбинаторной триангуляции на сфере раз­
мерности га 5, Штанько доказал, что «Hauptvermuttung» неверно для любого 
полиэдра размерности > 5. Для полиэдров размерности 2 и 3 «Hauptvermuttung» 
решается положительно. В случае отрицательного решения трехмерной гипотезы 
Пуанкаре «Hauptvermuttung» будет нарушаться также для любого четырехмер­
ного полиэдра. 

Недавно Штанько и Щепин, пользуясь понятием размерности вложения* 
дали необходимое и достаточное условие вложимости г-мерного компакта в Еп 

для любого г <^ га. 
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