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Введение 

Течение вязкой несжимаемой жидкости описывается системой уравне­
ний Навье — Стокса. Имеется большое число работ, посвященных изуче­
нию краевых задач для этой системы (см., например, [38], [39], [53], [37], [40]). 
Однако исследование только лишь индивидуальных решений системы Навье — 
Стокса с физической точки зрения не всегда оправдано. При больших числах 
Рейнольдса (т. е., грубо говоря, при больших скоростях и при малой вяз­
кости) поток жидкости становится турбулентным, и поэтому в математи­
ческой физике принято описывать его статистически по аналогии с кинети­
ческой теорией газов (см. [3]). Одна из возможных статистических постано­
вок задачи состоит в следующем. 

Пусть на пространстве $£ начальных векторных полей и0(х) задана мера 
|ы((о0), определяющая вероятность, с которой и0(х) принадлежит борелев-
скому подмножеству со0 cz S£. Ищется мера Р(со), сосредоточенная на мно­
жестве {u(t, x)} (0-iCt^.T) решений системы Навье — Стокса, P({u(t, х)}) = 
= 1, такая, что ее сужение при t = 0 совпадает с мерой fi, т. е. 
Р({и: и (0, •) £ со0}) == |ы(со0). Мера Р определяет вероятностное распреде­
ление на множестве решений, соответствующее начальному распределению п., 
и называется пространственно-временным статистическим решением системы 
Навье — Стокса. 

Пусть \i(t, со0) = Р({и: u(t, •) £ со0}) — сужение меры Р((о) при фикси­
рованном t £ [0, Т]. Семейство мер \i(t, co0), t £ [0, Т], называется простран­
ственным статистическим решением системы Навье — Стокса. Характери­
стические функционалы %(t, v0) мер \x(t, co0) удовлетворяют уравнению 
в вариационных производных, полученному Э. Хопфом в [54] и названному 
впоследствии уравнением Хопфа. 

Впервые решение задачи Коши для уравнения Хопфа, соответствую­
щего системе Навье — Стокса в ограниченной области Q cz Rn, было построе­
но Ч. Фояшем и Г. Проди [48], [49] с помощью галёркинских аппроксимаций 
уравнения Хопфа (ср. § 1 главы III). В случае п = 2, а также для малых 
чисел Рейнольдса Ч. Фояшем была доказана теорема о единственности 
решения задачи Коши для уравнения Хопфа (см. § 1 главы III). Решение 
задачи Коши в случае неограниченной области Q cz Шп, а также решение 
соответствующей цепочки моментных уравнений были построены в [18], [19]. 

Одна из основных трудностей, которая встречается при построении 
статистических решений системы Навье — Стокса в области Q cz Kn при 
гг^З заключается в том, что в этом случае в нашем распоряжении нет 
однозначного оператора S(t) сдвига по траекториям: S(t) (u{0, •)) = u(t, •). 
Действительно, до сих пор не доказана теорема о единственности решения 
основных задач для этой системы. Указанную трудность удается обойти 
или с помощью галёркинской аппроксимации системы Навье — Стокса, для 
которой имеется однозначный оператор Sm(t) сдвига по траекториям, или 
с помощью измеримого выбора представителей из каждого класса решений 
u(t, х), отвечающих одним и тем же начальным данным и(0, х). 

А. Бенсуссан и Р. Темам [4] построили пространственно-временное 
статистическое решение стохастической системы Навье — Стокса, т. е. систе­
мы, содержащей внешние силы в виде белого шума, в ограниченной области 
Q cz Кп. Точнее, они построили индивидуальные решения системы Навье — 
Стокса с такими внешними силами, а затем с помощью теоремы Дж. фон Ней-
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мана об измеримом выборе построили измеримое отображение, сопоставляю­
щее начальному условию и траектории белого шума соответствующее реше­
ние. Аналогичная идея лежит в основе работы А. М. Вершика и О. А. Лады­
женской [5], где решена задача Коши для уравнения Хопфа (см. также работу 
А, А. Арсеньева [1]). М. Вио [6], используя аппарат теории мартингалов, 
построил пространственно-временное статистическое решение стохастиче­
ской системы Навье — Стокса для случая более общего белого шума, чем в [4]. 

Настоящая статья посвящена последовательному изложению некоторых 
математических результатов о статистических решениях системы Навье — 
Стокса, полученных в последние годы рядом авторов. Как правило, приво­
дятся основные идеи доказательств и лишь в некоторых случаях даются 
детальные доказательства. 

В первой главе построено пространственно-временное статистическое 
решение системы Навье — Стокса в ограниченной области Q cz Gln. При 
этом построении система Навье — Стокса заменяется ее галёркинским 
приближением, для которого легко строится пространственно-временное 
статистическое решение Рт(со) — мера на пространстве галёркинских траек­
торий. Устанавливается, что осреднение по мере Рт энергии потока, вели-

$>-«- + 1 , оцениваются сверху ,jdu(t, • ) I 
чины диссипации энергии и ьир // —"— ' 
равномерно по т ^ 1. С помощью этих оценок на основании теоремы Прохо­
рова [46] доказывается компактность семейства мер {Р т }, т ^ 1. Любая 
предельная точка этого семейства является статистическим решением. 

Вторая глава посвящена построению пространственно-временного стати­
стического решения стохастической системы Навье — Стокса. Галеркинской 
аппроксимацией такой системы является конечная система стохастических 
уравнений Ито. Разрешимость задачи Коши для нее доказывается с исполь­
зованием теоремы Хасьминского [51]. Для полученного решения с помощью 
формулы Ито выводятся равномерные энергетические оценки, а также равно­
мерная оценка среднего значения модуля непрерывности по t траекторий 
u(t, •). При выводе последнего неравенства важную роль играет оценка 
Леви модуля непрерывности броуновского движения. Далее, на основе этих 
оценок и теоремы Прохорова совершается предельный переход. Эта глава 
содержит изложение результатов Вио [6] и их обобщений. Однако здесь 
применяются методы, более простые, чем в [6], не использующие теории 
мартингалов. 

В главе VI построено трансляционно-однородное статистическое решение 
системы Навье — Стокса в Кп в предположении, что начальная мера трансля-
ционно-однородна и обладает конечной средней плотностью энергии (см. § 1). 
Белый шум, если он имеется в правой части системы, также предполагается 
однородным по х. 

Однородная по х начальная мера |д, не может быть сосредоточена на 
пространстве [L2(iRn)]n, если только она не сосредоточена в нуле. Поэтому 
при построении однородного статистического решения мы встречаемся 
со следующим осложнением: с помощью классических методов не удается 
доказать разрешимость системы Навье — Стокса при начальных условиях 
достаточно общего вида, не принадлежащих L2(!Rn). Эту трудность удается 
обойти, используя однородные по х аппроксимации начальной меры и рас­
пределения белого шума, сосредоточенные на периодических по х функциях 
(см. § 3). Соответствующие им галёркинские аппроксимации Рт статисти­
ческого решения также оказываются однородными по х. Основную роль 
при изучении семейства мер {Рт} играет введенное в [20] понятие средней 
плотности энергии и средней плотности диссипации энергии однородного по х 
статистического решения (см. § 1). Эти величины оказываются равномерно 
ограниченными по щ ^ 1 для семейства {Рт} [21]. Наряду с этими оценками 
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весьма существенна оценка среднего значения вариации по t степени q > 2 
от] траекторий u(t, х) \х& в метрике Соболевского пространства [H~s(Q)]n, 
где s > max (-^- -f- 3, n -{- 1), a Q cz Rn — любая ограниченная область [12]. 
Для ее вывода используется равномерная по т ^ 1 оценка среднего значе­
ния нормы в [H~s(Q)]n от производной по t решения галёркинской системы 
без белого шума [21]. Эти нового типа оценки средней плотности энергии, 
диссипации энергии и вариации по t в области Q существенно опираются 
на свойство однородности по х мер Рт, по которым производится осреднение. 
Отметим, что эти оценки не имеют аналога для индивидуальных решений. 
Предельная мера Р последовательности галёркинских аппроксимаций Рт 
строится по той же схеме, что и в главах I, II, однако соответствующие 
построения требуют больших усилий, так же как и проверка того, что Р 
является статистическим решением. 

Из упомянутых результатов глав I, II, VI выводятся теоремы о сущест­
вовании индивидуальных решений системы Навье — Стокса. Например, 
из теоремы главы VI о существовании однородного по х статистического 
решения следует новая теорема о существовании решения задачи Коши для 
системы Навье — Стокса в Кп при jm-почти всех начальных данных и0(х) 
и почти всех по мере Винера A(dw) траекториях белого шума —^—- в пра­
вой части системы. Отметим, что эти исходные данные имеют с вероятностью 
единица бесконечную энергию, например, || и0(х) |LL (Rn^n = +оо, если 
начальная мера \i не имеет компоненты, сосредоточенной в нуле. Аналогич­
ным свойством относительно статистического решения P(du) обладает и реше­
ние u(t, x) рассматриваемой задачи Коши. Таким образом, вероятностные 
методы, использованные в главах II, VI, приводят к новым теоремам о суще­
ствовании индивидуальных решений, которые с помощью других методов 
пока не удалось получить. 

В главе VI доказано, что построенное трансляционно-однородное стати­
стическое решение JPv(co), соответствующее вязкости v > 0, для некоторой 
последовательности v = vk —>- 0 + слабо сходится на Соболевском простран­
стве Н~г (Ve > 0) к некоторой предельной мере Р((о), обладающей конечной 
плотностью энергии. Это дает ответ на один из вопросов А. Н. Колмогорова, 
поставленных им в его докладе [34]. Отметим, что до сих пор не выяснено, 
сосредоточена ли. предельная мера Р((о) на решениях системы уравнений 
Эйлера, понимаемых в достаточно широком смысле. 

В главе VI изложены некоторые результаты работ [21], [22], [12]. 
В главе III, как следствие результатов главы I, получена разрешимость 

задачи Коши для уравнения Хопфа. Аналогично, с помощью результатов 
главы II построено решение задачи Коши для прямого уравнения Колмого­
рова, соответствующего стохастической системе Навье — Стокса [8]. Это — 
бесконечномерное параболическое уравнение. Разрешимость задачи Коши 
для него и для более общих уравнений другими методами доказана в [10], 
[11]. В случае отсутствия белого шума уравнение Колмогорова совпадает 
с уравнением Хопфа. 

В главе IV с помощью метода Н. Н. Боголюбова [35] построено стацио­
нарное по t статистическое пространственно-временное решение стохастиче­
ской системы Навье — Стокса в ограниченной области. Кроме того, доказа­
но, что в случае п = 2 средняя скорость диссипации энергии построенного 
стационарного решения не зависит от вязкости v > 0 и, следовательно, 
не стремится к нулю при v ->- 0. Это дает некоторый ответ на вопрос 
А. Н. Колмогорова, поставленный им в более общей форме в его докладе [34]. 

Отметим, что в приложениях, как правило, используются не сами стати­
стические решения, а их моменты (см., например, книги А. С. Монина 
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и А. М. Яглома [42], [43]). В главе V дано точное определение моментов 
пространственного статистического решения. Моменты удовлетворяют бес­
конечной цепочке уравнений Фридмана — Келлера, которой также при­
дается точный смысл (§ 1). С помощью результатов предыдущих глав дока­
зана разрешимость задачи Коши для этой цепочки моментных уравнений 
при любых числах Рейнольдса. Кроме того, установлено, что моменты галёр-
кинских приближений статистического решения сходятся к решениям 
бесконечной цепочки моментных уравнений. В случае малых чисел Рейнольд­
са получены разложения моментов статистических решений в ряды по момен­
там начальной меры. Оказалось, что вопрос о возможности разложения 
моментов в такие сходящиеся ряды тесно связан с разложением индивидуаль­
ных решений системы Навье — Стокса в функционально-аналитические 
ряды по начальным данным [15], [36]. Доказано также, что при малых числах 
Рейнольдса можно получить аппроксимацию решений бесконечной цепочки 
моментных уравнений для системы Навье — Стокса, если отбросить все 
уравнения, начиная с некоторого номера, и решить оставшуюся конечную 
цепочку уравнений. Этот результат дает, таким образом, некоторое решение 
проблемы замыкания цепочки моментных уравнений при малых числах 
Рейнольдса (по поводу проблемы замыкания см. [43]). В пятой главе рас­
смотрен также вопрос об асимптотике при t—>- + ° ° коэффициентов Фурье 
индивидуальных решений, а также моментов статистических решений дву­
мерной системы Навье — Стокса. Впервые подобная асимптотика была полу­
чена М. Розенблаттом [47] в случае уравнения Бюргерса. При этом М. Розен-
блатт использовал известную явную формулу для решений данного урав­
нения. Для более общих уравнений аналогичная асимптотика была полу­
чена в [16] с помощью построения первых интегралов ([14], [15]) без исполь­
зования явных формул, поскольку они неизвестны. Для двумерной системы 
Навье — Стокса эта асимптотика установлена Л. А. Белоусовым [2]. 

Отметим в заключение, что вопрос о единственности статистических 
решений системы Навье — Стокса в трехмерном случае остается открытым. 

Г Л А В А I 

ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫЕ СТАТИСТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 
НАВЬЕ— СТОКСА В ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ 

§ 1. Система Навье — Стокса. Функциональные пространства 

1. Краевая задача для системы Навье — Стокса. В ограниченной обла­
сти Q cz Кп (тС^Т) с границей 3Q класса С°° рассматривается система 
Навье — Стокса 

(1.1.1) JH<k.± + (u, V)u=-4p(t1x)+vAu + f(t,x),(V,u(t,x)) = 0, 

где х = {х\ . . ., хп) е Q, te (О, Г), u{t, х) - (u\t, х), . . ., un(t, x)) — 
скорость течения жидкости в точке х в момент времени t, p(t, x) — давление, 
v > 0 — коэффициент вязкости, f(t, х) = (f-(t, х), . . ., fn(t, x)) — плот­
ность внешних сил. Здесь используются следующие обозначения: 

п 
(и, v) = ш; = 2 uV для и, v£ ^П> 
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и, соответственно, 
диЗ (t, х) (V, u(t, x))^^^f>- = diyu(t, х), (и, V) = 2 u'-^, 

. 7 = 1 ; = 1 

Vp(t, *)-(-g- f . . . , -g^gradW, *)• 

Производные здесь и всюду в дальнейшем понимаются в смысле теории 
обобщенных функций. 

При t = 0 задается начальное условие 

(1.1.2) и \t=0 Е= и(0, х) = и0(х), х £ £2, 

а на ЗЯ — граничное условие прилипания 
(1.1.3) и(*, х) = 0 при я6<9£2 и * £ (0, Г). 
Исключим из системы (1.1.1) давление p(t, x) и придадим этой системе 

при граничных условиях (1.1.3) форму операторного уравнения, рассматри­
ваемого в некотором функциональном пространстве. 

2. Функциональные пространства. Для любого множества X будем 
обозначать через [Х]п декартову степень X х . . . X X (п раз). Обозначим 
через Hs, s £ N, пространство Соболева [Н\0)]п вектор-функций и(х) = 
= {иг(х), . . ., ггп(;г)), заданных в Q, для которых конечна норма, опреде­
ляемая соотношением 

п 

(1.1.4) | | и | £ . з э | 2 2 | № > ) | ^ < + о о , 

й |а|<5 i= l 

а = (а1э . . . , а п ) , £ а = - —, 
((9а:1) ! . . . (&rn) n 

где | а | = аг + . . . + ап. Очевидно, Н° = [L2(Q)]n = Я . 
о 

Через Hs обозначается замыкание пространства [Со°(£2)]п по метри­
ке (1.1.4). Положим 

(1.1.5) D = [CZ(Q)r, V = {u(x)eD: (V, u(x)) = 0}, 
(1.1.6) $8 = 3£° = замыканию F в Я , от̂ 1 = замыканию F в Я1 , 

В пространстве <$£ рассмотрим симметрический оператор 4̂ = —А 
с областью определения D(A) = SS2. Оператор А — самосопряженный 
и положительно определенный, а обратный к нему оператор ^4-1 вполне 
непрерывен. Поэтому оператор А имеет полную, ортонормированную в 3$ 
систему собственных функций ег(х), е2(х), . . ., где eh(x) £ [C°°(£2)]n, с соот­
ветствующими собственными значениями 0 <сЯх <! Я2 <; . . ., Xk ->- +оо 
при к-+- оо. 

О п р е д е л е н и е 1.1. Пространство d$?s, s 6 Dl — это множество 
всех обобщенных функций и(х) в Q вида 

оо оо 

(1.1.7) U(x)= 2 Ukek(x), ДЛЯ КОТОРЫХ || U ||s2 5= 2 ^ f e | U f e | 2 < + o o , 

гДе II'lis — норма пространства d>£s. 
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Очевидно, 36s cz SS cz Si s при s>О, причем между элементами ш$£8 

и $8~s имеется соотношение двойственности 
оо 

(1.1.8) (и, i;> — 2 адъ, ие$£\ ve3£~\ 

со 

<если и имеет вид (1.1.7), a v = 2 vkek(x)- Поскольку eh(x) ортонормированы 
h = l 

в $в, то (u, v) для и, v £ $8 совпадает со скалярным произведением в Я . 
В дальнейшем символом (•, •) будем обозначать скалярное произведение 
1в ей?, двойственность (1.1.8) между $£s и SS~S при любом s £ Dl, а также ска­
лярное произведение в Я и соотношения двойственности, порождаемые этим 
скалярным произведением. 

Легко видеть, что пространство $£\ определенное выше (см. (1.1.7)), 
при s = 0, 1, 2 совпадает соответственно с пространствами (1.1.6). Кроме 
того, на $es при целом неотрицательном s нормы || и \\s и || и ||Hs, определен­
ные соответственно соотношениями (1.1.7) и (1.1.4), эквивалентны. Очевид­
но, оператор А непрерывно действует из $в* в 3£s~2, s £ R, и (Аи, и) = 
= II и \\l Vu 6 №\ 

3. Оператор, отвечающий нелинейным членам в (1.1.1.). Пусть 5 > — + 
+ 1, п = dim Q. Положим 

п 

(1.1.9) 6 (и, и, и>) = У. [ и1 (х) dv3 {x) wj (х) dx, и, veS£\ weSSs. 
г, j = l Q 

В силу теоремы вложения Соболева при s — 1 > п/2 

(1.1.10) sup dwQ (х) 

дхг < C | M l . f C = C(G), 

поэтому, учитывая, что (У, и) = 0, получим из (1.1.10): 
п 

(1.1.10') \b(u,v,w)\=\\ ^ui(x)ui(x)^ldx\^C\\u\\0\\v\\0\\w\\e. 

Отсюда следует, что существует непрерывный билинейный оператор 
Д( - , •): 3£x3£-+3£~s такой, что 

(1.1.11) (fi(u, у), w> = b(u, у, и?) Vu, !;€<й?, w£3£s. 

Так как (V, и) = 0 ддя и£$£, то 
(1.1.12) (5 {и, v), v) = 0 Vu6c^?, 4ve$£s. 

Положим 
(1.1.13) В(и) = В{и, и), а б с ^ . 
4. Сведение системы (1.1.1) к операторному (уравнению. Пусть X — се-

парабельное гильбертово пространство. Через Lp(0, T; X), где 1<!р < 
< + о о , обозначается пространство слабо измеримых функций t -> u(t) £ 
£ X, £ 6 [0, Я , для которых 

т 
Д / Р 1 1 ь р ( 0 . Г ; Х ) = ( 5 | | и ( * ) | & А ) < + с х > . 

Известно, что Lp(0, Г; X) — банахово пространство. Аналогично опреде­
ляется банахово пространство Loo (0, Т\ X). 
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Пусть %s
p = Lp.(0, Т; Ж8) при s£01; Хр = Х%. Положим 

(1.1.14) U = U<b = {u(t, x)eXi
2[]Xi: - § б ^ » - } , 

1̂ 11̂  + 11̂ 11̂ ^ + ди 
1%: 

Очевидно, можно считать, что всякая функция u(t, x) £ U, как отображе­
ние [О, Т] в $£~s, удовлетворяет условию Липшица и, в частности, непре­
рывна. 

З а м е ч а н и е 1.1. Из (1.1.14) следует, что для любого и £ U сущест­
вует такое множество £Г cz [О, Т] лебеговой меры нуль, для которого мно­
жество 

ЙГ= {u(t)}9 telO, Т]\,Г, 
ограничено в ей? и, следовательно, слабо компактно в Шг Но из (1.1.14) 
вытекает, что 

и( . )€С(0, T; m~s), 
поэтому u(t) £ SS Vt £ [О, Т] и и( •) непрерывно отображает [О, Т] в прост­
ранство S6 со слабой топологией. 

Положим QT = (О, Т) х Q; D'(QT) — пространство обобщенных функ­
ций в Q r . Уточним постановку задачи (1.1.1) — (1.1.3). Пусть заданы и0(х) £ 
6 Ш и /(*, ж) 6 £~ == £°о(0, Г; Я-1), где Я" 1 — двойственное к Я1 . Тре­
буется найти функции гг(̂ , х) £ U и /?(£, я) £ # ' (й т ) , удовлетворяющие 
соотношениям (1.1.1) — (1.1.2). Отметим, что краевое условие (1.1.3) выпол­
няется автоматически, поскольку u(t, •) £ 361 при почти всех £ 6 Ю, Т7]. 
Равенства в (1.1.1) понимаются в смысле теории обобщенных функций. 

Обозначим через g(t, x) функцию из Loc(0, T\ 3S'1), удовлетворяющую 
при почти всех t соотношению 

(1.1.15) (g(t, ^v) = {f(t, .),v)'.y/ve&61. 

Пусть (u(t, x), p(t, x)) £ U x D'(QT) — решение задачи (1.1.1) — (1.1.3). 
Тогда в силу (1.1.9), (1.1.11), (1.1.13) и (1.1.15) при почти всех t 6 [О, П 

(1.1.16) ( dU{et'} » vy + (vAu(tf .), *> + 

+ (B(u(t9 .)), *>> = <£(*,'•), *>> 

V?; £ У, так как <Vjp(f, •)» ^) = 0 (в смысле £'(0, Л)-
Обратно, если &(£, х) £ U удовлетворяет соотношению (1.1.16), то и 

является решением задачи (1.1.1) — (1.1.3) при некотором р 6 D'(QT). 
Отметим, что тождество (1.1.16), в котором и пробегает пространство $в*у 

s > - ^ - + 1, более широкое, чем V, эквивалентно операторному уравнению 

(1.1.17) *LyL + vAu(t) + B(u(t)) = g(t)9 

где u(t) = u(t, •), g(t) = g{t, •) и обе части уравнения при почти всех t £' 
£ [О, Т] принадлежат S£~s. Таким образом, любое решение u(t, х) £ U 
задачи (1.1.17), (1.1.2) является решением задачи (1.1.1) — (1.1.3) с некото­
рым р 6 D'(Qт). Ниже изучается задача Коши (1.1.17), (1.1.2). Отметим, 
что на классе функций и £ U задана (LI.17)v (I.1.2) эквивалентна интеграль-
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ному тождеству 
t 

(1.1.18) Lt(u, v) = (u(t), v) — {u0, V)+^(V(AU(T), V) + 
0 

t 

+ <Я(и(т)), v))dx- j <g(x), i;>dx = 0 Vve$£\ * 6 [0, Л-
0 

§ 2. Пространственно-временные статистические решения 
Введем пространство 

(1.2.1) Z = Zr = L2(0, Г; с^)ПС(0,' Т; Ж~8), 
II И llZr = II и HL2(0, Г; Щ + \\и ПсгСО. Г; <%-«)• 

Ниже через 2$(Х) обозначается а-алгебра борелевских множеств топологи­
ческого пространства X. Легко доказать, что U £ 83(Z), где С/ — простран­
ство (1.1.14). 

Пусть на 28(<$?) задана вероятностная мера |i(co0), для которой конечна 
средняя энергия, т. е. 

(1.2.2) "Ё0г=[ Ци||2ц(<*«)<+со,») г д е ||.|| = ц.||0. 

О п р е д е л е н и е 2.1. Пространственно-временным статистическим 
решением задачи (1.1.1) — (1.1.3), соответствующим начальной мере [х(со0), 
называется вероятностная мера Р(со), со 6 25(Z), обладающая следующими 
свойствами: 

1) Мера Р сосредоточена на пространстве U: P(U) = 1. 
2) Существует такое множество W cz U, замкнутое в С/, что a) W £ 

£ 2S(Z), б) P(W) = 1, в) W состоит из решений уравнения (1.1.17). 
3) Сужение меры Р при t = О совпадает с ц: 

(1.2.3) 7oV> К ) = Р (То ©о) - ^ ({и (*, *) 6 Z: и (0, .) 6 со0}) = 
= [л(о)0) Vcoo6 93(c0-S), 

где 7о — оператор и(£, •) ->- и(0, •), непрерывно действующий из Z в Q%TS. 
4) Справедливо энергетическое неравенство: при любом е > О для 

* 6 [О, Я 
t 

(1.2.4) j ( j |и(*, x)\*dx + (2v-e) J J |VH(T, ^ ) | 2 ^ Л ) Р ( ^ ) < 
G 0 Q 

о 
где 

n n 
5^ ' (Т , X) \u(t, * ) | 2 ^ 2 l"'C> ^)l2' IV"(T, *) |2 = 2 

i = l i, j = l cte* 

*) Если не указана область интегрирования, то интеграл берется по множеству, 
на котором сосредоточена мера. 
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5) Имеет место оценка 

(1.2.5) 1(\\и\\^ + \\Щ )P(du)< 

< С ( 1 + £ 0 + | | / | | [ _ 1 ) < + оо) * > - 2 - + 1. 

З а м е ч а н и е 2 .1 . Мера и. продолжается с 2S(©%?) до борелевской 
меры на SS~S по формуле |ы(со0) = JI(CD0 fl 36) Для со0 6 9S(d^"s). Именно 
в этом смысле понимается правая часть (1.2.3). 

З а м е ч а н и е 2.2. Так как вложение Z с= %~s = С(0, Г; S£~s) 
непрерывно, то V£ 6 Ю, Г] оператор y f: u-+u(t, •) непрерывно действует 
из Z в d%?"s. Поэтому V£ g [О, Т] на Z определен функционал и ->- || гг(£, •) || < 
<С + о о и этот функционал измерим по Борелю. Следовательно, интеграл 
в левой части (1.2.4) имеет смысл. 

Ниже будут доказаны следующие теоремы. 
Т е о р е м а 2 .1 . Если для начальной меры fbt(co0) выполнено условие (1.2.2), 

то существует отвечающее \х пространственно-временное статистическое 
решение P(du) задачи (1.1.1) — (1.1.3). 

Т е о р е м а 2.2. Если п = dim Q = 2, то пространственно-временное 
решение P(du) системы (1.1.1), отвечающее заданной начальной мере [х(со0), 
единственно. 

Пространственно-временное статистическое решение часто будет назы­
ваться просто статистическим решением. 

| § 3. Галёркинские приближения статистического решения 

1. Галёркинские приближения и энергетические оценки. Обозначим 
через Vm линейную оболочку функций ег(х), . . ., ет(х) и через пт — опера­
тор ортогонального проектирования в SS~S на Vm: Vm = nm3£~s. Под галёр-
кинским приближением системы (1.1.1) (см. также (1.1.17)) понимается сле­
дующая динамическая система в Vm: 

(1.3.1) • ^ ^ ^ + ятММте(оч-Д(м«(0)] = я|^(*, .). *б[0, л . 
где 

т 
um(t, x)= Y, umk(t)eh(x), x£Q, um(t) = um(t, •)• 

При t = О задается начальное условие 

(1.3.2) у0ит = ит{0) = пти0 6 Vm. 

Л е м м а 3.1. Решение um(t) задачи (1.3.1) — (1.3.2) существует и един-
ственно при 0 ^ t ^ Т; ит £ U, причем для любого г > О 

(1.3.3) ||um(*)lla + (2v-e) J ||«m(T)||JdT< 
О 

t 

<ll^m(0)||2 + 4 - J H / W l l b l ^ *6[0,Л. 



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ГИДРОМЕХАНИКИ 145 

Действительно, умножим скалярно обе части (1.3.1) на um(t) и проинтег­
рируем по t. Тогда получим: 

t 

(1.3.4) i - | | ^ m ( * ) | | 2 + ( [v(Aum(%), um(%)) + (B(um(%)), um(T))]dx = 
о 

t 

= J <*(*), um(%))dx + ±-\\um(0)\\z. 
0 

Второе слагаемое под знаком интеграла в левой части равно нулю в си­
лу (1.1.12), а первое слагаемое согласно (1.1.7) равно v || um{%) ||f. Учитывая, 
что для любого 8 > О 

IteCO, wm (х» |<ci l / (т)И»-!IIwm (x) i i i<:4-( e I I"m(т)м;-ь- | - I I / (х) i fe- i ) , 
из (1.3.4) получим (1.3.3). Из априорной оценки (1.3.3) вытекает существова­
ние решения um(t) задачи (1.3.1) — (1.3.2) на всем интервале [О, Т]. Ш 

Через Sm обозначим оператор, сопоставляющий начальному значению 
^т(О) € Vm соответствующее решение um(t), О <. £^. Т , задачи (1.3.1) — 
(1.3.2). 

Галёркинское приближение |im начальной меры (ы определяется фор­
мулой 

(1.3.5) u.m (©0) = ц ( Й К П Vm)) Vco0 6 93 ($£). 

Легко показать, используя условие (1.2.2), что меры \im на 38 слабо 
сходятся к \х при m —>• оо. 

Статистическое решение Рш задачи (1.3.1) — (1.3.2), соответствующее 
начальной мере [im, определяется формулой 

(1.3.6) Рп (со) = ы («со) Vco e 2S (Z), 
где Z — пространство (1.2.1), S^co — полный прообраз множества со при 
отображении Sm: Vm-^Z. Так как Щ3£) с= Щ3£~~8), то для со0 £ Щ3£) 
множество 7о1соо 6 S8(Z), где у0 — оператор и-+и | f=0 , переводящий Z 
в 3£~s- Поэтому в силу (1.3.6) 

(1.3.7) Рш ( Т > 0 ) = jxm (co0) Vco0 e 9S ($£). 

Из (1.3.7) и (1.3.5) следует, что для любого |хт-интегрируемого функцио­
нала ср(и), измеримого по Борелю на $£, 

(1.3.8) j ф (у0ит) Рт (dum) = J Ф (щ) Цт (du0) = J ф (птщ) \х (du0). 

2. Равномерные по т оценки. Докажем, что для мер Рт имеют место 
равномерные по т оценки вида (1.2.4) — (1.2.5). В самом деле, так как 
в силу (1.3.6) мера Рт сосредоточена на решениях уравнений (1.3.1), то, ин­
тегрируя обе части (1.3.3) по мере Pm(dum), получим, используя (1.3.8) 
и (1.2.2), что аналогично (1.2.4) 

t 

(1.3.9) j (||um(t)ll2 + (2v-e) j ||Um(T)||JdT) Pm(dum)^ 
0 

t t 

< J (||ятоМо||2+4- l\\f^)W2H-idx)ii(du0)^E0 + ± \ ||/(T)|||r.idT. 
о о 

10 Успехи матем. наук, т. 34, вып. 5 
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Далее, умножая скалярно обе части (1.3.1) на функцию v £ 3£* и используя 
свойства операторов А и В, выводим 

(1.3.10) | ( У * , p) |< l<Hm(*) , Anmv)\ + \(B(um(t)), nmv)\ + 

+ \(g(t), nmv)\^C(\\um(t)\\ + \\um(t)^ + \\f](t)\\H.1)\\v\\s, 
поскольку nm: 38s -*- Vm — ортогональный проектор в S£s согласно (1.1.7). 
Отметим, что в силу (1.3.3) 

l l " m l l V o < l | U m ( 0 ) | | 2 + C | | / | | | r , . 

Поэтому из (1.3.10) имеем оценку 

ди-п 

dt „~ II <С(1 + ||ит(0)|Р+||/||^1). 

Интегрируя обе части двух последних неравенств по мере Pm(dum), получим, 
используя (1.3.8) и (1.2.2), оценку, аналогичную (1.2.5): 

(1.3.11) j(ll»»llk, + B H | )Рт(^т)< 

< C ( l + £ 0 + | | / | | » - i )< + oo, m > l , 

где С не зависит от т. Ш 
Из (1.3.9) и (1.3.11) следует, что меры Рт удовлетворяют условиям, 

аналогичным 4) и 5) определения 2.1 с константой С, не зависящей от т. 
Очевидно, Рт удовлетворяют также условиям, аналогичным 1)—3) этого 
определения. Следовательно, Рт является пространственно-временным ста­
тистическим решением системы (1.3.1). 

§ 4. Слабая компактность статистических решений 
галёркинских уравнений 

1. Теорема вложения Дубинского. Пусть Х.и [Х0, [Xi — абстрактные 
гильбертовы пространства, для которых вложения 

(1.4.1) Хг cz X0 cz Х_г непрерывны, а Хх cz X0 вполне непрерывно. 
Тогда справедлива следующая теорема Ю. А. Дубинского [30]. 
Т е о р е м а 4.1. Пусть 1 <Ср < + ° ° и o/fl — ограниченное множество 

в Lp(0, T; Х±), состоящее из функций u(t), равностепенно непрерывных 
в С(0, Т; Х^). Тогда оМ относительно компактно в Lp(0, T; Х0) и в 
С®, Т; X.,). 

Из этой теоремы вытекает следующая лемма (см. (1.1.14) и (1.2.1)). 
Л е м м а 4.1. Вложение U cz Z вполне непрерывно. 
Для доказательства достаточно проверить, что Vp > 0 шар 

Kp{U) = {ueu: wuWu^wuw^+wuw^+fди 
dt '<#: 

предкомпактен в Х2 = L2(0, Т; $£) и в %~% = С(0, Т; 3£~s). С этой целью 
применим теорему 4.1 в случае, когда р = 2, 

Условие (1.4.1) при этом выполняется и ограниченность М в Х\ = L2(0, Т; $£г) 
очевидна, поэтому остается доказать равностепенную непрерывность 
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в С(0, Т; 3£~~s) функций из о/Му которая вытекает из оценки 

1И*|)-и(Ш-. = || j|r<fc |_.< I'l-'2|-| i f 1 _s<Pl'l-*2l 
для любых £х, £2 6 [0, T]. Ш 

2. Компактность семейства мер {P w } . Из оценок (1.3.9) — (1.3.11) 
следует (при 8 <2v ) : для mflH 

(1.4.2) \ \\и\\иPm (du)^C< +оо, С не зависит от т. 

Т е о р е м а 4.2. Семейство мер {Рт}-> т 6 М» определенных соотноше­
нием (1.3.6), слабо компактно на пространстве Z. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим, что семейство {Рт} удовлетворяет 
условиям теоремы Прохорова: a) sup {Pm(Z)} < +оо и б) для любого е > О 

m 

существует такой предкомпакт ^ B Z , ЧТО sup Pm(Z \ &C) < 8. Условие а) 
т 

выполняется, так как Рт — вероятностные меры: Pm(Z) = 1. В качестве 
предкомпакта &С возьмем шар К9 = KP(U) достаточно большого радиуса р 
(Кр — предкомпакт в Z по лемме 4.1). По неравенству Чебышева из (1.4.2) 
выводим: 

С_ 
Р 

Рт (Z\K9) = { Рп (du) < у J | |M|bPw (Л*)<-
Z\Kp 

Отсюда следует справедливость условия б). • 
В силу теоремы 4.2 из последовательности мер Pm(du) можно выбрать 

подпоследовательность Ph(du), слабо сходящуюся на Z к некоторой мере 
P(du): 

(1.4.3) j / (и) Pk (du) -+\j(u)P {du) V/ (.) 6 Cb (Z) i). 

Положив здесь /(и) = 1, получаем, что P(du) — вероятностная мера. 

§ 5. Мера Р — статистическое решение. Свойства меры Р 

1. Мера Р удовлетворяетгусловиям 1), 4), 5) определения 2.1. Из (1.4.2) 
следует выполнение аналогичной оценки для предельной меры: 

(1.5.1) J \\u\\uP(du)< +оо. 

Действительно, в силу (1.1.7) 
1|ЯгиЦ;<Ьг1|и|[2 Vr6N, 

и, следовательно, для любого t £ [О, Т] функционал 

U ->• j || ЯГИ (Т) ||; ЙТ = || JlrW | | £ 2 ( 0 , *; да1) 

о 
непрерывен на Z. Для любого функционала f(u)^0 положим 

(1.5.2) {/(и)}я=/(и) для f(u)^R, {f(u)}R = R для №>R. 
г) Через СЬ(Х) обозначается множество непрерывных, ограниченных функций» 

заданных на топологическом пространстве X, 
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Тогда из (1.3.9) вытекает: при /••<& и 0 < е < 2 v 

(1.5.3) j {\\nTu(t)\? + (2v-s)\\nru\\L2(0,t.^t)}RPk(du)^ 
t 

<£0+4-jll/(T)|||f-i^. ; 
о : 

Переходя в (1.5.3) к пределу при к ->- оо, получим такую же оценку, в кото­
рой Ph заменено на Р. Переходя в этой оценке к пределу при Л, г->- оо, 
с помоощью теоремы Б. Леви получаем оценку (1.2.4). 

Аналогично доказывается оценка (1.2.5). Из (1.2.4) и (1.2.5) вытекает 
(1.5.1). Следовательно, мера Р сосредоточена на U: P(U) = 1. 

2. Мера -Р удовлетворяет условию 2) определения 2.1 Решение ит 
задачи (1.3.1) — (1.3.2) удовлетворяет интегральному тождеству 

(1.5.4) Lt(um, vr) =0 VvT 6 F r , r < m , 0 < * < Z \ 
где Lt(-, •) определено в (1.1.18). Обозначим через Cbi0(Z) множество непре­
рывных, ограниченных функционалов ф на Z, обращающихся в нуль вне 
некоторого ограниченного в Z множества, зависящего от ср. Умножим (1.5.4) 
на (р(ит) £ Cb^{Z) и проинтегрируем по мере Pm(dum), которая сосредоточена 
на решениях задачи (1.3.1) — (1.3.2). Заменяя ит на и, получим при этом 

(1.5.5) ^ Lt (и, vr) ф (и) Рт {du) = 0 Vm^r. 

Функционал Lt(*,vr) непрерывен на Z. Действительно, непрерывность 
функционала 

u - > (u{t), vr) — <и(0), vT) 
на Z очевидна, поскольку Z cz С(0, Т; 3£~s), а непрерывность на Z функцио­
нала 

t 
u - v j (v(Au(x), VT) + (B(U(T)), vr))d% 

0 

вытекает из (1.1.7) и (1.1.10'), поскольку vr g Vr cz 3£s, и из вложения 
Z cz X2; поэтому из (1.5.5) при m = к ->• оо в силу (1.4.3) получаем, что для 
любого * еЮ, Т] 

j Lt (и, vr) Ф (и) Р (du) = 0 УФ (и) € СЬч о (Z), Vvr 6 Уг, r g N. 

Отсюда выводится существование такого 93(£)-измеримого множества W cz 
cz U полной меры P(W) = 1, что для любого и £ W справедливо тожде­
ство (1.1.18). 

3. Мера Р удовлетворяет условию 3) определения 2.1. Обозначим через 
^(со0) меру у*Р (см. (1.2.3)), а через \i* — характеристический функционал 
меры fx*. Тогда, положив в (1.4.3) 

/(и) = exp (i(y0u, z;», v£ 3#s, 
получим 

^ (у) == f e i<u0 , v)^ (du0) = f ei{y0u9 v)p (du} _ П т f e i ( V o ^ , <»p fe (<fo); 

поэтому согласно (1.3.8) 
рц (v) = lim jxft (y) = lim jx (nkv) = ^{v)t 

k-*-oo fe-»-oo 
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где \ik и \х — характеристические функционалы соответственно мер \ik и \i. 
Следовательно, меры fi* и и. совпадают на цилиндрических множествах 
со0 с 3£-\ а потому и на всех со0 £ 25(d#~s)> так как $£~* сепарабельно 
(см. [24]). • 

Таким образом, построенная мера Р удовлетворяет всем условиям 
определения 2.1 и, следовательно, является пространственно-временным 
статистическим решением системы Навье — Стокса (1.1.1), отвечающим 
начальной мере \х. Теорема 2.1 доказана. 

4. Обобщение энергетического неравенства. Т е о р е м а 5.1. Пусть 
начальная мера |л(со0) удовлетворяет оценке 

(1.5.6) I ? B j || щ Ц2+2а ii (du0) < + оо 

с а > 0. Тогда для статистического решения P(du), построенного выше, 
справедливы оценки 

т 
(1.5.7) \ ( sup ess| |u(*)| |2 + 2 a + ( | |и(т) ||J|| и(т) \\2adx) P (da )< 

T 

<CJ (\\u0\\^+^\\g(x)\\l1d^)i+a
ii(du0)t 

0 

(1.5.8) j | |u(*) | | 2 + 2 aP(^)< 
T 

< c j (ii«оlla + JII^(x) 1£ж«гх)1+e i*(d«o) w e i o , T\. 
0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из неравенства (1.3.3) вытекает, что для 
решения um(t) задачи (1.3.1), (1.3.2) имеет место оценка 

т 
max \\um(t)\\^Ci ( | |um(0)| |*+ { UgW^dxY'2 V r > 0 , 

где Сг зависит лишь от г и v. Отсюда и снова из неравенства (1.3.3) следует, 
что при а > 0 

т 
(1.5.9) max || um (t) | |2+2а + ( II ит (т) ||J || ит (т) | | 2 a dx< 

г 
< C ( | | u m ( 0 ) | | 2 + j | | g ( T ) | | ! 1 d T ) 1 + a . 

о 

Интегрируя обе части (1.5.9) по \x(du0) и устремляя т -> оо, мы получим 
аналогично п. 1 этого параграфа неравенства (1.5.7) и (1.5.8). • 

5. Существование индивидуальных решений задачи (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3). 
Обозначим: W0 = y0W f] 3d, гДе W введено в п. 2, P(W) = 1. Легко уста­
новить, что \i {W0) = 1, W0 6 Щ3£). Для любой функции и0(х) £ W0 суще­
ствует такое 1г(£, а:) £ W, что Yô  = ^о- Так как W состоит из решений (1.1.1), 
удовлетворяющих (1.1.3), то u(t, х) есть решение задачи (1.1.1) — (1.1.3) 
при начальном условии и0. 

Пусть задана функция и0(х) £ 38 в (1.1.2). Докажем разрешимость 
задачи (1.1.1) — (1.1.3). 



150 Mt И. В И Ш И К , А ^ И , КОМЕЧ, А. В» ФУРСИКОВ 

Обозначим через 8и (со0) б-меру на Зв, сосредоточенную в и0, т.е. 8и (со0) = 
= 1, если щ £ (о0, и SU0(G>O) = 0, если и0 (J со0. Очевидно, мера и.(ю0) = 
— Su (co0) удовлетворяет условию (1.2.2), поэтому в силу теоремы 2.1 суще­
ствует такое пространственно-временное статистическое решение Р, что 
у*р = 8и . Легко видеть, что для и. = 6М множество РГ0 содержит w0, 
поскольку û WPo) = би (И^) = 1; следовательно, из сказанного выше выте­
кает существование такой функции u{t, х) £ W, что у0и = и0. Функция 
u(t, х) есть решение задачи (1.1.1) — (1.1.3) в смысле (1.1.18). Таким обра­
зом, из разрешимости статистической задачи \х ->- Р вытекает, как частный 
случай, разрешимость индивидуальной задачи и0(х) -> u(t, x) (ср. [19]). 

§ 6. Теорема единственности статистических решений ! 

В этом параграфе будет показано, что в тех случаях, когда задача 
(1.1.1) — (1.1.3) однозначно разрешима, пространственно-временное стати­
стическое решение Р однозначно определяется начальной мерой и.. 

П р е д л о ж е н и е 6.1. Для любого множества Q £ SS(Z) 

(1-6.1) P(Q) < n(y0Q). 

Для доказательства сначала устанавливается, что y0Q £ Щ3в~8). Это 
вытекает из того, что y0Q открыто в Зв'8, если Q открыто в Z. Затем из (1.2.3) 
получаем 

и(то« = P(y-l(yoQ)) > P(Q), 
так как y~](y0Q) => (? . • 

Т е о р е м а 6.1. Пусть задача Коши (1.1.1) — (1.1.2) имеет единствен­
ное решение u(t, x) в классе U (в смысле (1.1.18)) при любом начальном данном 
и0 £ Зв- Тогда • пространственно-временное статистическое решение P(du) 
(в смысле определения 2.1) однозначно определяется начальной мерой |ы(со0), 
удовлетворяющей условию (1.2.2): 

(1.6.2) Р«?) = ФоО) V(?6 23(Z). 

Действительно, по условию теоремы для любого элемента uQ £ Зв в мно­
жестве Уоги0 существует не более одного элемента из W, так как W cz U. 
Поэтому 

Q П w = [YKYOO? П w))] n w, 

поскольку y0(Q П W) cz y0U а Зв согласно замечанию 1.1. Следовательно, 
в силу (1.2.3) и соотношения P(W) = 1 получаем (1.6.2): 

P(Q) = P(Q П ио = Р(у-1Ы<? П W))) = цМСЛ Щ) = II(TO(0). 

Последнее равенство вытекает из того, что 

7о(<? П W) = y0Q П y0W и ф0Щ = 1. 

Действительно, вследствие (1.6.1) и W 6 85(Z) имеем (i(Yo^) ^ -P(W) = 1.И 
Из доказанной теоремы 6.1 вытекает теорема 2.2. Действительно, по тео­

реме единственности О. А. Ладыженской ([37], [40]) в двумерном случае, 
т. е. когда п = dim Q = 2, задача (1.1.1) — (1.1.3) имеет единственное 
решение в классе U. Ш 
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Г Л А В А II 
СТАТИСТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

НАВЬЕ — СТОКСА В ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ 

§ 1. Стохастическая система Навье — Стокса. Функциональные пространства 

1. Краевая задача для стохастической системы Навье — Стокса. 
В правую часть системы (1.1.1) добавим флуктуации внешних сил типа 
белого шума 

(П.1.1) %- + {и, V)u=-Vp + vAu + f+dw{^x) , (V, и) = 0, 

где f(t, х) £ L^1 = Loo(0, Т; Я - 1) , как и в главе I, a 
w(t, х) 6 % = С(0, Т; Я), 

w(t, х) — винеровский процесс со значениями в Я = [L2(Q)]n (см. ниже). 
Начальное и краевое условия (1.1.2) — (1.1.3) оставим без изменений: 

(П.1.2) и|*в0 = ИоИ, *6Q; и|во = 0, 0 < * < 7 \ 
где и0(х) £$8 — случайная функциях распределением п., как и в главе I. 
Предполагается, что случайные функции w и и0 независимы (см. ниже п. 4) 
определения 2.1). 

2. Функциональные пространства. Обозначим через 

« 0 0 . - = с (х )(0, Г; <$Гв) 

при 0 < х < 1 и s > y + l пространство функций 
и(*, х) = и(*) 6 «~s = С(0, Г; <$?-*), 

для которых конечна гёльдеровская полунорма 
Hull , s = sun 11Ц(*1)-Ц(Ш1-Я 
i i w i i^(^)»-s— S U P г: гт^ 

Определим пространство С/(Ю траекторий системы (И.1.1): 
(И.1.3) С/(5<) = 2J П « (х ) ' " ' , II и \\иМ = || и \\£г + || и \\%w, _.. 

Обозначим через 
^(P) = ( l p | l n - ^ f ) f 

модуль непрерывности Леви [41]. Определим пространство C/L, аналогич­
ное U{yi): 

(И.1.3') ^ = ^ п « ^ - , ll«{!pL = ll»lbj + ll»ll«L-
Здесь 4DL~S — пространство функций u(t, x) £ %~*, для которых конечна 
полунорма 

(и.1.3») ниц*,.-.- sup " " I V n " " 5 ' 
3. Сведение системы (П.1.1) к операторному уравнению. Задача (П.1.1), 

(П.1.2) понимается следующим образом: даны и0(х) £ d%?, f(t, x) £ L^ и 
и и;(£, а:) £ ^; требуется найти функции u(t, х) £ Z ж p(t, x) £ 2)'(йг), где 
й г = (О, Г) X Q, удовлетворяющие системе (П.1.1) в смысле обобщенных 
функций на QT и начальному условию (П.1.2). Отметим, что краевое условие 
u\dQ из (П.1.2) выполняется автоматически для любой функции и £ Z. 

2Г \ 1 /2 
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Исключим давление p(t, х) из (П.1.1). Для этого обозначим через 
{•, •} скалярное произведение B L 2 = L2(0, Т; Н) = [L2(QT)]n: 

т 
(И.1.4) {щ v}= ̂  (u(t, •), v(t, -))dt VM, и£Ь2. 

о 

Так же будем обозначать скалярное произведение в Z/2(0, T; $£) и различные 
расширения этих скалярных произведений. Пусть 3$'0 == D'(0, T;$g-S)— 
двойственное пространство к 2)0 = С^°(0, Т; <Ш&) относительно\ соотноше­
ния двойственности (П.1.4). Обозначим при u(t, х) £ Z через Ли обобщен­
ную функцию 

(П.1.5) Аи= du{t
dl x) +vAu(l) + B(u(t))-g(t, х)в3'0, 

где приняты те же обозначения, что в (1.1.17). Тогда система (II. 1.1) для 
и £ Z и р £ D'{QT), / 6 L~£, w £ % эквивалентна следующему интеграль­
ному тождеству (ср. (1.1.16)): Vv £ С™(0, Т; V) 

(П.1.6) {Ли, v}={^-,v}, 

где л: Н —> $£—ортопроектор в Я на $8. 
Действительно, (П.1.6) вытекает из (II.1.1), поскольку {Vp, v) = 0. 

Обратно, из (II.1.6) следует, что существует p(t, x) £D'(QT), удовлетво­
ряющая (II.1.1) вместе с u(t, x). 

Мы будем в дальнейшем (как и в главе I) пользоваться более сильным 
определением решения системы (П.1.1), чем просто в смысле обобщенных 
функций на QT. А именно, потребуем, чтобы тождество (П.1.6) выполнялось 
для всех пробных функций и из класса S0 = С^°(0, Т; 36s), более широ­
кого, чем С™(0, Т; V). Такое требование эквивалентно операторному урав­
нению в S8~s (ср. (1.1.17)) вида 

(П.1.7) Ли- dnw 
dt ' 

где равенство понимается как равенство в 3'0. 
Построим гильбертово пространство f"~scz й\. Для этого сначала опре-

о о п 

делим пространство пробных функций Ts = # (0, Т; QMS), где s>-rr^~ 1> 
как пространство Соболева функций t —>- v(t) £ Ms, полученное замыканием 
С"(0, Т; SBS) в метрике 

IIJb.-llplfe + 
dv 
dt 

2 

(обозначения Х\ и $£s см. в § 1 главы I). Очевидно, °F'S непрерывно вклады­
вается в пространство (e(0)'s = С(0, Г; $£*) непрерывных функций от t £ 
£ [0, Т] со значениями в S6S- Обозначим через Т~s пространство, сопряжен-
ное к fs относительно соотношения двойственности, порожденного скаляр­
ным произведением в X* = Z,2(0, T\ $£). Очевидно, можно считать, что 
T~scz 3)'0. 

П р е д л о ж е н и е 1.1. Оператор А непрерывно действует из Z в про* 
странство f"~s, ecAus^>-^--\- l . 
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Для доказательства достаточно установить оценку 
(И.1.8) | {Ли, *}|<С(1 + || и | | | ) | | v | | ^ . 

Например, для нелинейного оператора 5(и), входящего в Аи, такая оценка 
вытекает из (1.1.10'), (1.1.11), (1.1.13) и вложения Tscz <£«»Л • 

§ 2. Статистические решения стохастической системы Навье — Стокса 

Пусть A(dw) — фиксированная винеровская мера на *ё = С(0, Т; Н)у 
заданная на ЩЩ. Это означает, по определению, что х) 

1 

(П.2.1) Л (v) = J е*<». »>Л (dw) = Г ~ В ( " ' "} Vv € ̂  = [С? ((0, Г) х Q)]n
r 

где 
г т 

(П.2.2) B(v, v)= [ \ min(*, s)(Qv(t, .), i;(5, -))dtds, 
о о 

a (? — самосопряженный неотрицательный ядерный оператор в i? (он назы­
вается корреляционным оператором винеровской меры Л) 

(Н.2.3) Q' = (?>0, 5 = Sp (? < +00. 
Из (IL2.1)—(И.2.3) вытекает 

(И.2.4) j ( j \w(t, x)\2dx}A(dw) = t-S< +00 , 

где 
n 

M * , *)l2 = E !">*(*, x)\K 
ft*=l 

Отметим, что для любого оператора Q со свойствами (И.2.3) существует боре-
левская мера A(dw) на ^ , удовлетворяющая (И.2.1), (II.2.2). 

На вероятностном пространстве (*ё, ЩЩ, A(dw)) определим случай­
ную функцию 

Обозначим через JT борелевскую меру на 5^~s, являющуюся распределением 
случайной функции \, 

(И.2.5) JT = Q*&, где б: w-^^L^T'8; 

G*A {В) = А (в-*В) У В 6 SS (Г"8) . 

Тогда ввиду (Н.2.1) для i ; g ^ s 

(Н.2.6) jJT(v)^ j е*<6. *>^ (dg) = j / ^ ' ^ A ( ^ ) = A ( - - | ^ ) . 

Далее, пусть на Щ36) задана начальная вероятностная мера р,, удовлетво­
ряющая условию (1.5.6) с некоторым а > 0. 

*) Здесь, как и везде ниже, принято следующее обозначение: если т(-) —мера, 
то т(») — ее характеристический функционал. 
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Предполагается, что случайное поле w(t, x), входящее в (II.1.1), имеет 
распределение A(dw), а начальное поле и0(х) в (П.1.2) имеет распределение 
\i(duQ), причем поля WELU0 независимы (см. п. 2)—4) следующего определения). 

О п р е д е л е н и е 2.1. Простанственно-временным статистическим 
решением стохастической задачи Коши (И.1.1), (II.1.2), соответствующим 
заданным мерам \i(du0) и A(dw), называется вероятностная мера Р(со), со £ 
£ 93 (Z), обладающая следующими свойствами: 

1) Если в (1.5.6) а <<1, то мера Р сосредоточена на UM £ 23 (Z), где 
х = —-T-J-. Если же а ^ 1, то мера Р сосредочена на UL £ 23(2). (В даль-
нейшем, для краткости, U и f/L в обоих случаях будем обозначать просто 
через U.) 

2) Случайная функция у0и, определенная на пространстве (£/, 93 (U), Р), 
со значениями в 3S~S, имеет распределение JLI, т. е. у*Р = и. (см. (1.2.3)). 

3) Случайная функция Ли со значениями в ^~ s , определенная на 
(С/, 23(С/), Р), имеет распределение JT, заданное соотношением (И.2.5): 
jh*P = JT, т. е. 

' р({и еи: Лие в}) = ж(в) чв е щт-&). 
4) Случайные функции у0и и Jhu независимы: 

Р({и 6 U: у0и е Ви Ли 6 В2}) = ц(5х) <#>(£2) 

Vfix 6SS(^- S ) , V5 2 6 2S(F-S). 

5) Справедливо энергетическое неравенство 

(П.2.7) f ( | | uW| | 2 + 2 a + j | | w ( T ) | | ^ | | w ( T ) | | 2 a ^ ) P ( ^ ) < 
О 

где <za и fea — константы, зависящие от Е* (см. (1.5.6)), S, || / ||L-i и не зави­
сящие от Т > 0. 

6) При a << 1 справедлива оценка средней нормы Гёльдера с показателем 
х = а/(1 + а) 

(И.2.8) j | | ^ | | ^ к ) , - 5 Р ( ^ ) < С а , г < +оо . 

Если же а ^ 1 , то имеет место оценка среднего модуля непрерывности Леви: 

(И.2.9) j | | « | | & P ( d « ) < C e . T < + o o . 
Отметим, что условия 2) — 4) можно объединить в одно: 
Мера Р удовлетворяет интегральному тождеству 

(И.2.10) ( exp (i [(у0и, v0) + {<4u, v}]) P (du) = 

Ниже будет доказана следующая теорема. 
Т е о р е м а 2.1. Пусть для начальной меры \х выполнено условие (1.5.6) 

с некоторым а > 0, а А — винеровская мера на % {т. е. выполнены условия 
(II.2.1) — (II.2.4)). Тогда существует пространственно-временное статистиче­
ское решение стохастической задачи Коши (II.1.1), (II.1.2), отвечающее этим 
мерам \х и Л. 
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§ 3. Галёркинские приближения статистического решения 

1. Галёркинская система Ито и энергетическая оценка. Будем исполь­
зовать обозначения Vm, пт и так далее из § 3 главы I. Положим (nmu)(t) = 
= n>m(u(t)). Введем меры 

(И.3.1) Ат==п%,А, откуда Л т (у) = Л (nmv) при v£Ts. 

Очевидно, что Л т — винеровская мера на %т = С(0, Т; Vm), построенная 
по корреляционному оператору Qm = nmQnm. Аналогично (1.3.5) положим 

(И.3.2) [Хт = зх51|х, откуда lxm(i;0) =]I(atmi;0) при v0£3£. 

Ясно, что мера и. определена на 25 (Fm) и сосредоточена на Vm. 
Рассмотрим вероятностное пространство 
(П.З.З) (Vm х « m , 93 (Fm x « ra), [xm x Am) 

и определим на этом пространстве случайные функции u0iTn и wm формулами 
(И.3.4) u0tTn{x; со) = uQ,m(x), wm{t, х; со) = wm(t, x) 

Vco = (u0,m, wm) е Vm X « m . 
Очевидно, w0f7n и wm — независимые случайные функции. Через SmT] обо­
значается математическое ожидание случайной величины г], заданной на про­
странстве (П.З.З). 

Галёркинским приближением системы (П. 1.1) (см. также (II. 1.7)) назо­
вем следующую систему Ито в Vm (wm(t) = wm(t, .) £ 7m): 

(II.3.5) dum(t) + nm(vAum(t) + B(um{t)) - g(t))dt = du;TO(*), 
um(t) 6 7 m , 0 < t < Г. 

В качестве начального значения возьмем случайную функцию u0iTn на про­
странстве (П.З.З): 

(И.3.6) um(t)\tmm0 = w0t7n 6 ^ m . 
Напомним, что операторы 4 и В и функция g(£), входящие в (II.3.5), 

были определены в п.2 и 4 из § 1 главы I. 
$|Т е о р е м а 3.1. 1) Решение um(t) задачи (П.3.5) — (И.3.6) существует 

при всех (и0>т, wm) £ Vm X (ёт, кроме множества \хт X Ат-меры нуль. 
2) Отображение (u0tTn, wm) —>- ит измеримо по Борелю (после модифика­

ции), как отображение Vm X %т в Z, так что можно определить борелев-
скую меру Рт на Z, как распределение ит. 

3) Мера Рт удовлетворяет интегральному тождеству, аналогич­
ному (И.2.10) 

(И.3.7) j ехр (ъ [{у0и, vQ)+{du, v}]) Pm (du) = p(v0) A ( - - g - ) 

vv0evm, versrn^nmrs. 
4) Справедливо энергетическое неравенство, равномерное по т ^ 1: 

t 

(И.3.8) j (\\u(t)\\2+2a+ ^ \\u(t)\\l\\u(x)\\2adx) Pm(du)^a + bt, 
О 

где а и Ъ — константы, зависящие от Е^, S и || / ||L-i, но не зависящие от 
т и Т > 0. 
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5) Справедлива равномерная по т^1 оценка 

(И.3.9) j | | u | | £ & . _ . P m ( & 0 < C e , r < + o o , х = т ^ г , т > 1 , 

если а < 1 . Если же а ^ 1 , то 

(И.3.10) j II ^ Н^ь-^т ( ^ ) < Сс, Т < +00 , Л1>1. 

Константа Са>т # (П.3.9) ^ (II.3.10) не зависит от т. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предполагая априори существование процес­

са um(t, х), удовлетворяющего (II.3.5) — (П.3.6), докажем оценку (II.3.8). 
По формуле Ито [51] 

(П.3.11) d\\um(t)\\2+2a = (2 + 2a)\\um(t)\\2a(um(t), dum(t)) + 

+ \ ( 2 + 2а) [2аЦ ит (t) | |2a"2(Qum (t), um (*)> + \\ит (*) | |2 аSpnmQnm]dt. 

Но в силу (П.3.5) и (1.1.12) имеем 

(um(t), dum{t)) = —v(um(t), Aum(t)) + (um{t), g(t) + dwm(t)). 
Подставим это выражение в (П.3.11), проинтегрируем полученное тождество 
по t от 0 до tN = tN(um) = min(t,xN), где т^ = 8ир{т>0: | |ит(т) ||<ЛГ} 
и возьмем математическое ожидание Шт от обеих частей полученного равен­
ства. Так как 

(um(t), Aum{t)) = || um{t)\\\ 
(см. (1.1.7)), а математическое ожидание стохастического интеграла равно 
нулю, то в результате получаем тождество 

t N 

(И.3.12) %m\\um(tN)tf+2a + (2 + 2a)v%m [ | |и т(т) | |2 а | |и т(т) |gdT = 

fN 

'?т\\и0, mil + ( l + a ) f m [ { {|| и т (т) ||2а (2 <um (т),^ (т)> + Sp nm<?Jtm) + 
о 

+ 2a \\um(т) ||2a~2(Qum(т), ит(%))}dx] . 

Справедливы неравенства: 

Sp nmQnm^.S, Шт || u0i m 

fN 

< 

fN 

Smj||wro(T)||2a2(W7n(T), g(x))dx\ 
0 ' 

<^m^\\um(x)\fa(v\\um(x)\\l+±\\g(x)\\l1)dx 

I и» (T) | |2a"2 I (Qum (x), um (T)>I < S || um (т)Э|2a. 
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Из этих неравенств и (П.3.12) выводим 

(П.3.13) %т || ип (tN) | | 2 + 2 а + (1 + «) v g m • J || ит (т) | |2а || ит (т) Щ <*т< 
*я 

tN 

<m+ca(s+±\\f\\i-j)%m^\\um(x)\\2ad%. 
°° о 

Отсюда, учитывая, что | |u | | 2<;C(Q) | |u| |2 , получаем индукцией по & = 0, 1, ... 
tN tN 

(II.3.14) Шт \ \\um{x)\fadx^C{Q)%m\ | |^m(T)| |2a-2 | |um(T)| |2
1dT< 

о о 
tN tN 

^ai + binm^\\um(x)\\2a-2dx<...^ak + bh$m^\\un(x)\\2a-2hdx, 
О О 

ak и bk не зависят от т^1. 
Возьмем к=[а]. Тогда если а = /с, то правая часть (И.3.14) ^ afe + M -
Если же а>к, то (пользуясь (II.3.14) при а = к = 1) получаем, поскольку 
0 < 2 а - 2 & < 2 : 

(И.3.15) gm j | | ^ m (T) | | 2 a - 2 ^T<C 1 + gm J | |и т е (т ) | |»Л< 
о о 

<C2 + C3t, я г > 1 , 
где С2 и С3 не зависят от т. Наконец, из (П.3.13) — (II.3.15) получаем 
оценку 

tN 

(И.3.16) ^ ( | | ^ Ы 1 | 2 + 2 а + { | к т ( т ) | | 2
1 | | и ш ( т ) | | 2 а л ) < 

о 
< a a + M , и г > 1 . 

Из доказанной априорной оценки (П.3.16), как известно (см. 151]), сле­
дует существование с вероятностью 1 решения um(t) стохастической задачи 
{II.3.5) — (П.3.6). Измеримость отображения {uQ>m, wm) -> ит £ Z выте­
кает из построения ит методом итераций [51]. Поэтому можно определить 
меру Рт на Z — распределение случайной функции ит. Аналогично [51] 
устремляя iV-^oo, из (II.3.16) выводим, что tjsfft, поэтому из (П.3.16) 
следует (И.3.8). Далее, в силу (П.3.5) 

где Л — оператор (II.1.5), а вследствие (II.3.6) 
(Уоит, v0) = {u0iTn, v0) Vz;0 £ Vm. 

Так как u0tTn и wm — независимые случайные функции, то 
(II.3.17) %mexip(i[(y0um, v0)+{Aum, v}]) = 

Учитывая (П.3.1), (П.3.2) и соотношения nmv = i;, nmv0 = v0 для v £ 
о 

£ Ут и v0 £ F m , получим, что из (П.3.17) вытекает (II.3.7). 
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2. Доказательство оценок (П.3.9) — (П.3.10). На пространстве (II.3.3) 
определим процесс zm = ит — wm. Очевидно, 

(П.3.18) || ит ||^(х), __,< || zm ||^(х)> _5 +1 | wm || (x)f _s, 

II um\\%Ls<\\ zm \\<gL-8 + \\wm \\<%L-8. 

Л е м м а 3.1. Если к = al(l + а), где а — константа из (1.5.6), то 
(П.3.19) Шт\\гт\\1+&, - s < C C a , r < + ° ° V m ^ l , 

Ca r we зависит от т* 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу уравнения (II.3.5) 

Поэтому аналогично (1.3.10) получаем при s ^ ^ + l 

(П.3.20) | ^ 2 ^ | | ^ а < С ( 1 + | | ц т ( 0 1 | 2 + 2 а + |к(011-Г). 

Поскольку K S Л , „ = 1 — -г-:— , то по неравенству Гёльдера и ввиду 
оценки (II.3.20) при любых 0 < ; г 1 < £ 2 < ^ 

(U Я 21} 11 zm(*l)—*m(* 2) l l -s ^ 1 f || gg?n(T) 
К ' ' > \t-t2\" ^ \h-t2\" J II 0* 

Л г < 
*1 

<(f|-^Iir^)^<^(f(i+ii»»wiia+to+ii^(T)imrfx)"ri5". 
ti 0 

Взяв в левой части (П.3.21) верхнюю грань по tx и £2, возведя в степень 
1 + а и применив к полученному неравенству оператор математического 
ожидания Шт, заключаем в силу (П.3.16), что справедливо неравенство 
(II.3.19). • 

Л е м м а 3.2. Для любого р > 0 имеет место неравенство 

(II.3.22) 8 m | | wm ||<gL-s<CCp, г < + °°> т^1, СрТ не зависит от т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим к винеровскому процессу wm(t) 
в Vm метод Леви оценки модуля непрерывности [41]. Для этого разложим 
wm(t) по ортонормированному (в$£) базису {ek(x)}, составленному из собст­
венных векторов оператора А = —А (см. п. 2 § 1 главы I): wm(t, х) = 

т 

= ^]^(t)ek(x). Здесь w^(t) — скалярные винеровские процессы. Из орто-
нормальности ek(x) вытекает 

га 
(Н.3.23) Шт\\и>т(1)\1р = ёт^ \wh

m(t)\* = tSm^tS 

(так как Sm = Sp nmQnm < S = Sp Q), откуда Шт\ w^ (t)\2 < tS при лю­
бых/с, т. Отсюда методом Леви ([41], с. 27—28) получаем, что для любо­
го ak > C(S)1/2, где С > 0 — некоторая постоянная, существуют такие 
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положительные константы Сг, С2, б, не зависящие от т и &, что 
(П.3.24) Ат<ак^ 

Положим ei = C2S(1 + /с2/")Ж, где Ж > 1. Тогда в силу (П.3.24) 

(П.3.25) Л и Ц и ; г о € « т : sup A» r( t l-y (1 + feV») > ^ ) J < 

|оо оо 

< 2 Am,a f t<C32-6 C 2 M2 2 - 6 c V / n M <C 4 2- 6 C 2 M , где C' = C\C*S. 
fe = l fe=l 

Вследствие (1.1.7 

• ^ o u F 1 + /.2/П 
ъ ъ °° 

Wm(ti) — Wm{t2)\\-s<SVV 2 j ^fe (! + &' ), 

поэтому из (II.3.25) следует 

(II.3.26) рт, м = Л т I \wm e ̂ m : sup TTj-—— > 
оо 

> С ' М 2 ^ s ( l + ^ 2 / n )})<C 42- 6 C 2 M , Л / > 1 . 

Так как собственные значения Xfe оператора Л = —А имеют асимптотику 
Xk~ Ск21п при &-> +оо [55], то ряд в (II.3.26) сходится: 

оо оо 

о = 2 V ( l + fc2/")<C S к^/п(1+к2/п)< +оо, * > £ + 1 , 
fc=l /1 = 1 

поэтому из (II.3.26) выводим, учитывая определение | | - | | ^L- S (CM- (И.1.3")) 
оо 

(П.3.27) f m || wm |%L_. < (C'of/2 + 2 (С (M + 1 ) сг)р/2 р и , м < . 
оо 

<(C'of / 2 + 2 (С'(М + 1 ) о ) р / 2 С 4 2 - 6 С 2 М < С р , т < + о о . в 
М=1 

Закончим доказательство оценок (II.3.9)—(П.3.10). Пусть сначала 
а < 1 . Тогда х s= a/(l + a) < l / 2 , поэтому 

где С не зависит от и £ $L~8. Следовательно, из (П.3.22) при р = 1 + a 
выводим 

(И.3.28) ^mll^ml!^+(x), - s < C a , r < + оо, Ca,T не зависит от т > 1 . 

Поэтому из (П.3.19) и первого из неравенств (П.3.18) следует (II.3.9). 



160 М. И* ВИШИК, А* И, КОМЕЧ, А, В. ФУРСИКОВ 

Теперь разберем случай, когда а ^ 1; при этом х = а/(1 + а) ^ 1 / 2 , 
поэтому 

Отсюда вследствие (П.3.19) получаем 
8'mlUmllgl

L-s<CrCajr< + 0 0 . 

Из этого неравенства, из (II.3.22) при р = 1 + а и из (П.3.18) следует 
(II.3.10). Теорема 3.1 доказана. • 

§ 4. Построение статистического решения 

1. Компактность семейства мер Рт. Л е м м а 4.1. При любом 0 < 
< и < 1 вложение U * cz Z вполне непрерывно {здесь Uw — пространство 
(П.1.3), a Z - (1.2.1)). 

Для доказательства леммы воспользуемся теоремой 4.1 гл. I с р = 2, 
Хг = $£х, Х0 = $£, Х^ = 3£-s и о/К = KP(U(K)) — шаром радиуса р с цент­
ром в нуле в пространстве £/(%). Условия (1.4.2), очевидно, выполняются; 
ограниченность <М в L2(0, T; SS1) = %\ вытекает из (II.1.3). Опять-таки 
из (II.1.3) получаем, что для любого и 6 o/fl и любых tl4 t2 £ [0, Г] 

ll^(^i)-*2)IU<ll^ll^),-s|^~^r<pKi-^r, 
что доказывает равностепенную непрерывность в С(0, Г; G^~S) функций 
из о#. Поэтому лемма 4.1 вытекает из теоремы 4.1 гл. I. • 

Далее, из оценок (II.3.8) и (П.3.9) — (II.3.10) следует, что при любом 
и, 0 < х < m i n (1/2, a/(l + а)) имеем: 

(И.4.1) j | | « | | ^ r a ( d u ) < C - < + o o , m > l , 

где С- не зависит от т. Отсюда при помощи леммы 4.1 аналогично теоре­
ме 4.2 гл. I выводится следующая теорема. 

Т е о р е м а 4.1. Семейство мер {Рт}, определенных в теореме 3.1 
и заданных на 93(Z), слабо компактно на пространстве Z. 

В силу этой теоремы из последовательности мер Рт можно выбрать под­
последовательность Pk, слабо сходящуюся на Z к некоторой вероятностной 
мере Р. Это значит, что выполняется соотношение (1.4.3). Покажем, что 
мера Р является статистическим решением стохастической задачи (II.1.1), 
(П.1.2). 

2. Мера Р удовлетворяет условиям 1), 5) и 6) определения 2.1. Действи­
тельно, методами п. 1 § 5 главы I из оценок (П.3.8) — (П.3.10) выводится, 
что мера Р сосредоточена на U £ 85(Z). Теми же методами из оценок (II.3.8)— 
(И.3.10) получаются оценки (И.2.7)—(И.2.9). 

3. Мера Р удовлетворяет условиям 2)— 4) определения 2.1. Достаточно 
о 

доказать тождество (II.2.10). Пусть в (II.3.7) v0 £ Vr и и £ °ГГ = 
о 

="ft r^ s , где г^.т. Переходя в (П.3.7) к пределу при т = к -> оо, получим 
о 

в силу сходимости Pk-^ Р (см. (1.4.3)), тождество (П.2.10) для v0 £ Vr и и £ ТГГ. 
Это вытекает из того, что функционал и ->- <гг(0), у0) непрерывен на Z ввиду 
(1.2.1), а функционал и -> {e^w, г;} также непрерывен на Z в силу предложе-

оо оо 0 о 

ния 1.1. Наконец, из плотности (J Vr в <$fe и U ^ r в !FS получаем (II.2.10) 
1 г = 1 

о 

для всех v d$£s и у £ !̂ *s. Итак, теорема 2.1 доказана. • 
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4. О существовании индивидуальных решений стохастической системы 
Навье — Стокса. Существование индивидуальных решений задачи Коши 
(II.1.1), (П.1.2) доказано в [4] для случая, когда w(t, х) £ С(0, Т; IIs), где 
5 > ^ - + 2. Это условие выполняется с вероятностью 1, лишь если опера­
тор Q из (И.2.2) является ядерным оператором в Hs. 

Из основной теоремы 2.1 вытекает следующая теорема. 
Т е о р е м а 4.2. Пусть в (1.5.6) а ^ 1 . Тогда задача Коши (П.1.1), 

(П.1.2) имеет решение u(t, х) £ UL при всех (и0, w) ^S£~s X %, кроме мно­
жества \л X А-меры нуль. 

Эта теорема выводится из следующей леммы. 
Л е м м а 4.2. Пусть в (1.5.6) а ^ 1 . Существует такое множество 

5 c z Ж~& X Т~\ что 
В 6 9S(<^-S х Г-% В с: ЩиЬ) и {\лХЖ)(В) = 1, 

где Щ. = (YO^ ^) — оператор, действующий из UL в М~& X °JT~&. 
Аналогичные утверждения справедливы и в случае 0 < с с < 1 -
Теорема 4.2 и лемма 4.2 приводятся без доказательства. Доказательства 

аналогичных утверждений в случае трансляционно-однородных мер Р 
приведено в главе VI. 

В заключение отметим, что теорема о существовании статистических 
решений стохастической задачи (П.1.1), (П.1.2) справедлива и в случае, 
когда в (1.5.6) а = 0, т. е. мера \х удовлетворяет условию (1.2.2), как и в тео­
реме 2.1 гл. I. Однако при этом вместо пространств U^ приходится исполь­
зовать пространства функций t-+u(t)£S8~s ограниченной вариации сте­
пени q >> 2 (см. главу VI), имеющих, вообще говоря, разрывы первого 
рода на счетном множестве t £ [О, Л . Тем не менее и при а = О удается 
доказать, что статистическое решение Р стохастической задачи для системы 
Навье— Стокса сосредоточено на непрерывных функциях t —>- u(t) £ d^"s, 
т . е . на %~&^ С(0, Т; №'*). 

З а м е ч а н и е 4 .1 . В главах I и II условие / £ Ьоо(0, Т; Н~г) на 
внешние силы можно заменить условием / £ L2(0, T; Н~г) с соответствую­
щими изменениями формулировок теорем и определений. Кроме того, мето­
дами глав I, II легко построить пространственно-временное статистическое 
решение системы Навье — Стокса (1.1.1) с начальной мерой jn, удовлетворяю­
щей (1.2.2), при случайных внешних силах f(t, х) £ £2(0, Т; Н'1). Для этого 
достаточно предположить, что для распределения K(df) случайной функции 
/(£, х) конечен интеграл 

j l l / l l L ( 0 . T ; f f - i ) 4 < Z / ) < + ° ° . 

Г Л А В А I I I 
УРАВНЕНИЕ ХОПФА И ПРЯМОЕ УРАВНЕНИЕ КОЛМОГОРОВА 

§ 1. Уравнение Хопфа 

1. Вывод уравнения Хопфа. Пусть Р — пространственно-временное 
статистическое решение системы (1.1.1), построенное в главе I по начальной 
мере |х, удовлетворяющей условию (1.2.2). Мера Р сосредоточена на Z. 
Так как Zcz C(0, T; $B~S), то на Z определен оператор yt сужения функции 
при t = const: ytu = u(t, •) V£ 6 [О, Л , У/и £ Z; yt: Z -> S6~s — непре­
рывный оператор. Рассмотрим семейство мер \i(t, •) = у*Р на $£~s, завися­
щих от параметра t, 0^.t^T, 

(III.1.1) \i(t, со) == Р{ур со) = P({u e Z: u(t, •) 6 o)}) Vcoe23(d#-s)-
11 Успехи матем. наук, т. 34, вып. 5 
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Л е м м а 1.1. Для. любого t, O^t^T, мера \i(t, со) сосредоточена 
на $£\ при почти всех t £ [О, Т] она сосредоточена на Шх. Для любого t £ 
6 [О, Т] справедлива оценка 

t 

(Ш.1.2) j || w ||2 |х (*, dw) + j ( j || ц; И» ц (Т, dw)) d t < 

^: ̂  j ( l + iKII2)n№o). 
Доказательство вытекает из оценки (1.2.4). В самом деле, с помощью 

замены u(t) = w для первого слагаемого в (1.2.4) получаем 

j \\u(t)\\*P(du)=^ \\w\\*[i(t, dw). 

Аналогично, по теореме Фубини имеем для второго слагаемого в (1.2.4) 
t t 

j ( j \\u(x)\\\dx)P(du)=^dx(^\\u(x)\\\P{du)) = 
о о 

t 

= \d% {||1г;||>(т, dw). Ш 
0 

С помощью теоремы 5.1 из главы I аналогично лемме 1.1 доказывается 
следующее утверждение. 

Л е м м а 1.2. Пусть для начальной меры \i справедливо неравенство 

j \\u0\\k\i(du0)< +oo \/к£Ы. 

Тогда мера \x(t, dw) удовлетворяет оценке (\/t £ [О, Т]) 
t 

Ш1.1.2') \l\\w\\kii(t, dw)+^ ( J H ^ I I J I I ^ I I ^ X T , dw)) dx^ 

< ^J(l+l|wollft)^(^0) V/c>2. 
Лемма 1.2 будет использована в главе V. 
Обозначим через X(t, v) характеристический функционал меры \x(t, ••): 
(III.1.3) %{t, v)=^(t, v)= j e^*)\a(t, dw) Vi>6<$?. 0 < * < Г . 

Т е о р е м а 1.1. Пусть \i(t, со), О < ^ Г , — - семейство мер, опреде­
ленное соотношением (III.1.1), и %(t, v) — характеристические функционалы 
этих мер. Тогда справедливо уравнение Хопфа: при любом v £ S6S, где s > 
> - ^ - + 1, функция t-^%(t, v) абсолютно непрерывна и при почти всех 
t 6 [О, Т] 

(Ш.1.4) d%{ll v) +i { е*<». *>#(*, v, w)p{t, dw) = 0 

или, в интегральной форме, 
(ill. 1.5) х(«, " ) - х ( 0 , w) + 

+ i j dx ( J e*<*. ">Я (т, v, w) [i (x, dw))=0 V* 6 [0, 2% 
о 
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Здесь 
H(t, v, w) = v(Aw, v) + (B(w), v)-(g(t), v), 

где А и В — операторы из (1.1.17). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть W — множество из п. 2) определения 

2.1 главы I. Так как любая функция u(t) £ WecTb решение уравнения (1.1.18), 
то 

(Ш.1.6) ^ ^ t ^ =-iei{uV>vW(t, v, u{t)) 4ve$£s. 

Интегрируя обе части (Ш.1.6) по £, а затем по P(du), получим, поскольку 
мера Р сосредоточена на W: 

(III.1.7) ( (gi<"<*).*>—^Ku(O), D>)p(dM) + 
t 

+ i\ ( Са*<«СО.*>Я(т, v, u(x))d%))P(du) = <). 
о 

Сделав замены u(t) = w, u(0) = w в первом интеграле в (III.1.7), установим, 
что он равен %(t, v) — %(0, v). Далее, из (1.2.4) следует по теореме Фубини, 
что в последнем интеграле в (III.1.7) можно изменить порядок интегрирова­
ния, поэтому, производя в нем замену и(т) = w, получим интегральный 
член из (III.1.5), Из (III.1.5) следует (III.1.4). • 

О п р е д е л е н и е 1.1. Семейство мер \i(t, со), со £ *8 {$8), O^Ct^T, 
удовлетворяющих уравнению Хопфа (III.1.4) и неравенству (III.1.2), назы­
вается пространственным статистическим решением системы Навье — Стокса 
(i . i . i) . 

Отметим, что уравнение (III.1.4) можно записать, как уравнение 
в вариационных производных относительно характеристического функцио­
нала %(t, v), но псевдодифференциальная форма (III.1.4) представляется 
в дальнейшем более предпочтительной. 

2. Разрешимость задачи Коши для уравнения Хопфа. Задача Коши для 
уравнения (III.1.4) состоит в нахождении его решения %(t, v), являющегося 
характеристическим функционалом семейства вероятностных мер \i(t, со) 
и удовлетворяющего начальному условию 

(Ш.1.8) X (0, v) = Хо (v) = J **<».*>|A (dw), 

где |I(OL>0) — заданная начальная мера на &в. 
Т е о р е м а 1.2. Если начальная мера [х(со0) удовлетворяет условию 

(1.2.2), то существует решение \\(t, •) задачи Коши (III.1.4), (Ш.1.8). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р — пространственно-временное ста­

тистическое решение уравнения (1.1.1), соответствующее начальной мере 
|я(со0), которое было построено в главе I. Его сужения \i(t, •) при t £ Ю, Т] 
удовлетворяют уравнению Хопфа (III.1.4) и оценке (III.1.2) согласно тео­
реме 1.1 и лемме 1.1. Кроме того, выполняется начальное условие (Ш.1.8); 
из (III.1.3) ввиду (III.1.1) получаем, что 

X (0, v) = j exp (i (у0щ v)) Р (аи) = j exp (i (щ, v)) ji (du0), 

причем последнее равенство справедливо в силу (1.2.3). • 
3. Теорема единственности решения задачи Коши. Ч. Фояш [48] дока­

зал единственность решения задачи Коши для уравнения Хопфа, соответ­
ствующего двумерной (п = 2) системе Навье — Стокса (1.1.1). Точнее, им 
доказана следующая теорема. Пусть, для простоты, g(t) = g не зависит от t. 
i i * 
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Т е о р е м а 1.3. Пусть \i(t, со), t £ [О, Т], — пространственное ста­
тистическое решение двумерной системы Навъе — Стокса, удовлетворяющее 
неравенству 

т 
(Ш.1.9) j ( [|M|2/^,N,V(*, du))dt<+oo, 

о 
а Св — константа, зависящая лишь от оператора В в (1.1.13), от Т и 
II £ 11-1- Тогда \i(t, со) однозначно определяется начальной мерой u,(co0) \ft £ 
€ [О, Т]. 

Доказательство этой теоремы приведено в [48]. 
З а м е ч а н и е 1.1. Существует такая константа С в, что если началь­

ная мера и,(со0) удовлетворяет оценке \ || и0 ||2 exp(Cb|| u0 ||4)u. (du0) < + o o , 
то отвечающее ц(со0) пространственное статистическое решение, построенное 
с помощью галёркинских аппроксимаций в [19], удовлетворяет оценке 
(Ш.1.9) . То же справедливо и для решений, построенных в теореме 1.2. 

З а м е ч а н и е 1.2. Отметим, что в теореме 6.1 главы I о единственно­
сти пространственно-временных статистических решений двумерной системы 
Навье — Стокса никаких дополнительных условий типа условия (Ш.1.9) 
не накладывалось. 

§ 2. Прямое уравнение Колмогорова 

1. Вывод прямого уравнения Колмогорова. Пусть \i(du0) — вероятност­
ная мера на 3S, удовлетворяющая условию (L5.6) при некотором а > О, 
а Р — пространственно-временное статистическое решение стохастической 
системы (П. 1.1), соответствующее начальной мере \x(du0) и винеровской мере 
A(dw). Мера Р сосредоточена на пространстве Z, поэтому с помощью форму­
лы (II 1.1.1) можно определить семейство мер р,(£, dw) на SS~S. Используя 
оценки (II.2.7), аналогично лемме 1.1 можно доказать следующую лемму. 

Л е м м а 2 .1 . При каждом t £ [О, Т] мера \i(t, dw) сосредоточена на $8 
и при почти всех t £ [О, Т] — на Зв1. Существуют такие константы а и Ь, 
что при 0^.t^.T 

t 

(Ш.2.1) j \\w\\2+2a\i(t, dw)+^ ( j | | и> | | ?1М| 2 >(т , dw))dx<C<* + bt. 
о 

Пусть, как и в § 1, %(t, v) — характеристический функционал меры 
jx(£, dw), определенный формулой (II 1.1.3). 
У | Т е о р е м а 2.1 . Семейство мер JLI(£, dw) удовлетворяет прямому 
уравнению Колмогорова: при любом v £ SSS 

(Ш.2.2) d%{ll v) + j **<»»»>£(*, v, w)\L(t, dw) = 0, te(0, T), 

где 
K(t, v, w) = iH(t, v, W) + Y(QVI V), 

причем символ H(t, v, w) имеет то же значение, что и в (III.1.5), a Q — 
то же, что в (П.2.2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что семейство \i(t, dw) удовлетво­
ряет уравнению (Ш.2.2) , записанному в интегральной форме: 

(Ш.2.3) %(t, v)-%(0, v) + \(\e*^^K(%r v, м?)ц(т, dw))dx = Q. 
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Пусть Рт — галёркинская аппроксимация меры Р (см. § 3 главы II)т 
a \im(t, •) == У*Рт- Из (П.3.5) с помощью формулы Ито [25] выводится равен­
ство (ср. с (III. 1.6)) 

(III.2.4) ^ V . ^ ^ ^ V - ^ - l f ^ v, um(t))dt + i(dwm(t), v)], 
где и £ Vm, a wm(t) — винеровский процесс с распределением (II.3.1). Инте­
грируя обе части (III.2.4) по t, а затем по Pm(dum), получим 

(Ш.2.5) J {eHytu'v) -eHy*u'v))Pm(du) + 
t 

+ J ( j eW*> ^K (т, v, и (%)) d r ) P m (da) - 0, 
о 

так как математическое ожидание от интеграла Ито равно нулю. Чтобы 
получить (III.2.3), перейдем в (Ш.2.5) к пределу при т = к-+- оо, исполь­
зуя (1.4.3). Имеем 

(111.2.6) \ (ei{ytu>v)__ei(y0u,v))Pk{du) > 

_^ J (eHytu'v)-ei<y*u'v))P(du)< 

Далее, для любых t £ [0, Т] и v £ Vr функционал 
t 

(111.2.7) J (и) = ( е*<*0О. u># (т, y, u (T)) dt 
о 

определен на Z и непрерывен: 
(HI.2.8) 7(u)6C(Z), | / ( u ) | < C ( l + ||u|feo), u £ Z . 

Пусть Фи(^) = ф( о~^~) » г ^ е ф(р)6^о (R), ф(р) = 1 при р<.1 . Так как 
в неравенстве (II.3.8) а > 0 , то вследствие (III.2.8) и неравенства Чебы-
шёва получаем 

I J I (и) Ph (du) — \ I (и) Р {du) I < I f фй (и) I (и) (Pk (du) — Р (du)) I 

+ \\ (1 - Фн (и)) I (и) Pk (du) I + К (1 - Фй (и)) I (и) Р (du) 

, < I [ Фн (и) I (и) (Рк (du) - Р {du)) I + С/(1 + Ща, 
\г! I 

где С не зависит от R > 0; поэтому в силу (1.4.3) 
(Ш.2.9) { I(u)Pk(du) -> \ I(u)P(du) при fe->oo. 

Следовательно, переходя к пределу в (Ш.2.5) при пг = к -> оо и учитывая 
(III.2.6) и (Ш.2.9), получим тождество (Ш.2.5) для меры Р вместо Рт. 
Меняя во втором интеграле из выведенного тождества порядок интегриро­
вания по dx и P(du), получим прямое уравнение Колмогорова (III.2.3), если 
сделаем замены u(t), u(0), ^(x) -> w и учтем (III.1.1) и определение (III.1.3) 
характеристического функционала %(t, v)- * 

О п р е д е л е н и е 2.1. Семейство мер \i(t, со), со £ 2S(d%?), удовлетво­
ряющих оценке (III.2.1) и уравнению (III.2.2), называется пространствен­
ным статистическим решением стохастической системы Навье — Сток-
са (И.1.1). 

+ 
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Отметим, что формально можно записать прямое уравнение Колмого­
рова (III.2.2) как параболическое дифференциальное уравнение второго 
порядка с бесконечным числом переменных для мер п.(£, со) (см. [10]). 

2. Разрешимость задачи Коши для прямого уравнения Колмогорова. 
Поставим для уравнения (III.2.2) задачу Коши с начальным условием 

(IIL2.10) X(t, v)\^Q=^e^^ii(du0)f ve3£, 

где \x{duQ) — заданная вероятностная мера на SB. 
Т е о р е м а 2.2. Если начальная мера \х удовлетворяет условию (1.5.6) 

при некотором а > 0, то задача Коши (III.2.2), (III.2.10) имеет решение 
li(t, dw), удовлетворяющее оценке (III.2.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р — пространственно-временное ста­
тистическое решение системы (II.1.1) с начальной мерой JLI, построенное в 
главе II. Согласно теореме 2.1 семейство мер \i(t, •) =у*Р, 0 <] £ <С Т, 
удовлетворяет уравнению (III.2.2). Начальное условие (III.2.10) выполнено 
в силу п. 2) определения 2.1 из главы II, а оценка (III.2.1) справедлива 
вследствие леммы 2.1. • 

В заключение отметим, что разрешимость задачи Коши для прямого 
уравнения Колмогорова можно доказать непосредственно, не используя 
пространственно-временного статистического решения Р (см. [10]). То же 
относится к уравнению Хопфа (см. [48]—[50], [18], [19], [5]). 

Г Л А В А IV 

СТАЦИОНАРНЫЕ РЕШЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ НАВЬЕ — СТОКСА 

§ 1. Стационарные статистические решения стохастической системы 

Будем в данной главе обозначать через %Ь~т пространство $L~S из 
главы II и через || • ||^x-s — полунорму (П.1.3") в этом пространстве. 
Пусть 

&L-J = ЪЬ (0. оо; SB") = lim proj %L'T& 

Т-+оо 

— пространство функций t ->- u(t, •) £ 3B~S, t £ [0, оо), для которых суже­
ния на 0 <С t ^C T принадлежат 

%L (0, Т; m~s) = %L-T
S 

при любом Т > 0; топология в ^L'J задается полунормами || • ||^-«» 
Т > 0. Положим 

ULoo = LT (0, оо; SB1) П ЪЬ2; 
топология в ULoo задается полунормами (II. 1.3'), которые будем обозначать 
через || • \\UL V77 > 0. Введем также пространство 

Zoo = lim proj Z r , 
Т-*эо 

где ZT — пространство (1.2.1); топология в Zoo определяется полунорма­
ми (1.2.1). Очевидно, ^LTj, ULoo, Zoo — сепарабельные пространства Фреше. 

Рассмотрим стохастическую систему Навье — Стокса (П. 1.1) со стацио­
нарными неслучайными внешними силами /(£, х) = f(x) £ Н~х. Отметим, что 

ш' ,х — обобщенный стационарный процесс, поскольку w(t, x) — 
винеровский процесс в Н. 
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О п р е д е л е н и е 1.1. Пространственно-временным статистическим 
решением системы (II.1.1) называется вероятностная борелевская мера 
JP(CO), СО 6 35(Zoo), сосредоточенная на ULoo и удовлетворяющая условию 3) 
определения 2.1 из главы II и оценкам (II.2.7) и (II.2.9) при любом Т £ 
€ (0, со)1). 

О п р е д е л е н и е 1.2. Мера Р называется стационарной, если она 
инвариантна относительно сдвигов по t: т*Р — Р VT > 0, где tu(t, х) = 
= u(t + т, х). 

Очевидно, для стационарной меры Р ее сечение \i(t, •) = у*Р не зави­
сит от t > 0. 

Пусть, как и в главах I—III, s > ~ + 1. Сформулируем основные 
результаты этой главы. 

Т е о р е м а 1.1 [13]. При п ^ 2 и любом v > О система (II.1.1) с 
/(£, х) = f(x) £ Н~х в ограниченной области Q а Кп имеет стационарное 
пространственно-временное статистическое решение Р, для которого имеют 
место Va > 0 и Vp > 0 оценки 

(IV. 1.1) j | | u ( * , OllilM*. • ) H 2 a ^ ( ^ ) ^ C a = c o n s t < + o o , * > 0 , 

(IV. 1.2) j | | t t | | | L ? P ( d u ) < C P i r < + oo V r > 0 . 

Мера (л = у*Р на <з№~* не зависит от t 2^0, и при любом а > 0 для нее спра­
ведлива оценка 

(IV. 1.1') j | | ^ | | 2 i | | ^ | | 2 a i I ( ^ ) < C a < + o o ; 

jnepa JJI сосредоточена на SS1 и удовлетворяет стационарному прямому урав­
нению Колмогорова (см. (III.2.3)) 

(IV. 1.3) 0 = j **<».*>£ (и, w)p(dw) 4v£$6s, 

где 

К (v, w) = i (vAw + B(w) — g,v) + -2 {Qv% v) 

для w £$£ и v £ S£s. (Операторы А, В и функция g определены в § 1 гл. I)* 
Эта теорема будет доказана ниже, в § 2. _ 
Т е о р е м а 1.2. Пусть f = 0. Тогда при п — 2 мера Р, построенная 

е теореме 1.1, удовлеворяет тождеству 

(IV. 1.4) v\\\u(t, .)\\lP(du)=*^SvnQn, * > 0 . 

Если же п ^ 3, то левая часть (IV.1.4) не превосходит правой. 
Эта теорема будет доказана в § 3. __ 
З а м е ч а н и е 1.1. Пусть п — 2 ж Р — стационарное статистическое 

решение системы (П.1.1), построенное в теореме 1.1. Интеграл в левой части 
(IV. 1.4) имеет физический смысл средней скорости a(t) диссипации энергии 
в момент времени t для статистического решения Р . Эта скорость а дисси­
пации энергии не зависит от t > 0, поскольку мера Р стационарна. Из тожде-

х) В этом определении зафиксированы лишь те свойства статистического решения Р, 
которые используются в дальнейшем. Поэтому определение 1.1 в некотором смысле слабее 
определения 2.1 из главы II . 
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ства_(1У.1.4) следует, что в случае f(t, х) == 0 при п = 2 для решений Р = 
= Pv, построенных в теореме 1.1, величина а не зависит от v > 0, если 
оператор Q фиксирован. Если при этом nQn Ф 0, то а не стремится к нулю 
при v -»- 0, что соответствует гипотезе А. Н. Колмогорова, высказанной им 
в более общей форме в его докладе на семинаре имени И. Г. Петровского [34]. 

З а м е ч а н и е 1.2. Пусть п^2 любое. Тогда мера (х, построенная 
в теореме 1.1, нетривиальна, если nQn Ф 0; это значит, что \x(dw) не сосредо­
точена в точке w = 0. Действительно, в противном случае из (IV. 1.3) полу­
чаем 

f K(v, w)]i{dw) = K{v, 0) = j(Qv1 v) = 0 

при v £ 3£s, откуда nQn = 0. 

§ 2. Построение стационарного статистического решения 

Этот параграф посвящен доказательству теоремы 1.1. 
1. Построение статистического решения при t £ (0, оо). Пусть 

T8 = {v(t, . ) 6 ^ ( 0 , o o ; ^ s ) ; v(t, .) = 0 

при t>T для некоторого Г > 0 , зависящего от v} 

и пусть \i(du0) — начальная мера на $8, сосредоточенная в точке и0 = 0. 
Тогда условие (1.5.6) на [i выполняется при любом а > 0. Аналогично тео­
реме 3.1 из главы II доказывается, что существует галёркинское приближе­
ние Рт статистического решения, отвечающего мере ju, определенное на 
93 (Zoo), удовлетворяющее условию (II.3.7) с jn(z;0) s = l , и оценкам (II.3.10) 
и (II.3.8) с любыми а > 0, Г 6 (0, оо). 

П р е д л о ж е н и е 2 .1 . Семейство мер Рт, т^1, слабо компактно 
на Zoo. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 
т 

KT = [ueULoo: | | | и ( * , •)\\2
1dt + \\u\\<eL-s<M(T)}, 

о 
где М(Т) — некоторая константа. В силу (II.3.8) и (II.3.10) для любого 
Т > 0 существует константа С(Т), не зависящая от М(Т) и ттг^1 , такая, что 

(IV. 2.1) Рт{Кт)^1 С{Т) 
М (Т) ' 

Возьмем произвольное 8 > 0 и выберем М(Т) для Т = 1, 2, . . . так, чтобы 
было 

ею 

(IV-2.2) ЪЩ-<*-
сю 

Пусть Кг= Л Кт. Тогда в силу (IV. 2.1) и (IV. 2.2) 

(IV.2.3) P m ( Z 8 ) > l - e V m > l . 

Так как по теореме Дубинского сужения функций u(t, •) £ Кт на 
[0, Т] составляют предкомпакт в ZTl то Ке — предкомпакт в Zoo. Поэтому 
из (IV.2.3) в силу теоремы Прохорова следует предложение 2 .1 . • 
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В силу предложения 2.1 из семейства мер {Рт} можно выбрать последова­
тельность Pk, слабо сходящуюся на Zoo к мере Р. Аналогично п. 2, 3 § 4 гла­
вы II устанавливается, что мера Р является статистическим решением систе­
мы (П. 1.1) в смысле определения 1.1. 

2. Осреднение нестационарных решений. Пусть Р — статистическое 
(нестационарное) решение, построенное выше. Мера Р(со) определена при 
со £ 9S(Zoo). Для любого 9 > О определим вероятностное пространство 

(IV. 2.4) (Zoo х [0, 6], SS (Zoo X [0, 6]), Р х ~ ) 

с оператором математического ожидания Ш§ и на нем зададим поле UQ = 
= щ (£, х) по формуле 

(IV. 2.5) UQ (£, Х\ О)) =%u(t, х) = и(Т + £, X) ДЛЯ 00 = (И, Т) £ Zoo X [0, В].. 

Пусть Ре — распределение поля ие. Оно является борелевской мерой на 
Zoo. Тогда для любого Ре-интегрируемого функционала f(u) 

е 
(IV. 2.6) j / {и) PQ {du) = -J- j J / (то) P (da) dr. 

о 

3. Слабая компактность мер Ре- Определим на (IV.2.4) процесс 

t 
WQ (t) = UQ (t) — UQ (0) + j (VAUQ (T) + В (UQ (T)) — g) d%, 

0 

где UQ — процесс (IV.2.5). 
П р е д л о ж е н и е 2.2. WQ(t) — винеровский процесс в $£ с корреля­

ционным оператором nQn. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения WQ(t) видно, что WQ( •) £ 

еС(0, оо; S£~S) и и;е(0) = 0 п. н. Кроме того, в силу (IV.2.6) из (11.2.10) 
о 

получаем для любого v £ atr&'-

(IV. 2.7) g e e i l l r ' " ] = J ^ U 0 ' "}Pe (<*ие) -
0 0 oo 

= -g- j ( j в*^^*>Р(Й1г))ат = -д-j e x p ( - | - J (Qy(« —x),i;(t —T)>dt)dt = 
0 O x 

°° 0 

= exp(—i-j<#> (*),!>(*)><«) =X(—ff) V^^ 8 . 
0 

Поскольку WQ(t) £ <$?~s, £ > 0, то из (IV.2.7) вытекает, что WQ — винеровский 
процесс в $£ с корреляционным оператором яфя. • 

Докажем две оценки для Ре, аналогичные оценкам (П.3.8), (И.3.10). 
Л е м м а 2.1. ДАЯ любых Г > 0 w a > 0 

(IV. 2.8) sup ge l l^eWl l i l l ^eWI | 2 a <C a ,T<+oo , 9 > 1 , 

где Сау Т не зависит от 6. 



170 М. И* ВИШИК. А. И. КОМЕЧ, А. В, ФУРСИКОВ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (IV.2.4)—(IV.2.6) в силу справедливости 
оценок (II.2.7) при любом а > 0 вытекает, что при 0 > 1 

в 
^е I/ г̂ е (0 Iff II ̂ е С̂) fl2" == ^ "̂ " J |! î  (тг -f- )̂ (if 11 ^ (т-f- )̂ I|2os ̂ Гтг̂ ^ 

о 
0+Г 

< ^ { 1 \\ит\\\ит2а^<аа+ъ%ф+Т)<с*(1+т)<°°. • 
о 

Л е м м а 2.2. Для любых 7 7 > 0 и р>0 при s > y + l 
(IV. 2.9) * e l | M e | | | L j . < C a i r < o o f 0 > 1 , 

•где Са% т не зависит от 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим процесс 

zQ(t) = ue(t) — wQ(t). 
Тогда в силу определения we(t) имеем: 

z*{t) = —vAuB(t) - B(uQ(t)) + g. 
Отсюда 

II *e(') II- « C(l + || ue(t) ||2), 
м, следовательно, для гёльдеровской нормы в 

^*>>-s = <g<*>(0, T;S6~S) 
с показателем х = а/(1 + а) при любом а > 0 получаем в силу (IV.2.8) 
аналогично (II. 3.21): 

г 
(IV. 2.10) Ш* || zQ ||Jfo. _ s < » e ( J II *е (t) ||i+" dt) < 

T о 
г 

< C g e ( 7 7 + j | | ^ e W I I ? l l ^ e W H 2 a ^ ) < C a , T , 9 > 1 . 
о 

С другой стороны, в силу предложения 2.2, так же как в лемме 3.2 гла­
вы II, доказывается, что при любом р > 0 

(IV. 2.11) Шв\\ю,\\^ь-т^Ср>Т, 0 > О , 

где Ср т не зависит от 0. Возьмем в (IV.2.10) a ^ l так, чтобы было 1 + 
+<*>р. Тогда и ss a/(l + a ) > l / 2 и из (IV.2.10) и (IV.2.11) вытекает 
(IV.2.9). • 

С помощью оценок (IV.2.8), (IV.2.9) аналогично предложению 2.1 
доказывается 

П р е д л о ж е н и е 2.3. Семейство мер {PQ}, 0 > 1, c/шбо компактно 
на /JQO, 

3. Предельный переход. Доказательство теоремы 1.1. Из предложе­
ния 2.3 вытекает, что существует последовательность мер PQ^ 0 f e->oo, 
слабо сходящаяся на Z/ool 

(IV.2.12) Рвк-»Риря 0*->oo f 

где Р — борелевская вероятностная мера на Zoo. Проверим, что Р удовлетво­
ряет всем условиям теоремы 1.1. 



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ГИДРОМЕХАНИКИ 171 

1) Мера Р стационарна. Действительно, для любого f(*) £ Cb(Zoo) 
и VT > 0 из (IV.2.12) получаем 

V 
\ f(u)P(du)= lim ~- \ ( J f{xu)P(du))dx = 

= lim -L \ ( \ / (т0те) Р (du)) dx --= \ / (т0и) P{du). 

Следовательно, оператор т0 сохраняет меру Р каждого со £ 9S(Zoo). • 
2) Тождество (И.2.10) при v0 = 0 для Р вместо Р следует из (IV.2.7) при 

6 ^ е ^ - ^ о о согласно (IV.2.12), поэтому Jh*P = JT. 
3) Оценки (IV.1.1)—(IV.1.2) выводятся из (IV.2.8)—(IV.2.9) посредством 

аппроксимаций функционалов || u(t) ||х, || u(t) \\ и || и ||<gL-s непрерывными, 
ограниченными на Zoo функционалами и с последующим использованием 
(IV.2.12) и леммы Фату. 

4) Оценка (IV. 1.1') получается из (IV.1.1) заменой переменных u(t) -> w. 
5) Наконец, выведем стационарное прямое уравнение Колмогорова 

(IV.1.3). Положим ^е = То^е, р = УоР- Из (IV.2.8) при t = 0 следует 
слабая компактность мер ^е, 0 > 1 , на SB- Это свойство мер \XQ вытекает из 
компактности вложения SBxcz ей? и из теоремы Прохорова. Так как в силу 
<IV.2.12) для v0eSSs 

С е*<"0, Vo)\iQk{du0)= [ etlW'^P^fiu) > [ el^^v^P (du) = 

= f <?*<"<>, i>o>jT(du0)r 

то 
(iv.2.13) N f e - ^ на SB при efe-^oo. 
Из (IV.2.8) с помощью леммы Фату выводится, что мера \i сосредоточена 

на SB1. Покажем, что \i удовлетворяет (IV.1.3). 
Действительно, пусть \i(t, •) = у*Р — сечения меры Р. По теореме 3.1 

главы III меры \i(t, •) удовлетворяют нестационарному прямому уравнению 
Колмогорова (III.2.3), которое после деления на 6 при t = 0 можно предста­
вить в следующем виде 

(IV. 2.14) М 6 , "о)-М0, *о) = 1 j ( J **<*<*>. *о)К (v0, и {%)) dx) P {du) = 
о 

Положим здесь 9 = 9fe ->- оо. Тогда левая часть (IV.2.14) стремится к нулю, 
а правая часть сходится к правой части (IV.1.3): 

0 = lim [ e*(w> vo)K (v0, w) ц,вь {dw) = [ е1<ю> vo)K (v0, w) \i (dw). 

Последнее равенство доказывается с помощью (IV.2.13) аналогично (III.2.9), 
причем используется разложение 

K(v0, и?) = q>R(w)K{v0, w) + (1 — q>R{w))K{v0, и?). 
Теорема 1.1 доказана. • 
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§ 3. О средней скорости диссипации энергии 

В этом параграфе мы докажем теорему 1.2. Подставим в (IV. 1.3) и(х) = 
= Vjej(x), где Vj £ 01, a ej(x) £ [C°°(Q)]n — собственные функции оператора 
А = —А (см. § 1 главы I). Дифференцируя полученное тождество по Vj 
два раза, формально получим (UJ = (и, ej)): 

(IV. 3.1) [ exp(i{u, vjej)) [(Ш,)* К + 2Щ §r + ^-]^(du) = 0. 

Законность этого дифференцирования легко выводится из оценки (IV. 1.1') 
при а — 1. Полагая в (IV.3.1) Vj — 0 и суммируя по / от 1 до т, получаем 

(IV. 3.2) j ( - 2 < - ( и , V ) ^ + vAw? ^ m ) ) - S p ^ m ( ? j T m ) ^ ( ^ ) = 0; 

Здесь и(т) === пти -> гг при яг ->• оо в S61 Уи £ J??1, откуда 
(IV. 3.3) (— (и, V) и + vAu, и(т)) -> — v (Vw, V^> 

при т ->- + °о для тг = 2, 3, 4 (см. [48]). Поскольку п = 2, то из неравен­
ства Ладыженской [37] получаем, что 

| < - ( и , у ) и + vAu, иш)) | < С || и ||2(|| и || + 1). 
Но функционал в правой части последнего неравенства суммируем по мере 
ц. в силу оценки (IV.1.1) при а •= 1/2. Следовательно, из (IV.3.2) — (IV.3.3) 
по теореме Лебега получаем 

(2v (Vw.j Vw) — Sp я ^ л ) (x (du) = О, 

откуда вытекает (IV. 1.4) в случае п = 2. 
В случае т г ^ З нужно воспользоваться галёркинским энергетическим 

тождеством (II.3.12) при g = 0na = 0m перейти в нем к пределу при 
т -> + о о . Тогда из построения меры Р, как предела мер PQ (CM. (IV.2.12)), 
можно вывести при помощи леммы Фату, что левая часть (IV. 1.4) не превос­
ходит правой. Теорема 1.2 доказана. • 

ГЛАВA v 
МОМЕНТЫ СТАТИСТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ НАВЬЕ— СТОКСА 

§ 1. Моменты пространственного статистического решения. 
Цепочка моментных уравнений 

1. Определение моментов статистического решения. Пусть (ы(со0), со0 £ 
6 Щ3£), — вероятностная мера, удовлетворяющая условию 

(v. i.i) \\\u0\\k
lx(du0)<oo чкеы. 

Тогда \i(t, dw), O^t^T,— построенное в теореме 1.2 главы I I I простран­
ственное статистическое решение системы Навье — Стокса (1.1.1) в области 
QczKn с начальной мерой \i(du0) — удовлетворяет оценке (111.1.2') при 
любом к^2 (согласно лемме 1.2 главы I I I ) . Положим Qft = Q X . . . X Q 
{к раз), 

xk = fe, ..., xh) e&h. 
Моментом к-го порядка статистического решения \i(t, dw) называется тензор 

Mk(t,xk)={AfT(t,xh): ? = (/„ . . . , / А ) , / , = 1, ...,п], 
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компоненты которого формально определяются соотношением 

(V. 1.2) М% (*, хк) - J иЛ (х,) ...wl* (xk) ii (t, dw), 

где и;г(ж) — 1-я координата вектора w(x). Это определение нуждается в уточ­
нении, так как функционал w —>- w 1 ^ ) . . . wk(xk) не определен на про­
странстве SE1, на котором при п. в. t £ [О, Г] сосредоточена мера [л(£, •)-

Дадим строгое определение моментов Mfe(£, rrfe). Пусть 
Rn,k = R>n <g> . . . ® Hln (к раз) 

и 
н%к = н® ... ®я, зе®к = &в® ... ®$? 

— &-е тензорные степени пространств Н ж 3£ соответственно1). Тогда Я ^ = 
= L2(Qk) ® Dl7*»*1 — пространство, состоящее из вектор-функций 

Mk (P) - {м£ ( ? ) : 7* = (Zlf . . . , Zfc), Z, = 1, • • •, и}, 
квадратично интегрируемых на Qfe, причем норма в Я совпадает с нормой 
в L2(Qfe) ® Rn»fe; (0®fe — подпространство в H®h, состоящее из функций 
Mk(xk) £ H®h, удовлетворяющих следующему условию соленоидальности: 

(V. 1.3) ( 2 ^ h ^ ) i 7 f e s L * I l , , ' " , T m f l " , I f t ^ ••••*">' " . , * * ) < й л = 0 

Уф 6 ЯХ(Й), V^ 6 #® ( fe -1) (иг = 1, . . ., /с), где значки х т , 1т означают, 
что функция \|) не зависит от этих переменных. 

Рассмотрим на Я при любом ££[(), Т] линейный функционал 

F(* , cp)= J (^®fe, ф>ьц(*, d">), 

где ф £ Я®\ (•, «)fe — скалярное произведение в Я и 
ю8>& (ж*) — и; (я4) ® . . .. <g> и; (sh) = {ш 1 (ж4) . . . wA (#ft): lj = 1, . . ., ?г} 

— тензорная степень векторного поля 
и?(я) - {ш\х), . . ., wn(z)) 6 Я . 

В силу (III. 1.2') при любом t £ [О, Г] функционал F(t, •) непрерывен на 
Я ® \ и поэтому существует тензор Mfe(£, •) £ Я такой, что 

(V. 1.4) (Mh(t, .), Ф(-)>* = J <^ f e , Ф>*|1(*, ^ ) V9 6^®fe. 

О п р е д е л е н и е 1.1. Функция 
t -> Мк(£, .) 6 Я®^ = L2(Qfe) ® Rn> \ 

определенная соотношением (V.1.4), называется к-м моментом простран­
ственного статистического решения 

2. Простейшие свойства моментов, а) Из определения (V.1.4) вытекает, 
что при любом t £ [О, Т] моменты Mk(t, ^симметричны в следующем смысле: 

мк 1 '"'•• '*(*,*! , ...,xk)=Mi1"",lJk(t,xJi, . . . , * i f e ) 
для любой перестановки (/х, . . ., /ft) набора чисел (1, . . ., /с). 

г) Определение тензорных произведений гильбертовых пространств см. в [29]. 
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б) Mk(t, •) 6 &# при любом t 6 [О, Т]. Действительно, тензор 
w®k удовлетворяет тождеству вида (V.1.3), если w £ <$?, а мера [i(£, •> 
сосредоточена на <й?; поэтому из определения (V.1.4) получаем, что усло­
вие (V.1.3) выполняется с заменой Mk(-) на Mk(t, •). 

в) Из справедливости оценки (III. 1.2') при любом & ^ 2 вытекает, что 
для любого к = 1, 2, . . . 

Mft (*, Р ) 6 Leo (О, Г; Мт) Л А (О, Г; Я 1 (Q*) ® Л". *) f] А (О, Г; Я1 , *). 
Здесь Я1»'1 — пространство функций Mk(xh) 6 Я № с конечной нормой 

(V. 1.5) ||Л/Л(-)Н|.* = 

= ( S 2 2 |21^>>7м^)12^)1/2<оо.. 
г) Определим для гладких функций 

ф,, . . ., xk+1) 6 С°°(0Л+1) ® R*,*+1 

следующий оператор сужения на г'-ю диагональ xh+1 = xt при г = 1, . . ., &г 
(V. 1.6) ( I » (*1э . . . , xk) = q>(slf . . . , хи ..., **, *,) б С ( ^ ) ® ^n '*+1. 
П р е д л о ж е н и е 1.1. Пусть п = dim fi<!3. Гогда оператор (V.1.6) 

продолжается до непрерывного оператора 
Г. : H^k+1 -> £2(fi*) ® Rw, k+1. 

Это предложение является аналогом теоремы Соболева о следах функ­
ций из пространств Hs. При этом роль пространств Hs играют простран­
ства Я1»* с нормой (V.1.5). 

Из свойства в) в силу предложения 1.1 получаем, что при гг^.3 для 
почти всех t £ [О, Т] определено сужение 

(TjMk+i) (t, xk) = Mh+l (t, xt, ...,xj, . . . , xh, xj) 
момента Mk+1 на диагональ xk+i = Xj, причем 

(V.1.7) (iyiffe+1)(*f •) € L2{Qh) ® Rn,k+1 при п. в. i £ [О, Л . 
Отметим, что аналогичное сужение (ryk/"fe+1)(£, #ft) может быть опреде­

лено при любом тг, однако в этом случае сужение понимается в более слабом 
смысле (см. [19]) и TtMk+1(t, •) является элементом более широкого простран­
ства, чем в (V.1.7). 

3. Вывод цепочки моментных уравнений. Положим 
к п 

(V. 1.8) (bkMk+if (t, xh) = 2 2 Ж ( W + i ) ' 1 ' ' "• '*' r (*s P ) , 

(V. 1.9) AkMk (t, xh) = 2 2 Tgsjr^fc (*, ^ ) . 
i = l r = l ' 

Т е о р е м а 1.1. Пусть n^2, |i(£, dw) — пространственное статисти­
ческое решение системы (1.1.1), для которого выполняются оценки (III.1.2') 
V& ̂  2. Тогда его моменты Mk(t, xh) удовлетворяют следующей цепочке 
уравнений: 

(V. 1.10) <Л/к(*. .)-Mk(0, '•), ^ A ) f t = 
= J <гДлЛ/л (т, i f t ) : - bhMh+i (T, ? ) + Ш й _ , (T, ?"») <g> * (т, ? ) , у®* (P)>ft JTT 

о 
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y/v 6 V {к== 1, 2, . . , ) , где bk, Afe -г операторы (V.1.8) — (V.1.9), а < ., .)ь ~ 
расширение скалярного произведения в Н® ; ЛГ0(т, •) == 1 wo определению г 
так что 

М0(т, а:0) ® g(x, жх) = g(t, ^i). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Разлагая exp (i (и;, v)) в (III.1.3) в ряд Тей­

лора, получим в силу (V.1.4) для любого N = 1, 2, ... 
iV 

(V. 1.11) %(t1v)-%(0,v)=^^r(Mh(t, .)-Mh(0, -),v®b)k + Rh(t,v)r 

где R)sf{t, v) — остаточный член; i?]y(£, Xv) = О (XN+1) при X-+- 0 для любого* 
i; £ У в силу справедливости оценки (111.1.2'). Формула (V.1.11) дает разло­
жение левой части уравнения Хопфа (III.1.5) по степеням v. Аналогично-
получим разложение правой части; например, 

t 

(V. 1.12) i \ J «*<*•"> (г(т), 17> |л (тэ dw)d%^ 
о 

N t 

fc=»l ' 0 

Далее, используя обозначение (V.1.9), получаем, что 
t 

k \ l\ (Aw, v)-(w, v)h'i'\i(x, dw)\ d% = 
о 

t t 
= J ( J <i*®fc, vAfci^fe>fcIi(T, du;)) dx= j v(AfcMfc ( т , 5 . ) , ^ ) ^ т , 

о о 
поэтому 

t 
(V. 1.13) i[ I [ e^w>^ (Aw, v) \x (т, dw)\ dx = 

о 
N t 

= 2 ТГ J * < M M * . •), vfk)kdx + Rs
N(t, v). 

fe=i ' 0 

Наконец, используя обозначение (V.1.8), выводим: 
t n 

(V.1.14) i[ (J ( S ^ . ^ e ^ ' ^ ^ d ^ J d T » 

П t 
r = l 

n t 

r = l 

Как и для Rh, имеем | i?5f(*, Ь ) | == 0 (^+ 1) при X -> 0 для т = 2, 3, 4, 
поэтому, подставляя разложения (V.1.11) — (V.1.14) в уравнение Хопфа 
(III.1.5) и приравнивая члены одинакового порядка однородности по v £ V 
в левой и правой части, получаем (V.1.10). щ 

Запишем цепочку уравнений (V.1.10) в операторном виде, подобном 
(1.1.17). Тензоры bkMk+1(t, xl9 . . ., xh), вообще говоря, не являются соле-
ноидальными по Xj в смысле (V.1.3), поэтому, чтобы освободиться от соле-
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жоидальных пробных функций v(x) в (V.1.10), необходимо перейти от тензо­
ров bkMk+1 к их соленоидальным в смысле (V.1.3) ортогональным проекциям. 

А именно, при п ^ 3 из (V.1.7) — (V.1.8) следует, что для почти всех 
t £ [О, Т] функционал 

q>->(bkMk+i(t, •), Ф)Й 
определен и непрерывен на пространстве 

Q> = $e®h{\(№(Qk)®Rn*h). 

Поэтому для этих t существует единственная функция BhMk+1(t, •) ^ Ф' х), 
удовлетворяющая тождеству 

(V. 1.15) (BhMh+i(t, •), <p)k = (bhMh+i(t, •), Ф>* V(p6<£. 

Кроме того, BkMk+1(t, •) — симметрический тензор подобно Mk(t, •) (см. 
а) п. 2), поэтому из (V.1.10) и (V.1.15) вытекает: 

( у 1 Л 6 ) ЭМН^хЬ) _vAkMk(trxk) = 

= # А - н (t, хк) + 5 Л ( Л / ^ (t, xi9..., хы) ® £ (*, *А)) (А= 1, 2, . . . ) , 

где Skak — симметризация тензора а & ' " ' h (хг, . . ., xk) по переменным 
(хг, /х), . . ., (#&, Z&). Бесконечная система дифференциальных уравнений 
(V.1.16) называется цепочкой моменшных уравнений. Цепочка уравнений 
(V.1.16) выводится аналогично и при п^> 3; при этом в качестве Ф нужно 
брать пространство функций гладкости s > /г/2. 

Обозначим через Ши(хк) моменты начальной меры \i(duQ)\ тогда, посколь­
ку ц.(0, dw) совпадает с мерой \i(du0), то 

(V.1.17) Mh(t,xk)\t=0 = Mh(xk) (A = , 1 , 2 , . . . ) . 

4. Разрешимость задачи Коши для цепочки моментных уравнений 
Т е о р е м а 1.2. Пусть Ши(хк) — моменты меры \i(du0), удовлетворяю­
щей условию (V.1.1). Тогда задача Коши (V.1.16), (V.1.17) для бесконечной 
цепочки моментных уравнений имеет решение {Mk(t, xh), к £ IN}, обладающее 
перечисленными выше свойствами а) — г). Кроме того, существует стати­
стическое решение \x(t, dw), удовлетворяющее оценкам (111.1.2'), для кото­
рого Mk(t, xk) является к-м моментом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть P(du) — пространственно-временное 
статистическое решение системы (1.1.1) с начальной мерой \i{du0), построен­
ное в главе I, a \i(t, dw) — пространственное статистическое решение, опре­
деленное соотношением (III. 1.1) по мере P(du). В силу леммы 1.2 главы III 
меры \x(t, dw) удовлетворяют оценкам (111.1.2'), поскольку для \i{duQ) выпол­
няется условие (V.1.1). Как показано в п. 3 данного параграфа, моменты 
Mk(t, xh) статистического решения \i{t, dw) удовлетворяют цепочке урав­
нений (V.1.16). Наконец, \i(t, dw) при t = О совпадает с ]i(du0), поэтому 
выполняется (V.1.17). • 

5. О приближенном решении цепочки моментных уравнений. Пусть 
Pm{du) — галёркинское приближение меры P(du), определенное соотноше­
нием (1.3.6), и \im(t, •) = у*Рт. При каждом t £ [О, Т] определим момент 

х) Здесь Ф' — замыкание Ж'®к по норме || и | | ф / = sup —гт—п ' где <., • >&— 
1?еФ\{0} И v Пф 

скалярное произведение в L2(Qk) ® Rn»fe, а также соотношение двойственности между 
Ф и Ф'. 
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Mh^m{t, xh) меры \im(t, •) соотношением 

(Mh, m (t, .)> Ф>Л = j <^ f t , Ф>Ь i*m (*, <*") vv';e я®*. 
Тогда набор функций {Mh,m(t, xk), к £ N} можно взять в качестве прибли­
жения к решению {Mh{t, xk), к £Щ задачи Коши (V.1.16), (V.1.17). Дейст­
вительно, справедливо следующее утверждение. 

Т е о р е м а 1.3. Для] любого к £ N и любой функции Ц)(хк) £ 3£®h 

(Mk,r(t, •)> Ф>ь-> <^(*, •)* Ф>ь V* 6 [О, Л , 
где г — последовательность из соотношения (1.4.3). 

Доказательство этой теоремы вытекает из слабой сходимости на Z мер 
Рг к Р при г->- оо и из оценок (III.1.2'). 

§ 2. Моментная теория в случае малых чисел Рейнольдса 

1. Функционально-аналитическая зависимость решений системы Навье— 
Стокса от начальных условий и правых частей. Положим 

X^L2(0, оо; $6% Х*-2={и$,х)еЬ2{0, оо;382):^е£}. 

Как и в главе II, пусть я: Н ->- 38 — оператор ортогонального проектирова­
ния в Я на Зв. 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть п = dim Q<.4, / £ X, и0 £ Зв1. Тогда 
на решениях и £ X1*2 задача (1.1.1) — (1.1.3) эквивалентна задаче] 

(V.2.1) ^(Ц)=-*Ц%*> +Au + B(u) = ft u\t=Q = u0, 

где А= —VA(CM. § 1 главы I), 
п 

JB(u) = n>! Ы^г). 

Отметим, что для и £ ей?2 по теореме вложения Соболева! и* -^ £ # ° , 
поскольку тг-^4. Поэтому определенный выше оператор Я непрерывно 
действует из X1*2 в X. 

Через КР(Х) обозначается шар в гильбертовом пространстве X с центром 
в^нуле и радиуса р. Обозначим через ^0и линейную часть оператора tF(u) 
из (V.2.1) и рассмотрим линейную задачу 

(V.2.2) ^0u^^ + Au = f, у0и = щ. 

Напомним, что оператор R: X-+Y, где X и Y — гильбертовы про­
странства, называется аналитическим в] шаре КР(Х), если для *х £ КР(Х) 
имеем 

оо 

Д ( * ) = 2 Дт(*), 
m=Q 

причем ряд сходится в У, а 
Rm{x) = Rm(x, . . ., х) £Y, 

где Д т ( - , . . -, •) — га-линейный оператор на X со значениями в Y. 
Для задачи (V.2.1) справедлива теорема о функционально-аналитиче­

ском разложении решений (см. [15], [36]). 
12 Успехи матем. наук, т. 34, вып. 5 
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Т е о р е м а 2 .1 . Пусть п = dim Q<^4. Тогда существуют такие 
константы р > 0, р± > 0, что сужение оператора 21 = (^F, у0) тш 
Kpti^1,2) имеет обратный оператор R: К9(Х X SS1) ->• # Р 1 (# 1 , 2 ) , анали­
тический в шаре К9(Х х $8г): 

оо 

(v.2.3) u = /?(/, Щ)= 2 вт(/,щ) ч(/,щ)екр(Хх^), 
причем этот ряд сходится абсолютно в норме X1'2, Однородные по х — 
= (/, и0) операторы Rm порядка т определяются по рекуррентным формулам 

Rm(f, « o ) = - 2 R\o8{Rh{f,u0), BJ2(f,u0)), то>1, 

где i?i(/, ^0) — оператор, сопоставляющий паре (/, и0) решение линеаризован­
ной задачи (V.2.2), i?J(/) = i ?^ / , 0), a i? — симметрический билинейный 
оператор, соответствующий квадратичному оператору В из (V.2.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как показано выше, оператор В непрерывна 
действует из X1*2 в X, поскольку тг<С4. Поэтому оператор 

Я = ( Г , То): Х'^-^Х® 3S1 

аналитичен. Кроме того, как известно, оператор 

2 1 о ^ ( Г 0 , 7о): &-2-+%®$в* 
осуществляет изоморфизм этих пространств; поэтому, применяя к оператору 
51 известную теорему о существовании аналитического обратного у анали­
тического оператора, линейная часть которого осуществляет изоморфизм 
соответствующих пространств, получим все утверждения теоремы 2.1. 

В дальнейшем будем говорить, что задаче (V.2.1) соответствует малое 
число Рейнолъдса, если (/, и0) £ К9(Х X d^?1), так что имеет место функцио­
нально-аналитическая зависимость (V.2.3) решения и задачи (V.2.1) от 
(/, и0). Это в определенном смысле согласуется с известным определением 
малых чисел Рейнольдса, принятым в гидромеханике. 

Возникает вопрос: является ли векторная функция (V.2.3) целой на 
X X SS1 или радиус р сходимости ряда (V.2.3) конечен? Рассмотрим задачу 
для более простого, чем (V.2.1), уравнения Бюргерса 

/тт о / \ гт- / \ du(t, х) д2и . ди2 г, / \ -̂гг> 
(V.2.4) Г (и) = — d t - ~ - t o F + - W = °> Ъи = Щ (*), х 6 R, 

с периодическими граничными условиями u(t, x) == u(t, x + 2л:). Для зада­
чи (V.2.4) теорема 2.1 остается справедливой, если в ее формулировке взять 
/ (t, х) == 0 и заменить пространства <$?s(s = 0, 1, 2) на пространства Соболева 
Н& скалярных функций и(х) с периодом 2я (т. е. Hs = HS(Q), где Q — 
окружность ИУ2яК); при этом пространства X, X1'2 заменяются на 

L = L2(0, оо; Я»), L1.2 = {u(t, х) 6 La(0, оо; Н*), % 6 Ц. 

Кроме того, предполагается, что 
2 я 

(V.2.4') \ u0(x)dx = 0. 

Справедлива следующая теорема [17], утверждающая, что для задачи (V.2.4) 
радиус сходимости ряда, аналогичного (V.2.3), конечен в Н1. 

Т е о р е м а 2.2. Существует начальное условие и0 £ Н1, удовлетво­
ряющее (V.2.4'), для которого ряд (V.2.3) (с f = 0) расходится в L1»2, а также 
в Сь(0, оо; Я 1 ) . 
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В заключение отметим, что теорема об аналитичности обратного опера­
тора справедлива для широкого класса эволюционных уравнений, заданных 
с помощью аналитических операторов ([15], [36]). Для справедливости такой 
теоремы достаточно, чтобы линейная часть исходного квазилинейного опе­
ратора осуществляла изоморфизм соответствующих пространств. В работе 
С. Б. Куксина [36] приведены примеры квазилинейных эволюционных 
уравнений, которые показывают, что указанное выше условие на линейную 
часть оператора существенно для аналитичности обратного оператора. 

2. Статистические решения и их моменты в случае малых чисел Рей-
нольдса. Всюду ниже в этом параграфе предполагается, что п = dim Q ^ 3. 
Обозначим через Сь(0, оо;^ 1 ) пространство непрерывных, ограниченных 
функций t-+- u(t) 6 3£г, t £ [0, оо). Положим S(i)u0 = угЩО, и0), где 
Д(0, и0) — сужение оператора (V.2.3) при / = 0. Из теоремы 2.1 вытекает 

С л е д с т в и е 2.1. Оператор S: и0 -> S( -)u0 аналитически действует 
из Кр($ё1) в КС91(Съ{®1 °°; S£i))') где с > 0, а р и рх — константы из тео­
ремы 2.1: 

оо 

(V.2.5) S{t)u0= 2 Sm(t, щ), H S ^ U o l l ^ c p j при | K l l i < P -
m = l 

Здесь Sm(t, •) — т-линейные операторы по и0, и этот ряд сходится абсолют­
но по норме $£х. 

Для доказательства достаточно лишь отметить, что вложение 

Х^а Сь(0, оо; Ж1) 
непрерывно в силу теоремы вложения Соболева. 

По определению, оператор S(t) является оператором сдвига по траекто­
риям задачи (V.2.1) с / == 0, т. е. S(t)u0 = u(t, •) есть решение задачи 

(V.2.6) *L+Au + B{u) = 0, у0и = щ. 

Пусть \x(du0) — вероятностная мера на <$?0, соответствующая случаю 
малых чисел Рейнольдса. По определению, это означает, что 

(V.2.7) \i(du0) сосредоточена на К9{3£г), 
где р*— радиус сходимости ряда (V.2.5) по и0, определяющего S(t)u0. 

Пространственным статистическим решением задачи (V.2.6) в случае 
малых чисел Рейнольдса называется семейство мер ji(£, со), определяемое 
соотношением 

(V.2.8) [х (*, со) = ц (S (t)'1 со) Vco £ Ш ($6% 
где 

S (tyi со = {и 6#р {SS1): S(t)ue со} 

— полный прообраз множества со. Легко убедиться, что такое семейства 
мер \x(t, со) удовлетворяет уравнению Хопфа (III.1.4), т. е. является про­
странственным статистическим решением задачи (V.2.6) и в смысле опреде­
ления 1.1 главы III. 

Из следствия 2.1 вытекает ввиду (V.2.7) и (V.2.8), что при любом t^O 
мера |i(£, со) сосредоточена в шаре K^SS1) и поэтому имеет все моменты 
Mk(t, xk). Как показано в п. 3 § 1, моменты Mk(t, xh) удовлетворяют цепочке 
моментных уравнений (V.1.16) и начальным условиям (V.1.17), где Ши&Р)— 
моменты меры \i(duQ). В данном случае, когда f(t, х) == 0 (и g(t, x) = 0), 

2* 
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задача Коши (V.1.16) — (V.1.17) принимает следующий вид: 

(V>2>9) ЪМъЬхЬ) _vAkMk{ti xk) = BkMk+i(t, P ) , 

Mh(o,xk) = mk(xk), кеы. 
Отметим, что в случае малых чисел Рейнольдса моменты Mh(t, xh) обладают 
большей гладкостью, чем в общем случае. В частности, можно показать, что 
в случае малых чисел Рейнольдса 

мк (t, xk) б съ (о, оо; (т1)^) vк е ы, 
где ( d^ 1 )^ = SS1 ® . . . ® SS1 (к раз) — тензорная степень простран­
ства SS1. 

3. Разложение моментов статистического решения в ряды по моментам 
начальной меры. Используем ряд (V.2.5) для разложения моментов 
Mh(t, xk) в ряд по Шт(хт). Сначала разберем частный случай, когда началь­
ная мера ц,(со) = 8(и0, со) сосредоточена в точке и0 6 К^Зё1), т. е. 

(V.2.10) |ы(со) = 1 при и0 £ со и ц-(со) = 0, если и0 $ со. 
Тогда \i(t, со) = 8(S(t)u0l со) в силу (V.2.8); поэтому моменты Mh{t, xk) 
;Этого статистического решения имеют вид 

(V.2.10') Mk (t, xh) = j w®k (xk) 8 (S (*)h), dm) = 

= (5 (t) u0)®k ( ? ) , mk (xk) = uf\ 
Подставляя эти выражения в (V.2.9), получим 

= Bk((S(t)u0)W4-»)(?)9 

I (S(t)u0)^(xky\^o-^(xh). 
(V.2.11)! { 

Обозначим через Gk оператор, сопоставляющий начальному значению 
w(xk) решение задачи 

dv (t, xk) A . -fe4 л 

т — vAkv (t, xk) = 0, 
^ = о = * & ) , ^ ! а о * = 0 : Gk(w(xk)) = v, 

а через Gft — оператор, сопоставляющий функции /(£, a;ft) решение задачи 

~—vAkv=^f, i; ' |^0 = 0, y|aQft = 0: Gk(f) = v. 

Положим Rk =Gk°Bk. Обращая в (V.2.11) оператор - ^ — A k r получим 

(V.2.12) KS(t)h>№ = №hWhmV ^6N. 
Подставляя в k-e соотношение (V.2.12) (k -f- l)-e, затем в полученное соот­
ношение — (k + 2)-е и так далее, получим 

, (V.2.13) (S (t) и,)®* = S [Ф*. m (^m)] (*) + 
m=k 

+ [Rk°Rh+i...oRN((Su0)®(x+V)](t)f 
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где 
(V.2.13') Фь§ к = Gh и Фк9 m = Rk° Rk+t ° • • • ° Лго-1 ° б т при /л >к. 
С другой стороны, взяв тензорную степень от обеих частей разложе­

ния (V.2.5), выводим после простых преобразований 

(V.2.14) (S (t) u0)®* = 2 S <g> 5та. (*, и0), 

причем для u0£Kp($6i) этот ряд сходится абсолютно в (З-З1)®11. 
Лемма 2.1. Д^л любого u0£Kp($Bi) 

оо 

(V.2.15) (5 (t) u0)®* = 2 Фй, т (ufm) (t), 

где Фи т — операторы (V.2.13'). Ряд (V.2.15) сходится абсолютно 
в Сь(0, оо; (Ж1)®"). 

Для доказательства прежде всего выводятся следующие оценки оста­
точных членов рядов (V.2.13) и (V.2.14): 

(V.2.16) suV\\Rk°Rk+io ...oi?w((5u0)®(w+D)|r i e f t < C w | K | | f + i , 

CO fe 

(V.2.17) sup || Ц S ®51B .(t,u0)| | (^1)eft<Cw | |Uo | |Jf+i f 

где u0 £ ifp(c^1), а СN < о о н е зависит от и0. Оценка (V.2.17) является след­
ствием абсолютной сходимости ряда (V.2.14) в шаре Кр(3£г), a (V.2.16) выво­
дится из оценок норм операторов Gh, Gk, Rk в соответствующих пространст­
вах. Далее, в силу (V.2.16) — (V.2.17) можно приравнять члены одинако­
вого порядка однородности т в правых частях (V.2.13) и (V.2.14), т. е. 

Ф*.т(и?Ш)(*)= 51 >.® Sm (t,U0) 
тг +t . . +mh=m j = 1 

для m^k; поэтому из (V.2.14) следует (V.2.15) и из абсолютной сходимости 
ряда (V.2.14) вытекает абсолютная сходимость ряда (V.2.15). H 

Рассмотрим теперь произвольную меру \i(du0), соответствующую случаю 
малых чисел Рейнольдса. 

Те о р е м а 2.3. Пусть Wik(xh) — моменты вероятностной меры 
\*>(du0), удовлетворяющей условию (V.2.7), a Mh(t, xh) — моменты статисти­
ческого решения (V.2.8). Тогда 

оо 

(V.2.18) Mh(t, P ) = 2 №h,m(Wm)](t,xh), 
m—h 

где Ф^ т ( - ) — операторы (V.2.13'). Ряд (V.2.18) абсолютно сходится в про­
странстве Сь(0, оо; (SS1) ). 

Действительно, умножая скалярно в S( обе части соотношения 
(V.2.15) на ф £ $6®h и интегрируя полученное равенство по (x(du0), получим 
в силу (V.2.8) 

(V.2.19) J {w®\ <p>ft и- (*, dw) = J {(S (t) щ)®\ Ф) ц (du0) = 
оо 

= 2 j <Ф*. т (ufm) (t) , 4>)и и (Фо). 
m=k 
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Пусть при любом t > О оператор 

—сопряженный к оператору 
u?m-+Ohtm(ufm)(t), 

где [(d$?1)®m]' — пространство, сопряженное к (d̂ ?1)®™ относительно скаляр­
ного произведения в $£®т. Тогда вследствие (V.2.19) и (V.1.4) 

сю 

<Mh(t, •), щ)= 2 j (ufm, Otm(t)q>)m[i(du0) = 

CO OO 

m=k m=k 

4. Проблема замыкания в случае малых чисел Рейнольдса. В приложе­
ниях часто бывает важно найти конечную систему уравнений, решение 
которой в определенном смысле аппроксимирует решение бесконечной 
цепочки уравнений (V.1.16) или аналогичной цепочки уравнений вида (V.2.9). 
Задача о построении такой конечной системы называется проблемой замыка­
ния цепочки уравнений (V.1.16) или, соответственно, (V.2.9). 

Покажем, что в случае малых чисел Рейнольдса, т. е. когда начальная 
мера \x(du0) удовлетворяет условию (V.2.7), замыкание цепочки (V.2.9) можно 
осуществить с помощью приравнивания нулю всех моментов Mh(t, xh) 
с к > N. Получающаяся при этом система уравнений конечна и имеет вид 

(V.2.20) ( * = 1 , ...,N-l)a 

dM%(t,xN) A „t 
{ ^W L - v A ^ ^ S r ( / , ^ ) = 0. 

Начальные условия сохраним те же, что в (V.2.9): 
(V.2.21) Mg(t, xk)t=o = Mh(xh) (k=l, . . . , N). 
Т е о р е м а 2.4. Пусть 

Ши(хк)е(м1)®к (k=i, ...,N). 
Тогда задача (V.2.20) — (V.2.21) имеет единственное решение 

{M%(t,^k)eCb(0, оо; {Mlfh) (Л = 1, ...,N)}; 

при этом функции Mh (t, xh) определяются формулой 

(V.2.22) M?(t, P ) = 2 [Ф*.т(ЗК«)](*, хк) (4 = 1, •••, Щ, 

где <Pktm — операторы (V.2.13'). 
Действительно, используя рассуждения, с помощью которых было выве­

дено соотношение (V.2.13), легко показать, что если решение задачи (V.2.20)— 
(V.2.21) существует, то оно определяется по формуле (V.2.22) и, следова­
тельно, единственно. С другой стороны, непосредственной проверкой уста­
навливается, что функции (V.2.22) действительно удовлетворяют (V.2.20) — 
(V.2.21). • 
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Покажем, что М^ {t, xh) приближают решение задачи (V.2.9). 
Т е о р е м а 2.5. Пусть начальные условия 331 & (хк) из (V.2.21) при 

к = 1, . . ., N совпадают с начальными условиями из (V.2.9) и являются 
моментами меры |x(du0), удовлетворяющей (V.2.7). Тогда для любого к 

(V.2.23) l i m J I M . - M ^ H ^ ^ . ^ ^ ^ O (N^k), 

где {Mh, к £ Ы) — решение задачи (V.2.9), а Мь. — решение задачи (V.2.20)— 
(V.2.21). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (V.2.18) и (V.2.22) 
оо 

Mh(t,Xh)-MUt,Xk)= 2 [Oft.m №„)](*,**), 
k=N+l 

поэтому (V.2.23) вытекает из сходимости ряда (V.2.18) в пространстве 
Сь(0, оо; (Ж1)®*). Ш 

Отметим, что при больших числах Рейнольдса, т. е. в случае, когда 
не выполнено условие (V.2.7), метод замыкания цепочки (V.2.9), изложен­
ный выше, вообще говоря, неприменим и приводит к расходящемуся про­
цессу. Это легко показать на примере задачи (V.2.4) для уравнения Бюргерса. 

З а м е ч а н и е 2.1. Пусть \x(du0) в теореме 2.3 вместо условия (V.2.7) 
удовлетворяют более общему условию 

jll"olftlA(dM0)<oo V&6N. 

Тогда ряды (V.2.18), вообще говоря, расходятся. Однако моменты статисти­
ческого решения с начальной мерой fx8(co) = ^(е^со), где ги(х) = и(гх)у 
£ > 0 , раздалагаются в асимптотические ряды по 8 (s мало), аналогичные 
(V.2.18) (см. [17], где разобран случай двумерной системы Навье — Стокса)» 

5. Асимптотическое поведение при t ->• + оо коэффициентов Фурье реше­
ний двумерной системы Навье — Стокса и соответствующих моментных 
функций. Рассматривается двумерная система Навье — Стокса вида (П.1.1) 
на плоскости U12 с / = 0 и периодическими граничными условиями 

u(t, #1 + 2я, х2) = u(t, xi, x2) = u(t, x1, x2-\-2n). 
Разложим решение u(t, x) этой задачи в ряд Фурье 

u(t1x) = ^\u(t,l)eix^ 
I 

где \ = (I1, \2) пробегает решетку Z2. Для простоты изложения предполо­
жим, что начальное значение и0(х) = и(0, х) является тригонометрическим 
полиномом, т. е. его коэффициенты Фурье гг0(|) равны нулю при | £ | > iV, 
где N < о о , и, кроме того, и0(0) = 0. Пусть еще || и0 || < б , где || и0 \\ = 
— S I ио (Ю I и 8 — достаточно малое число. Справедлива 

I 
Т е о р е м а 2.6. Функция u(t, £) при заданном J- = (I-1, £2) £ Ъ2 допу­

скает следующее асимптотическое разложение по t при £->• +оо: 
(V.2.24) u(t, !) = <?(£, u0)e-^(W + yp(t, £, u0), 

d(£) = |IM + l£al, 
причем | yp(t, £, u0)\ evd№t-+0 при t-^oo. Если у вектора £ обе координаты 
отличны от нуля, то 

Q(l,u0) = (QHl,u0),Qm,u0))^0, 
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где (^(£, •) (/ = 1,2) — аналитическая функция от комплексных перемен­
ных и0{ц), | г] | <.N. 

В многомерном комплексном пространстве С2р, где р равно числу точек 
Ц —"(Л1» Л2) 6 22 с | г] |<!УУ, т] ^= 0, рассмотрим область 

D = {u&): | | и | | < б } . 
Функция Q(l, и0) из (V.2.24) задана при и0 £ D. Пусть I фиксировано. Обо­
значим через N% множество нулей функции $(£, •) в D. В силу аналитично­
сти Q3 (у = 1, 2) по и0 комплексная размерность множества N% по крайней 
мере на единицу меньше размерности множества D, поскольку (?(£, и0)ф 0. 
На множестве и0 £ D\N% имеем (?(g, w0) Ф 0, поэтому на этом множестве 
асимптотика (V.2.24) является точной (т. е. первое слагаемое Ф 0). 

Отметим, что асимптотика (V.2.24) в случае уравнения Бюргерса (V.2.4) 
впервые была получена Розенблаттом [47]. При этом Розенблатт использовал 
известную явную формулу для решения задачи (V.2.4). Для более общих 
уравнений аналогичная асимптотика была построена в [16] без использова­
ния явных формул, с помощью первых интегралов (см. [14], [15]). Для дву­
мерной системы Навье — Стокса асимптотика (V.2.24) была установлена 
Л. А. Белоусовым [2]. 

Из асимптотики (V.2.24) легко выводится асимптотика при t-+-\-oo 
коэффициентов Фурье моментов статистического решения в случае малых 
чисел Рейнольдса. Поясним это на примере вторых моментов. Пусть \i{du0) — 
вероятностная мера, сосредоточенная на (конечномерном) многообразии 
начальных условий и0 £ $£ с коэффициентами Фурье и0(^) = 0 при | £ | > N 
и I = 0, 

ЦИО11 = 2 | М Б ) 1 < 6 . 

Рассмотрим статистическое решение \\{t, dw), определенное формулой (V.2.8) 
по мере ii(du0). Очевидно, второй момент M2(t, х1У х2) решения \i(t, dw) 
периодичен с периодом 2я по всем координатам х) при i = 1, 2 и / = 1, 2. 
Пусть M2(t, g, г)) — коэффициенты Фурье момента M2(t, х±1 х2). Тогда 

М2 (t, £, г]) = J и (%) ® и (т|) ix (t, du). 

Поэтому из (V.2.24) вытекает, что 
M2(t, g, Ц) = $а, T|)e-vWS)+d(D))* + i? (^, £, г,), 

причем 
| R(t, I, rj)| evCd(S)+d(Ti))*^o при t-++ oo, 

а 
S (£, il) = J <? (£, и0) ® <? (Л» wo) M̂  (^o)« 

Г Л А В А VI 
ТРАНСЛЯЦИОННО-ОДНОРОДНЫЕ СТАТИСТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 

В этой главе рассматривается система Навье — Стокса 

(VI.0.1) ^ ^ + (u,V)u=-Vp(t,xy+vAu + f(t) + ^ ^ , 
t>o, xe кп, (v, и)=о, 

при начальном условии 
(VI.0.2) у0и(х) = щ(х)-
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Предполагается, что и0(х) £ SS и w(t, х) £4$ = С(0, Г; Я) — однородные 
по х независимые случайные функции, a f(t) £ 1Х2(0, Г)]п. Здесь 

Я = [L|0G ([Rn)]n, <$? = {̂  (ж) 6 Н: div и (ж) - 0, х £ 01п} 4). 

§ 1. Однородные меры. Средняя плотность энергии. Примеры 

1. Однородные меры. В пространстве D' = [D' (Kn)]n определим опера­
тор h по формуле hu(x) = и(х + h), где h £ [Rn. Пусть X — линейное топо­
логическое подпространство в £)', причем h отображает непрерывно X в себя 
при любом h £ 0V\ 

О п р е д е л е н и е . Мера JI((D), заданная на 25(Х), называется (транс-
ляционно) однородной, если 

(VI. 1.1) fe*|i (©) = [л (со) Vco6 9S(X), V/^6^n, 

где /г*р, (со) = |л (/г"1 со) 
Однородность меры \i эквивалентна тождеству 

(VI. 1.2) ( / (и) ц (du) = J / (feu) [x (du) V/ 6 <?ь (X), Vh 6 Bln. 

Пусть ф(г;0, vl9 . . ., УП) — непрерывная функция от vj 6 ^ n 0 = 
= 0, 1, . . ., n) и 

Ф , ч / , v ди (x) ди (x) \ 

(и, ж) = ф ^ (ж), - ^ - , . . . , -фг ) . 
Т е о р е м а 1.1. Пусть \i((d) — однородная борелевская мера на X, ?г/ж-

чел* 
Ф(и, -кСЧ^") 

для любого и(х) £ С/, где С/ £ 95(Х) и \i(U) = 1. Пусть функционалы 

и ->• \ Ф (и, х) w (х) dx и и ->- \ [Ф (и, я) | И; (Х) dx 

^-интегрируемы \/w £ Co\!Rn). Тогда существует такая константа J £ 
£ Л , Ч7?го 

(VI. 1.3) { ( { Ф (и, х) w (х) dx) \i {du) = J [w(x)dx Vu? 6 Li (Rn). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

(f (w) = \ ( j Ф (и, x)w (x) dx) [x {du) y/w 6 С (Rn). 

В силу условий теоремы 1.1 и теоремы Лебега функционал ^(*) непрерывен 
на С^(Кп). Вследствие однородности меры \х и тождества (VI.1.2) 

ер (hw) = $F {w) Vfe £ Rn и поэтому $F {w) = J \ w; (x) c£r, 

где / £ Я1, т. е. (VI.1.3) доказано при любом w £ C^(!Kn). Предельным пере­
ходом (VI.1.3) устанавливается и для любого w £ L^K71). Ш 

г) Чтобы подчеркнуть аналогию с первыми главами, в этой главе мы используем 
те же обозначения (Н и так далее), что и в предыдущих главах, хотя они сейчас обозначают 
другие пространства. 
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Положим, по определению, 

(VI. 1.3') / = f Ф(и, x)\i(du). 

Тогда теорему 1.1, очевидно, можно рассматривать как аналог теоремы 
Фубини. 

Предположим, что для однородной меры \x(du0) и функционала Ф(и0, х) = 
•= | и0(х) |2 выполнены условия теоремы 1.1. Тогда 

(VI. 1.4) e0^^\u0(x)^li(du0)<+oo. 

Величина е0 называется средней плотностью энергии меры \х. 
Пусть 

Н (г) = {и (х) 6 [L\oc (Кп)Г: || и ||(г) < + оо}, 
где 

l № > = ( $(l + \x\*yiu(z)\*dz)i/2. 
R n 

Положим 
$g(r)={u{x)eH{r): divu(x) = 0, x£Rn}. 

Если однородная мера \i{du0) удовлетворяет условию (VI. 1.4), то, взяв 
в (VI. 1.3) т(х) = (1 + | х |2)г, где г < —/г/2, получим 

(VI. 1.5) \\\u0\\lr)\i(du0)=l0^{l + \x\^dx< + oo. 

Следовательно, мера \i(du0) сосредоточена на Н(г): \х(Н{г)) = 1. В дальней­
шем в качестве распределения начальных данных и0(х) задачи (VI.0.1), 
(VI.0.2) берутся однородные меры |ы(йгг0), удовлетворяющие условию 
{VI.1.4) и, следовательно, сосредоточенные на 3£(г).\ 

З а м е ч а н и е 1.1. Легко показать [20], что при любом / ? ^ 1 не 
существует вероятностной однородной меры [г, заданной на Щ[Ьр(Кп)]п), 
для которой 

li([Lp(Kn)]n\{0})>0, 
поэтому для однородных мер 

fi([Lp(Ol»)r\{0}) = 0. 
2. Примеры однородных мер. П р и м е р 1. Пусть фиксированы %k6 

£ Кп при к = 1, . . .., N. Положим 
(VI. 1.6) (u0(x) = v(x)+u(x), 

где 

v (х) = 2 аКе** '*, akeCn, lh .x = 2 Sk* 

Sk = {akeCn: \ak\=rk}, Uk = {akeCn: *ft.gft = 0}. 
Если в (VI. 1.6) ak £ Uk V& = 1, . . ., N, то div u0(x) = 0. Пусть 

a*. = f̂e П Щ, a = o1 x . . . x a^, 
m(co) — нормированная лебегова мера на сг и 

|LX(CO) = тЦ-1®) Vco 6 Я5(сй?(г)), 
где ^4: а-+и0(х) — отображение (VI.1.6), сопоставляющее коэффициентам 
а = (а±, . . ., aN) функцию и0(х). Мера JLI(CQ) трансляционно однородна. 
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Действительно, отображению сдвига hu(x) = и(х + h) отвечает умножение 
ah на exp(i|b -h) Vfc = 1, . . ., N, а такое преобразование а в себя не изме­
няет тп-меры множеств со £ 23(a). Мера п., очевидно, имеет конечную плот­
ность энергии (VI.1.4). 

П р и м е р 2. Гауссова мера с непрерывной корреляционной функцией 
Q(x, у) = <?(* - у) (см. п. 2 § 3). 

§ 2. Функциональные пространства 

1. Соболевские пространства функций в Rn. Для ср 6 £ s= [Cg0 ([Hn)]n 

л s £ К положим 

| |ф|В= J (1 + |5 | ) 2 в |ф (й1 2 ^ , где ф(£)= J е-**-6ф (ж) da:. 

Пусть Я н - {х 6 Шп: 1 ж I <Щ - шар в Uln, DR - [С~(ЯН)]П, Dk -
двойственное к DR пространство, а (•, -)R — соотношение двойственности 
между DR И D K , порожденное скалярным произведением в [L2(K R)}n. Пусть 

1<Ц» Ф ) н 1 (VI. 2.1) | |и | | в ,н= sup 
Ф б О н , Ф ^ О И Ф 11-е 

Ян = {"(*)€%'• l |u | | s , K < + оо}. 
^(Предполагается, что функции из D R продолжены нулем вне KR, так что 
DRaD.) 

О п р е д е л е н и е 2.1. Пространство # s = [#foc(lun)}n, где s£R n , — 
это множество обобщенных функций и(х) £ D' = [D'(Kn)]n, для которых 
конечны полунормы || и \KR \\S,R Vi? = 1, 2, . . ., где U\KR — сужение функ­
ции и(х) £ D' на шар Z R . 

Очевидно, ffs — пространство Фреше. 
Положим 

S£s = {u(x)eHs: d i v u ( z ) - 0 , х£Кп}, 
msR = {u£RR: divu(a;) = 0, x£KR}\ Se^Se0 и # = # ° . 

О п р е д е л е н и е 2.2. Пространство Х\, где s £ IR, — это множество 
слабо измеримых по Борелю функций t -> u(t, •) £ G%?S, определенных на 
10, Г], для которых конечны полунормы 

1 

I M & i . H = j l | u ( * , . ) 1 В . н ^ < + оо Vi?6 N. 

Аналогично определяется пространство <̂1о с полунормами 
1Mb* H=supess| |w(*)| |e ,H = inf sup | | U ( * ) I U B , 00' [о, т] ze{Z} i£[o, T]\Z 

где {Z} — множество всех подмножеств Zcz [0, Г] лебеговой меры нуль. 
Всюду ниже в данной главе, если не оговорено противное, через s обо­

значается произвольное фиксированное число s > s n = max ( ~ + 3, тг + 1 ) . 
2. Функции локально ограниченной вариации степени q. Для функций 

t -> u(t, -) 6 <$?~s, * 6 Ю, T] положим 
(VI. 2.2) OSCRSU=- supess \\u(tu ') — u(t2, -)\\~s R. 

[*, f] ( t i , t i )e[t ,x]x[t ,T] 
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Определим для q^l 
N 

(VI. 2.3) V a r j V = ( s u p sup 2 I osc^s u\*) , 

где d( ) — множество всех разбиений {£/} отрезка [О, Г] вида 0 = £0 < £i < . . . 
- - - <.tN = T. Положим 

BVq(0, Т; $в **) = {»% .)€^оо(0, Т; SB~R
S): 1М1Б У- R < + оо}, 

где 
(VI. 2.4) ||w|| -s = Varg,s^ + supess||w(^, . ) Н - 5 , Й , 1 < у < + оо. п у я • Л [о, г] 
О п р е д е л е н и е 2.3. Пространство i?Fgs == BVq (О, Г; с$? ~s), где 

q^l,— это множество функций £-> гг(£, •) £ $£~\ t £ [О, Г], для которых 
при любом R — 1, 2, . . . конечны полунормы (VI.2.4). 

Очевидно, i?Fgs — несепарабельное пространство Фреше. 
Л е м м а 2.1. Каждая функция u(t, •) £ Z?Fg(0, Г; <2%?~S) ггес/ге исправ­

ления на некотором множестве Z(u)cz [0, Т] лебеговой меры нуль непрерывно 
отображает [0, Т] в $£~s при всех t 6 [0, Т], кроме, быть может, счетного 
множества t = tj(u) (/ = 1, 2, . . .) точек разрыва первого рода. 

В силу леммы 2.1 для и g BVqs определен оператор 
(VI/ 2.5) ytu =zu(t + 0)== limess и(т) = lim и (т)б<#Г* V* б[0, Г). 

T-yt + Q %-»t + Q 

О п р е д е л е н и е 2.4. U == X\ f] BV^S — это пространство Фреше 
с полунормами 

| |и|кв = 1Г^11^|Л+||^11в^|Я<+оо v/?eN. 
В пространстве U будем искать решение и задачи (VI.0.1), (VI.0.2). 

Очевидно, Uа Х2, где Х2 = Х\. Продолжим функционал и ->- || и \\u,R 
с U на %2, положив || и \\и% R — + °° для и £ £2 \ UR, где 

UR = {u£X2: u(t, x)\lxl<R£L2(0, T; m)(]BVq(0t T; <ffij?)}. 

Очевидно, U = П UR. Отметим, что функционалы (VI.2.2), (VI.2.4) опреде-
REN 

лены для любого и £ <̂ 2 и могут принимать значение +оо. 
Л е м м а 2.2. а) Функционалы \\и\\и R, | |W|L„-« п

 и 0SCRS u измеримы 
q ' [*, т] 

тго Борелю на Х2\ б) С/ 6 25 (Х2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Аппроксимируем перечисленные в п. а) функ­

ционалы непрерывными на Х2. А именно, положим при г > 0 
Г osc#s / си, если г < т — 8, 

• (VI. 2.6) о з с Й е и Н ^ * - 8 ] 
[*, т] ^0, если г ^ т — е , 

8 

Jsu(t) = — u(t + x)d%. 
о 

Для любого 8 > 0 определим 
N 

(VI. 2.6') Var-« fiw=(sup sup 2 | osc~* u\*) , 
q' ' N>° {tj)ed(N) -i-i [ * м . у 

(VI. 2.7) II^IW-sR p - V a T - ^+supess | | / eM( t ) IU B . 
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Из (VI.2.6) следует, что в сумме по /, входящей в (VI.2.6'), число отличных 
от нуля слагаемых не превосходит 27 е. Поэтому для и £ Хг, очевидно, 
1|и||ву-в R ъ^С*\\и\\%2 R V S > ° - Следовательно, || . ||Бу_8 н в — непрерыв-

q ' ' ' Q 

ная полунорма на Х%. 
Теперь построим аппроксимации для || и ||^i R. Для этого заметим, что 

в 36 R существует базис еДж), / 6 W, ортогональный в 36\ и в 36 R [40]. Обо­
значим через IIJV ортогональный проектор в 36R на линейную оболочку 
е-^х), . . ., eN(x) и положим 

Наконец, определим 
II w Ни, л, е = 11̂  НВу-«Я|в +II ̂  П е р е ­

проверяется, что при 8 > 0 
(VI. 2.8) Н Ч к в . е б С ' ^ ) , | | u | b f B f e < | | u | | U f B Vu6# 2 , 

II и ||и, к, 8 —-> II и ||и, R Уи£%2 

и что аналогичными свойствами обладают аппроксимации || и \\BV-S R 8 

HOSC~SU. Отсюда вытекает утверждение а) леммы, а из а) следует б). • 
Введем в U топологию, индуцированную вложением Ucz %%. Тогда 

93(c/)=c/nas(^2)c=as(^2), 
поскольку Ucz 95(^2) согласно лемме 2.2. 

Л е м м а 2.3. Оператор y.t: U ->- 38 ~s при любом t £ [0, Т) измерим по 
Борелю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 2.1 вытекает, что для любого 
и 6 U 

(VI. 2.9) у*и — ̂ > Уги в т~\ 

где ye
tu = ytJzu = Jeu(t) (см. (VI.2.6)). Поэтому yt — измеримый по Бо­

релю оператор, как поточечный предел непрерывных отображений 7? 
из U в 36~*. Ш 

§ 3. Однородные статистические решения системы Навье — Стокса 

1. Операторная форма задачи (VI.0.1), (VI.0.2). Для и £ %2 через Ли 
обозначим обобщенную функцию на (0, Т) X 01п: 

(VI. 3.1) Jtu{t, x)=*^--vAu(t, x) + У. д-^>- f (t). 

Так как 

dt " ' ' ' f-*A dxi 

diyu(x)^^d-^l = 0, x£Rn, 

я u£U записываем 

(VI. 3.2) du=—Vp + 

dxi 

для и (x) = (u1 (x), . . . , un (x)) 6 36\ то 

dxl *~* dx^ 

й система (VI. 0.1) для u£U записывается в виде 
dw 
dt 
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Пусть 
е > - ^ - + 2, e' = 0 - i - , У* = [ЯГое

с'(№")]", 7 = (7*)' = 

= Q [Яе'(#д)Г 
— пространство, двойственное к V*; 

Г*ЕЕЕ#Го2((0, Г ) Х ^ ) , 

Г = (Г*)' = U [Я е ( (0 , Г ) х # в ) ] п , i?€N 
#=1 

Через (•, •) и { •, •} обозначим двойственность между V*, V и 9^*, ^ , соот­
ветственно, порожденную соответственно скалярными произведениями 
в [L2(Rn)]n и в [L2([0, Г] х Кп)]п. Справедливо 

П р е д л о ж е н и е 3.1. £Ъш и £ <5£2, то «?̂ гг 6 ^*» причем отображе­
ние Л\ Х^-^Т^* непрерывно ([6]). 

В силу предложения 3.1 Ли £ 5^*, если и £ U, а - ^ 6 ^*> т а к к а к 

и? g ??, поэтому вследствие (VI.3.2) V/? 6 5^*. Чтобы исключить давление р 
из (VI.3.2), введем пространство градиентов 

^ = {/г6^*: Эр(*, ж) е £)' ((0, T)xRn), h = Vp, т. е. hj(tyx) = 

= ^LA. v, = l , } . 
Положим У* = ТГ*!^ и через g/ обозначим класс смежности, соответствую­
щий / £ Т*\ gf = f mod 5/. Тогда (VI.3.2) эквивалентно следующему равен­
ству в f *: 

(VI.3.3) gAu = g ^ . 

Обозначим через 51 оператор (у0, gJh)\ U ->• $Е~* X 7Г*. Тогда задача 
Коши (VI.0.1), (VI.0.2) может быть записана так: 

(VI.3.4) Яи = (и0, Gw), где Gw = g ^ . 

Из леммы 2.3 и предложения 3.1 вытекает 
П р е д л о ж е н и е 3.2. Отображение И: U ->- $£~* X ^ * измеримо 

по Борелю. 
Пусть 

r ° = {z;6r : divi;(*, ж) = 0, 0 < ^ < Г , #£[11"}. 

Тогда справедливо 
П р е д л о ж е н и е 3.3. Пространство (V**)', двойственное к У**г 

изоморфно У0, причем двойственность между V* и У*0 определяется фор­
мулой 

(vi.3.5) iguv\={f,v} v/er*, gfer*, vver°. 
2. Статистическая постановка задачи. Пусть \i (du0) — однородная 

вероятностная борелевская мера на Ж, удовлетворяющая условию (VI.1.4) 
и задающая распределение начального поля скоростей и0(х). В силу (VI.1.4) 
[х сосредоточена на 3£(г) при г < — п/2 (см. п. 1 § 1). 
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Пусть A(dw) — винеровская мера, а-аддитивная на ЩЩ, где % = 
= С(0, Г; Я), задающая распределение w(t, х). По определению, для 
A(dw) справедливы тождества (И.2.1), (II.2.2) с 

ve3) = [C7 «О, Т) х Кп)]п 

Предполагается, что Л — однородная мера по х: 
(vi.3.6) А{ЪВ)^А(В) vsess(^), v/*e^n, 

где hw(t, х) = w(t, х + h) Vw £ <<?. Наконец, предполагается, что 

(VI.3.7) \\w(t, x)\*A(dw)z==t''s< + oo, где 7ga, 

а интеграл понимается в смысле (VI.1.3'). Отметим, что достаточно предпола­
гать лишь конечность интеграла (VI.3.7), так как из этого предположения 
следует, что он равен t -s. Из (VI.3.6) и (VI.3.7) вытекает, что для 

vi И , v2(x)eD^D (Kn) = 1 С (Кп)]п 

оператор Q, ввходящий в (И.2.2), имеет следующий вид: 

(VI.3.8) (Qvt, i;2) = j \ (Q(x-y)vi(x), v2{y))dxdy, 

Q{z) = {Q*(z))i9J-i9...,n, 
где Q(z) — ограниченная, непрерывная функция, принимающая значения 
в множестве вещественных п X тг-матриц, причем Sp()(0) = s. Функция 
Q(z) положительно определена в том смысле, что 

]](Q(x-y)v{z),v(y))dzdy^O 4v£D, и Q^(z)^Qh(-z) 

(см. ниже замечание 5.1). 
Обозначим через JT меру на Тъ* — образ Л при отображении G = g — 

(см. (VI.3.4)): 
(VI.3.9) JT = С*Л. 
О п р е д е л е н и е 3.1. Однородным по х статистическим решением 

стохастической задачи Коши (VI.0.1), (VI.0.2) для системы Навъе — Стокса, 
отвечающим начальной мере \i(du0) и винеровской мере A(dw), называется 
борелевская вероятностная мера P(du) на <552, обладающая следующими 
свойствами. 

1) Мера Р однородна по х (подобно Л, см. (VI.3.6)) и сосредоточена 
на U б Я8(#а). 

2) При отображении $ = (у0, gJh) мера Р переходит в |хх<#': 

3) Имеет место оценка средней плотности энергии 
t 

(VI 3.10) j (|u(£, s)|2-f-2v J |VU(T", z ) | 2 d x ) P ( d u K 
о 

< 7 0 + t 7 + q i / | | i , t ( 0 , o v*€l0, T]t 

где интеграл по мере P(du) понимается в смысле (VI.1.3'). 
4) Для любого R > 0 справедливо неравенство (при некотором q^l) 
(VU. l l ) J | | u | | B V j . B P ( d u ) < C H < + o o . 
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5) Траектории u(t, х) в любом шаре | х \ << R в среднем удовлетворяют 
условию Гёльдера: 

(VI.3.12) f (ostgu)P(du)<CCR\t — x\ilq, 0 < * < г < Т . 

3. Формулировка основной теоремы. Т е о р е м а 3.1. 1) Пусть мера 
|и — распределение начального поля и0(х) — однородна и имеет конечную 
среднюю плотность энергии е0 (см. (VI. 1.4)), а А — распределение w(t, x) — 
однородная по х винеровская мера, удовлетворяющая (VI.3.7). Предполагается, 
что случайные поля и0(х) и w(t, x) независимы. Тогда существует статисти­
ческое, однородное по х решение Р стохастической задачи Коши (VI.0.1), 
(VI.0.2), отвечающее \i и А и удовлетворяющее оценкам (VI.3.11), (VI.3.12) 
cq>2us>sn— max (-г" + 3, п -\~ l\ . 

2) Если Q = 0, т. е. в (VI.0.1) w(t, x) = 0, то в (VI.3.11), (VI.3.12) 
можно взять q = 1. При этом мера Р сосредоточена на пространстве W, 
состоящем из слабых решений системы Навье — Стокса вида (1.1.1) в Кп. 
Множество W замкнуто в U и W £ ЩХ2). 

Отметим, что условие 2) определения 3.1 эквивалентно интегральному 
тождеству вида (II.2.10): 

(VI.3.13) Jexp(*[<Y0H, v0) + {Au, и}]) Р (du) = £ (и0) Л ( — | - ) 

З а м е ч а н и е 3.1. Теорема 3.1 была сначала доказана в случае 
w = 0 ([21], [22]), а затем было получено ее обобщение на случай w ф 0([12]). 

В данном изложении, для краткости, объединены методы работ [21] 
и [12] для доказательства пункта 1) теоремы 3.1, а утверждение 2) формально 
получается как частный случай, когда мера A(dw) равна б-мера, сосредоточен­
ной в точке w = 0. При этом А(и) = 1. 

§ 4. Об индивидуальных решениях задачи Коши, 
обладающих бесконечной энергией 

1. Т е о р е м а 4 .1 . Пусть \х и А удовлетворяют условиям теоремы 3 .1 . 
Тогда задача Коши (VI.0.1), (VI.0.2) в Я1п имеет решение u(t, x) £ U при 
всех) (u0l w) £ 36 X <ё, кроме множества jn X А-меры нуль. 

Эта теорема выводится из следующей леммы. 
Л е м м а 4 .1 . Существует такое множество В £ Щ36~в X Y**), что 

(VI.4.1) BaytU и (ix X JT)(B) - 1. 

Поясним лишь основную идею доказательства. Пусть Р — статистиче­
ское решение из теоремы 3.1. В силу п. 2) определения 3.1 

(i X jr{SHU) = P(U) = 1, 

если SSLU еЩЗб-3 х Т*). 
Но последнее включение не доказано. Поэтому строится множество 

Ba%U, В 6 Щ36~Б X Т'*), обладающее свойствами, указанными в лем­
ме 4 .1 . При этом используется теорема Егорова ([27], с. 166). В качестве 
непрерывных операторов §Ie: X2-^36^s X ^*, аппроксимирующих 21, 
рассматриваются операторы 

(VI.4.2) s%s
u = (ys

0u, gJhu), где y£
0u^yQJsu (см. (VI. 2.9)) И . 
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Выведем теорему 4.1 из леммы 4.1. Для этого положим 
(VI.4.3) Г = {К, и^еЗёхЪ: К, Gw)eB}. 

Так как отображение G: % -> Т* непрерывно, то & £ Щ&в X Щ ж вслед­
ствие (VI.4.1) 

(VI.4.4) и. х Л (Г) = цX iV (В) = 1. 
Кроме того, если (u0, w) £ J S то (и0, Gw) 6 ШЕЛ откуда следует, что при 

всех (u0, w) £ JF задача Коши (VI.0.1), (VI.0.2) имеет решение u(t, х) £ U. Ш 
З а м е ч а н и е 4.1. Если \л({0}) = 0, где {0} — множество, состоящее 

из одной нулевой функции и0(х) = 0, то аналогичным свойством обладает 
статистическое решение Р. В этом случае, аналогично замечанию 1.1, 

P([L2([0, Т] X Rn)]n) = 0, 
и, следовательно, 

P(U\[L2([0, T]xRn)]n) = P(U) = l. 
Отсюда вытекает, что с вероятностью единица решения u(t, x), построенные 
в теореме 4.1, принадлежат U \ [L2([0, Т] X Rn)]n, т. е. для них 

l lU i l[L2([0,T]XRn)]n = + ° ° ' 

2. Разрешимость задачи Коши при почти периодических начальных 
условиях и правых частях, а) Рассмотрим задачу Коши (VI.0.1), (VI.0.2) 
с w = 0 и с начальным данным и0(х) — почти периодическим тригонометри­
ческим полиномом, определенным в (VI.1.6). Пусть \х — однородная мера 
на пространстве тригонометрических полиномов (VI. 1.6), построенная 
в п. 2 § 1, a A(dw) — винеровская мера, сосредоточенная в нуле, что соответ­
ствует случаю w(t, х) = 0. Тогда из теоремы 4.1 следует, что задача Коши 
(VI.0.1), (VI.0.2) с w = 0 имеет решение u(t, x) £ U при (л-почти всех началь­
ных данных и0(х) вида (VI.1.6) или, что эквивалентно, при всех наборах 
коэффициентов (ах, . . ., aN) из (VI. 1.6), принадлежащих а, кроме подмноже­
ства а лебеговой меры нуль. 

Аналогичное утверждение справедливо при почти периодических началь­
ных условиях и0(х), заданных формулой (VI.1.6), и в случае N = оо, если 
выполнено условие 

оо 

S г | / с 1 + 8 <+оо , е > 0 , где rk=\ak\ при ак£ок. 

б) Рассмотрим систему (VI.0.1) с белым шумом следующего вида: 

(VI.4.5) i ^ . = i!bifL ( 2 Re[M%*]) =щ (t)vix), 

где Uy\(t) — скалярный винеровский процесс, не зависимый от v(x), а рас­
пределение почти периодического тригонометрического многочлена v(x) 
задается мерой ^(dv), аналогичной мере \х из примера 1 п. 3 § 1. Однако 
теперь не требуется, чтобы bk .£ft = 0, и числа rk заменены, быть может, дру­
гими числами pk (к = 1, . . ., iVj). Начальное условие и0(х) такое же, как 
в п. а), и его распределение обозначается здесь через \i(du0). Предполагается, 
что случайные функции и0(х), w-^t), v(x) независимы. Очевидно, распределение 
процесса w(t, x) из (VL4.5) удовлетворяет условиям теоремы 3.1, и поэтому 
в силу теоремы 4.1 задача Коши (VI.0.1), (VI.0.2) с белым шумом (VI.4.5) 
в правой части разрешима при почти всех по мере Лебега Ък (к = 1, ."'.'., Жх) 
с I bk | = pft, почти всех ak (к = 1, . . ., N) с | ak | = rfe, ak . ^ = 0 и почти 
всех по мере Винера на С(0, Т) непрерывных функциях w^t). 
13 Успехи матем. наук, т. 34, вып. 5 
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§ 5. Периодические конечномерные аппроксимации 
стохастической задачи Коши 

1. Периодическая аппроксимация начальной меры р. Пусть Г/ =--Ъп. 
Введем пространство вещественных тригонометрических полиномов 

(VI.5.1) Ml==:{u(x)= 2 u(k)e*hx: и(к)еСп, и(к) = 0 при \к\^1\ 
кет1 

с периодом 21 по каждой переменной. Положим 

(VI.5.2) QMi = {u(x)^Ml: &ivu{x) = 0, x£Rn). 

Отметим, что пространства Мг и оМг инвариантны относительно сдвигов в Кп. 
Т е о р е м а 5.1. Пусть ц. — однородная вероятностная борелевская 

мера на$£, удовлетворяющая условию (VI. 1.4). Тогда для любого / > 1 сущест­
вуют однородные вероятностные борелевские меры \ц на $£, сосредоточенные 
на оМ i и удовлетворяющие следующим условиям. 

а) При Z - > + o o характеристические функционалы \ii{v) мер \ii{du0) 
сходятся к характеристическому функционалу \x(v) меры \i(du0): 

(VI.5.3) vi(v)-+p(v) при Z-> + oo VveD = [C™(Rn)]n. 

б) Справедлива равномерная по I оценка 

(VI.5.4) JlM*)|2MdHo)<*o V Z >! -
Доказательство этой теоремы для краткости здесь не приводится. 
2. Периодическая аппроксимация однородных по х винеровских мер. 

Положим <ёг = С(0, Т; Мг). 
Т е о р е м а 5.2. Пусть Л — однородная по х винеровская мера на сёг 

удовлетворяющая условию (VI.3.7), и Л( •) — ее характеристический функ­
ционал. Тогда для любого I > 1 существует однородная винеровская мера Агу 
сосредоточенная на ^ёь с характеристическим функционалом Ах, причем 

(VI.5.5) Ai(v)-+X(v) при Z - > + ° o Vve@ = [C?((0,T)xRn)]n. 

Справедливы следующие равномерные по I оценки: 

(VI.5.6) r x j \w(t, x)\2Ai(dw)=7i^:7 V Z > 1 ; 

при q>2us>sn = max(-|- + 3 , n + 1 j 

(VI.5.7) ^\\w\\BV-siRAl(dw)^CR(T)< + oo V Z > 1 , V i ? > 0 , 

где СR(T) не зависит от I (СR(T) зависит от s). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Матричная корреляционная функция Q(x — у)г 

отвечающая мере A(dw) (см. (VI.3.8) и (II.2.2), (11.2.1)), вещественна и поло­
жительно определена, т. е. 

\^(Q(x-y)v(x), v(y))dxdy^0 

для каждого v£D, и, кроме того, Qv{—z) == Qn(z), поэтому, используя 
теорему Бохнера [23], можно показать, что 

Q(z) = (2nyn^e^M(dl), 



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ГИДРОМЕХАНИКИ 1 9 5 

где Щс1%) = Q(Qdl — конечная п X ^-матричная эрмитова неотрицатель­
ная мера на Rn l) , Q(E) — преобразование Фурье Q(z) (в смысле обобщенных 
функций), £ ( - Е ) = 5(Е), Е€1ЛП. 

З а м е ч а н и е 5.1. Можно показать, что верно и обратное: для любой 
конечной п X тг-матричной эрмитовой неотрицательной меры 5ft(d£) на Rn, 
удовлетворяющей условию 

Ю ( _ со) =1 i (со) Vco6SS(0ln), 
существует винеровская мера Л на %, которая отвечает корреляционной 
функции 

Q (z) = (2n)-n J е*«Ю (d£) 

по формулам (VI.3.8), (Н.2.2) и (II.2.1) [56]. 
Пусть Qi(z) — корреляционная функция, отвечающая искомой мере 

Л ь и Qi{i) — ее преобразование Фурье. Так как Аг сосредоточена на %х, то 
(VI.5.8) Qi(z)— 2 Qi(k)eikz и, соответственно, 

h£Tv \k\Kl 

&(6) = ( 2 n ) ^ 2 0i(*)8(S--*). 
к 

Чтобы определить неизвестные матрицы Qi(k), разобьем все простран-
ство Кп на кубические ячейки хг(к) с ребрами длины nil и с центрами в точ­
ках к £ Гг. Граничные точки кубов распределяются по ячейкам так, что 
разные ячейки не пересекаются и хг{—к) = — %i(k) V/c £ Гг. Положим 

(VI.5.8') 0«(Л) = (2я)-п J 91 (di) 
xz(ft) 

при /с £ Tz, | к |<^Z; Oi(fc) = О ПРИ I & I > ^ Определим <?z(z) по форму­
ле (VI.5.8). Очевидно, Qi(z) — положительно определенная матричная вещест­
венная функция и Q]3(—z) = Qf{z); следовательно, на % существует вине­
ровская мера Ai(dw) с корреляционной функцией Qi(z). Покажем, что Лг 
удовлетворяет условиям теоремы 5.2. Очевидно, Аг сосредоточена на $ г . 
Так как 

A^(i;) = exp ( — —Bi(v, v)) , 

где Вг определяется формулами (П.2.2), (VI.3.8) с Qi(x — у) вместо Q(x — у)г 
то (VI.5.5) легко выводится из (VI.5.8'). Однородность по х меры Аг вытекает 
из тождества 

Ai(hv) = Ai{v) V/гбГ1, Vi;6 3J, 
которое проверяется непосредственно, поскольку Qb(x — у) не меняется при 
замене х, у на х + ft, У + ft. Чтобы получить оценку (VI.5.6), заметим, что 

IftKl 
откуда в силу (VI.5.8') 

7 i < (2я)~п Sp J У1 (dl) = SVQ(0) = 7. 

х) Точнее, QU(z) = (2п)'п1еЧЩ^ (dg) VZ, у =• 1, . . ., п, где 9t^((.) — о-аддитив-
ные комплексные функции множеств, определенные на 58 (Rn), причем (9£^(ю))г j = = 1 n 

— неотрицательная эрмитова матрица для любого со 6 !85(Rn). 
13* 

file:///k/Kl
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Наконец, оценка (VI.5.7) доказывается по той же схеме, что и лемма 3.2 
главы II. А именно, винеровский процесс wx(t, x) с распределением Аг разла­
гается по базису {eihx}, ft 6 Г ь | ft « Z : ~~ 

m (h x) = 2 m (t, ft) eihx. 
\k\<i 

Из (VI.5.6) в силу однородности по х меры Л; вытекает оценка, аналогич­
ная (II.3.23): 

(VI.5.9) Ех 2 И(*> k^2 = JfJ[El j \m(t,.z)\*dx = 
kerv \k\<i тг 

= isi*£is VZ>1 , 
где Ti — куб: 

Тг = {хеКп: \xj\<l, 1 < 7 < » } , 

\Ti\ — его объем, а Ех — интеграл по мере Ai(dwx). Из (VI.5.9) так же, как 
в лемме 3.2 главы II, выводится оценка, аналогичная (II.3.26): V M ^ l 

< (VI.5.10) hAiwt^i: sup l | ,g '<f ' •)-Wl{%:-)^s'R>CiM))\ 

-СзМ < C 2 2 

где g > 2, a Cx, C2 и C3 — положительные константы, не зависящие от I 
и М. Так как для любого разбиения 0 = t0 < . . . < tN = Т отрезка [О, Т] 

2 loses* ^ | 9 < Г sup ll^ift» •)-»>1^-)11-«.Д t 

j=i [V-rO ] о<*<т<г I г ~ т I 
то из (VI.5.10) и (VI.2.3) следует, что 

plt м^Аг ({wt б <вц Var£'B и;, > ^М1 / 2}) < С22~СвМ 

для любого М^1. Поэтому аналогично (II.3.27) 
оо 

^zVar,,sR^<c;+ 2 q(M + i)1/2^,M<c<+oo, 
где С|не зависит от I > 1. Так как ^ ( 0 , •) = 0 п. н., то из этой оценки в силу 
соотношения 

\\m\\BV-*R<V&*q*Rwl + \\m(Q, -)\\-8,R+ OSC-R
SWi^2V8LTq*RWl 

^ [0, Г] 

следует (VI.5.7). • 
Аналогично (VI.5.7) доказывается оценка 

(VI.5.11) [ \\nlw\\BV-sRAl(dw)^CR(T)<oo VZ>1 , 

TnewCR(T) не зависит от L Здесь я г — проектор на пространство о/Ёь определен­
ный на периодических функциях и(х) £ Н с кубом периодов Тг следующей 
формулой: 

(VI.5.12) щи^щ 2 w(ft)eift* = 2 П (Л) и (ft) в*", 
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причем для любого а £ С п 

(VI.5.13) П(/с)а = 

а -"Щ"( а ' ~Ш~)' fe=^0' где (а' Ь ) ^ 2 **ь* 
Va, Ь6СП, 

^ a, fe = 0. 
3. Галеркинские приближения статистического решения стохастической 

задачи Коши (VI.O.l), (VI.0.2). Введем обозначения: для и(х), v(x) £ Н 
и u(t, х), v(t, х) £ Х2 положим 

т 
(u, i;>i= ^ (и (х), v(x))dx, {u(t, х), v(t, x)}i= jj (u(t, •)> y (*» -)>id*-

г, о 
Очевидно, 

(и(ж), ф ) ) г = <и(х), фг(ж)ф)>, 
где q>i{x) — индикаторная функция куба Ти и аналогично 

{u(f, x), v{t, х)}г = {u(t, ж), q>i(z) i>(*, ж)}. 
Обозначим: Т\ = С£(0, Г; с#г); тогда для и? 6 « , и v £ Г ? имеем 

Ь г » "} = -{"> Ф«-вг}, 
откуда 

(VI.5.14) J ei<u't,)«|ii(du)='il|(4)li;) Vi;£Mb 

< J e ' 1 * " ' J i A,(dii7)=Ai ( — ф1-|2.) V i ; e r ? . 

При доказательстве основной теоремы 3.1 будем считать, что в (VI.O.l) 
/(£) = 0. Доказательство в случае f(t) Ф 0 проводится аналогично. 

Т е о р е м а 5.3. Для любого I > 1 существует борелевская вероятност­
ная однородная по х мера Рг на £2, для которой: а) справедливо тождество, 
подобное (VI.3.13), 

(VI.5.15) j e.tp(i[(70w, vQ)i + {<4u, v}i\)Pi{du) = 

б) справедливы равномерные no I > 1 оценки средней плотности энергии 
и средней диссипации энергии 

t 

(VI.5.16) J (\u(t, ;z)|2 + 2v J \Vu(x, x)\*dx}Pi(du)*C 
о 

.<ё~о+*«", 0 < * < 7 \ 

и средней вариации степени q>2 при s > m a x (-^- + 3, и + 1) 

(VI.5.17) \ \\u\\BV-SRPl(du)^CR VZ>1 , V i ? > 0 ; 
в) справедлива равномерная no I > 1 гёльдеровская оценка «в среднем» 

(VI.5.18) ( (08Сн8и)Рг(сги)<Сн |^-т|1/д V Z > 1 , V # > 0 . 

В (VI.5.17) и (VI.5.18) константа СR < +oo не зависит от I > 1. 
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Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 3.1 
главы II. А именно, рассмотрим задачу Коши для системы Ито, являющуюся 
галёркинской аппроксимацией задачи (VI.0.1), (VI.0.2), 

{ dui (t) + щ (щ (t), V) Щ (t) dt = vAui (t) dt -f dntwi (t), 
ui(0) = u0ti; 0<t<T, 
ui(t) = ut(t, -)£QMU wi(t)=swi(t, -)eMi. 

Здесь u0j = u0j(x) 6 G£I И wt £ ^ — независимые случайные функции 
с распределениями \хг и Л; соответственно, определенные на вероятностном 
пространстве 

(VI.5.19') (Ж X «„ 83 {Si X «/), щ X Л,), 
с оператором математического ожидания Шг. Выведем априорную оценку 
средней энергии (и диссипации энергии) для решения стохастической зада­
чи (VI.5.19). 

Л е м м а 5.1. Для каждого Z > 1 решение задачи (VI.5.19), если оно 
существует с вероятностью единица на интервале [0, Т], удовлетворяет сле­
дующей энергетической оценке: 

t 

(VI.5.20) Шг ((щ (t), щ (t))i + 2v J (Vui (т), Vut (т)>/ dx)<(10 + ts)\Tx\. 
о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Эта оценка выводится из (VI.5.19) с помощью 
формулы Ито, как в теореме 3.1 главы II. Действительно, пусть 

Nil) N(l) 
щ (t, x) = 2 u\ {t)\ej (x), niwi (t, x) = 2 ™[ (t) ej (x)9 

где {ej(x)} (/ = 1, . . ., N(l)) — ортонормированный базис в оМг относитель­
но скалярного произведения (•, •)/. Тогда по формуле Ито из (VI.5.19) 
получаем (Qij

 a Г%(и#*))а) 
N(l) N(l) 

(VI.5.21) d (щ (*), щ (t))i = d S (и{ (t))2 = 2 {Щ (') dul (*) + Q{j dt) = 
i = l .7=1 

N (0 N (0 
= 2 2 (и/ (*) &>'(M|(/))dt + u{(t)dw\ (t)) + 2 Q» dt,0<t< ГШ 

i « l .7=1 

где b\ui) = (vAz/z — :rtz(^, V)uh ej)u Так как <Я/(иг, V)uh щ)г = 0 для 
г^ £ ©#г подобно (1.1.12), то 

2 и/ 6J (и/) = (vAui — я ; (^, V) ui, ui)i = — v (V^i, VMZ)Z. 

Следовательно, интегрируя (VI.5.21) no t с учетом начальных условий из 
(VI.5.19) и применяя к полученному равенству оператор Ши будем иметь 

t 

(VI.5.22) Si ((щ (t), щ (t))i + 2v J (Vui (т), V ẑ (т)>, dr) = 
о 

= $l(Uo.hUo,l)l + t 2 ^ 1 , 
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что обосновывается аналогично (II.3.8) (см. с. 156—157). Из (VI.5.4) 
и однородности мер [1г по теореме 1.1 получаем 

(VI.5.23) ^i(u0j,uOJ)l=^ (jj | и м ( я ) 1 2 ^ ) \n(du0y i) = 
h 

= \Ti\\ W O , K ^ ) I 2 ^ ( ^ O J ) < I ^ | ^ O . 

Кроме того, согласно (VI.5.12), (VI.5.13) оператор пг: Мг-+- о/Их — ортого­
нальный проектор в метрике (•, -)h поэтому 

2 Q? = Г % S И (О)2 = П Е , {пт (*), mm (0>i<r1£ i(wi (*), wi (t))u 
i 

Следовательно, ввиду однородности по х распределения Аг процесса u>i(t, x) 
из (VI.5.6) [выводим 

IV (О . 
(VI.5.24) 2 < ? ? ' < | Г г И г < | Г 1 И . 

Из (VI.5.22) —(VI.5.24) вытекает (VI.5.20). • 
Так же, как в теореме 3.1 главы И, из (VI.5.20) следует разрешимость 

€ вероятностью единица задачи Коши (VI.5.19) и измеримость по Борелю 
отображения <М\ х %\-+- Х2, переводящего (w0i ь Wi) в иг. Определяя 
вероятностную меру Рг на Х2 как распределение процесса иь запишем 
(VI.5.20) в виде 

т 
(VI.5.25) J J (uf (*, ж) + 2v С (Vuz (т, ж))» dx) dx Pt (du)< (e0 + й) | Г« |. 

*z о 
В силу однородности по х меры JPJ интеграл по х £ Г? в (VI.5.25) можно заме­
нить умножением на | Гг |. Сокращая обе части (VI.5.25) на \ Тг |, получим 
(VI.5.16). 

Выведем тождество (VI.5.15). В силу (VI.5.19) имеем: 

(YoUz, ЩЛЩ) = (и0,и ni-jr) . 
откуда 

(7о^ь v0)i + {А щ, v}i = {u0t и v0)i + j - ^ - , i ; | ^ 

так как v £ 5^?. Поэтому из (VI.5.14) следует (VI.5.15). 
Наконец, докажем оценки (VI.5.17) и (VI.5.18). Определим на про­

странстве (VI.5.19') процесс 
(VI.5.26) zMzEzuft) - nmit). 

Тогда в силу (VI.5.19) п. н. 

(VI.5.27) ^ - - ~ ^ ( u z ( ^ ) , V ) u z ( i ) + vAuK0, 0 < * < Г . 

Справедливо неравенство 
N N T 

dzi (t) ( S i oscj£-zi|*)1/q< 2 I ^R&zi\<\ 
^ tVrb ' i ' ,w fVi-У J

0 

Кроме того, zz(0) = uz(0), поэтому 

at „ Л , g > l . 
— s , JR 

2 ! | l B v- s ,H<2S | | ^L R ^ + llu;(0) 
« о 
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Отсюда и из (VI.5.26) следует, что 
(VI.5.28) S i l l ^ H ^ - . в < 

Q ' 
Т 

< 2%l \ || Т" ||_. в * + g ' И «о, / II-. я + #! II я,и;, I 
о 

' Б У - * , Я* 

Последние два слагаемые допускают равномерную по I > 1 оценку ввиду 
(VI.5.4) (так как s^O) и (VI.5.И) соответственно. 

Равномерная по I оценка для первого слагаемого спрайа в (VI.5.28) 
вытекает из следующей теоремы. 

Т е о р е м а 5.4 ( о с н о в н а я о ц е н к а ) . Пусть zx(t) удовлетворяет 
соотношению (VI.5.27), где иг(() == ut(t, •) 6 <^i. Тогда при s>sn== 
= max ( у + З, тг + 1) имеет место следующая оценка', для любого v £ 

£DR^[C~(KR)]n при 1>1 

(VI.5.29) ( ( ^ l ^ - , ^ ( 0 > | < ^ 1 1 ^ 1 1 . . Л ( 1 + 1 ^ Г \\Ul{t,x)\*dx + 

+ J |и,(*, z)\*dz+ J |и/(*, ^ ^ ( l + i^D-MAp), 

гдг С «г зависит от I, t, и и ut; KR = {x £ R<w: | ж | <ZR}. 
Доказательство дано в § 6. 
Из (VI.5.29) по определению (VI.2.1), разделив на || v \\St R и взяв верх­

нюю грань по v £ DRl получаем оценку для ^ ' II . Инте­
грируя полученную оценку по мере Pt(dui), выводим, учитывая (VI.5.16) 
и однородность меры Pt (см. (VI. 1.3)), что 

где СR не зависит от I и £. Таким образом, первое слагаемое справа в (VI.5.28) 
ограничено равномерно по / > 1. Учитывая, что второе и третье слагаемые 
справа также ограничены, заключаем, что справедлива оценка (VI.5.17). 
Аналогично доказывается оценка (VI.5.18). 

З а м е ч а н и е 5.2. В том случае, когда в уравнении (VI.0.1) отсут­
ствует белый шум -Г7- , оценки (VI.5.17), (VI.5.18) справедливы при q = 1 

ut 
[21]. Условие g > 2 необходимо лишь при оценке последнего слагаемого 
в (VI.5.28). 

§ 6. Оценка производной по времени 
В этом параграфе будет доказана теорема 5.4. Обозначим через Ri гиль­

бертово пространство периодических функций и(х) = {vx(x), . . ., vn(x)), x = 
= (х1, . . ., хп) с периодом 21 по каждой переменной хд, имеющих конечную 
норму в [L2(Ti)]n, которая и определяет гильбертову структуру в Rx: 

(w,lw)i=§ \w(x)\2dx = \^p\^t Tt< + °o Для w(x)= 2 w{k)eihx£Ri. 

Положим 
92i^{w(x)£Ri: &ivw(x) = 0, x£Rn} 

и через Hi обозначим ортопроектор в Rt на бесконечномерное подпростран­
ство Mi соленоидальных векторных полей (ср. (VI.5.12)). 



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ГИДРОМЕХАНИКИ 201 

Л е м м а 6.1. Для любой функции и(х) £ Ri справедливо разложение 
(VI. 6.1) u(x) = UlUl(x)+Vglix), Uiu(x)^Su VgeWB&i> 

где g(x) — п-периодическая функция с кубом периодов Тг, g(x) £ #Ioc(^n)-
Коэффициенты Фуръе функций Wg{x) и Пги(#) определяются по формулам 
(ср. (VI.5.13)) 

(VI.6.2)? И (ft) = (u (ft), -^)-щ при ft Ф 0, Vg(0) = 0; 

n^^^uf^-vi^ft).1 

Доказательство леммы очевидно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5.4. Умножим скалярно обе* 

части (VI.5.27) на v(x) £ DR, считая v(x) продолженной нулем на Rn \ KR: 

(VI.6.3) ( ^ | ^ - , i;(.))=v<Au,(*. . ) , , , ( . ) > _ ^ Я 1 2 - ^ , У ) . 

С помощью интегрирования по частям получим: 

(VI.6.4) |<А«(«, .), »(•)>!<( J \Mt, ^)!2dx)1/2||i;||2,R< 

( j \Ul{t, *)|2<£t: + l ) |M| 2 ,R . 
\x\<R 

Оценим второе слагаемое справа в (VI.6.3). Разберем случай Z > R. 
Вводя vi(x) £ /?z, vi\T = [p, получим 

r.P. \ ~ \ dxJ / M I ^T \ Eflatf / * I 
J J 1 

+ |S<Wu„(n,-/)^>,|, 
поскольку л г — ортогональный проектор в й[ на G#J В метрике (•, -)г 
(см. (VI.5.12), (VI.5.13)). 

Первую сумму 2Х в правой части (VI.6.5) оценим при помощи теоремы 
вложения Соболева 

(VI.6.6) | 2 4 | : ^ | 2 (»?«'. ^j)\<C\\u^l я1Икя, *i>-5-+l. 
э 

Вторая сумма 2 2 в правой части (VI.6.5) допускает оценку: 

(VI.6.7) | 2 2 | < C H |^|2da;.sup|(jiz — П | ) ^ . | . 
\J x£TJ дхЗ I 

1 

Согласно (VI. 5.12), (VI.J5.13) и (VI. 6.2) имеем 

|fc|>i 
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Используя равенство Парсеваля, получаем при s > п/2 

(VI.6.8) sup | ( jx z -n z ) А Г = 

sup 
х£Т, 

дхз 
2 

2(й(*)-(й(*). щ)т!|)^ < 

.+-£+1, 
<<? 2 i^(*)i2(1 + |Ai2)-1<Ci/-2w (/я 2 M*)i2(i + i*i2) 2 )< 

|ft|>Z |fe|>Z 

[Я (Tt)]n 2 

Последнее равенство вытекает из определения (VI.2.1) норм || • ||Sf н , посколь­
ку supp v(x)cz KR. Из (VI.6.7) и (VI.6.8) получаем (так как s > п/2) 

(VI.6.9) | 2 2 | < C / - " j |и* | а ЛЧМ| в „ д > * 2 > и + 1. 

Итак, осталось оценить третью сумму справа в (VI. 6.5). Пусть 
v(g) = \ e~ixh (х) dx, £ £ Kn, —преобразование Фурье и (х). 

Рассмотрим псевдодифференциальный оператор 

(VI.6.10) A](D)v(x) = {2n)-n j i?(v(l), ±)±e^dt. 
Rn 

Имеют место следующие леммы. 
Л е м м а 6.2. Справедливо тождество 

(VI.6.11) (l-Bl)JnM.= 2 (Aj(D)v)(x + m). 
т£21%п 

Л е м м а 6.3 Пусть supp г; с: KR и s3>-^- + 3. Тогда имеет место 
оценка 

(VI.6.12) | 2 (Aj(D)v)(x + m)\^ 
т£21Ъп 

<С(R)\\v\U R((l + wr^ + CJ-"-*), х£Т,. 
Доказательство этих лемм будет приведено ниже, а сейчас завершим 

вывод оценки (VI.5.29). В силу (VI.6.11) и (VI.6.12) 

(VI.6.13) | 2 < u k , ( П г - / ) ^ - ) 1 < 
д 

<С{В)\Шн.*\ |И1(*. х)\*{(1 + \х\у^ + Сх1-^]а1х, ^ 3 > - f + 3. 

Из неравенств (VI.6.4) — (VI.6.6), (VI.6.9) и |(VI.6.13) вытекает требуемая 
оценка (VI.5.29) при 

* > ш а х ( 2 , - - | - + 1, п + 1, -1 + з) = 5п 

{так как п^2). 
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В том случае, когда I <L i?, оценка (VI.5.29) также имеет место и притом 
ее доказательство значительно проще. • 

Перейдем к доказательству лемм 6.2 и 6.3. Для этого нам понадобится 
следующая лемма. 

Л е м м а 6.4. Пусть v(x) £ [С~(Я1Г)]Г1, supp va KR. Тогда 

(VI.6.14) ' Aj(D)v(x)e[C°°(Kn)]n 

и при s 3 >-^- + 3 

(VI.6.15) ^(В)и(х)\^С(Щ\\и\\^п(1+\х\)—\ x$Rn, 
где C(R) не зависит от v(x). 

Для доказательства заметим, что подынтегральное выражение в (VI.6.10) 
убывает при | £ | -> оо быстрее любой степени | £ | (так как v(x) £ [C^(UVl)]ri). 
Поэтому Aj{D)v{x) 6 [С°° {Кп)]п. Из (VI.6.10) следует при п > 3, что 

(VI.6.16) Aj(D)v(x)^Qn-^-7V [ \x-y\*-nuivv(y)dy, Q n - cons t . 
дхэ J Rn 

Пусть 1 == Ц)±{х) + ф2(ж), где Ц)Ь{х) > 0, ^(х) = 1 при | х \ < 1/2, 
<рг(х) = 0 при | х | > 1, фг(я) 6 С°° (OV1). Тогда 

1̂  —г/|2~п = ф1(^ — У)\х — у\г~п-\-Чг(х — у)\х — у\*-п 

и интеграл (VI.6.16) равен сумме двух соответствующих интегралов 1г{х) и 
я 12(х). Легко видеть, что supp I1(x)cz KR+1 и 

Vdivi;(#) < С | М | в „ н , (VI.6.17) \1Л*)\<Сл \ ф4(z)^!^1 dz.sup 

Далее, воспользовавшись неравенством 
(1 + l x | ) w < ( l + |ж —yl)^1 (1 + |»|)n+1, 

получим 
(VI.6.18) | / 2 ( x ) | < C J (l + \x-y\)-«-i\v(y)\dy^ 

Rn 

CRn+1 

<7lT|7fpr " v ^ \и(ип)]п< 

< С ! Й 2 \\v{x)\\0tR(l + \x\yn^i (так как suppi; (x) cz JCH). 

Из (VI.6.17) и (VI.6.18) следует (VI.6.15). Случай ?г = 2 рассматривается 
аналогично. • 

Напомним следующую формулу Пуассона. Пусть функция г|)(я) и ее 
преобразование Фурье г|)(£) принадлежат С(Кп) и 

№(*)!< с (1 + и Г-1, *GRn, l ^ D K q i + i^ir-1, ienn. 
Тогда для любого Z > 0 

(VI.6.19) 2 ^ ( z + ™)-(2i)-n 2 ^(fe)ei/?x (см. [31]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 6.2. Из (VI.6.15) и (VI.6.10), 
где v(x) £ [С£°(И1Г1)]Г\ следует, что к функции ty(x) = Aj(D)v(x) применима 
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формула Пуассона (VI.6.19); следовательно, в силу (VI.6.10) 

(VI.6.20) 2 Aj(D)v(x + m) = (2l)-n £ '^ (»<*>• ТЗП")"ПП"в**' 

v(k) = Fx.+hv(x) — преобразование Фурье v(x). Поскольку vt(x) — периоди­
ческая функция с кубом периодов Th причем v(x)\Tl = vt(x), то, очевид­
но, v(k) = иг(к) -(2Z)n, где vt(k) — коэффициент Фурье функции vt(x). От­
сюда, учитывая (VI.6.2), получим, что правая часть (VI.6.20) равна 
±i{I-Ul)vl{x). ш 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 6.3. В силу неравенства (VI.6.15) 
| 2 Aj(D)v(x + m)UC(R)\\v\\S9,R 2 (1 + | * +™ 1Г"1 , 

и поэтому для доказательства леммы достаточно установить неравенство 
2 (1 + | а; + то |)-я-1<С/п-1 , хеТл. 

me2l1n\{0} 
Оно проверяется элементарно, щ 

§ 7. Предельный переход 
В этом параграфе будет получено статистическое решение стохастиче­

ской задачи (VI.0.1), (VI.0.2) с помощью предельного перехода в последова­
тельности мер Рь построенных в § 5. 

1. Теорема вложения. Пусть UR=L2(0, Т; SSR) f]BVq(0, Т; $#~*)9 
где д > 1, s > sn и Х2, я = £2(0, Г; <#?°). 

Т е о р е м а 7.1. /Тргг любом R > 0 вложение URcz X2\R компактно. 
Теорема 7.1 представляет собой обобщение теоремы вложения Дубин-

ского, которая использовалась в главах I, II (теорема 4.1 из главы I). 
2. Слабая компактность последовательности мер Pi. Т е о р е м а 7.2. 

Семейство мер {Pi}, l> 1, слабо компактно на Х2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (VI.5.16) и (VI.5.17) следует неравенство 

(VI.7.1) \\\u\\v4*Pi(du)<CC(R), 

где С(R) не зависит от I > 1; выражение для нормы || и \\ulR СМ. В опреде­
лении 2.2. 

Согласно теореме 7.1 множество 
WR^{ueUR: \\u\\UtR<M(R)} 

предкомпактно в X2,R при любом M(R) £ (0, оо). Положим 
(VI.7.2) Ж^ Л J-£{WR)cX2, 

где / к : Х2->- X2yR — оператор ограничения функций u(t, х) £ Х2 с 
[0, Т] X [11п на [0, Т] X i£H. Поскольку е^й — предкомпакт в X2tR

 П Р И 

каждом i? £ IN, то SK — предкомпакт в <2?2. Из (VI.7.1) получаем согласно 
неравенству Чебышёва 

PI(X2\JR1(WR))<C(R)/M(R) VZ>1. 

Для любого е > 0 можно выбрать константы M(R) так, чтобы было 

(VL7.3) 2 £§-<«• 
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Тогда Р * ( < £ 2 \ ^ ) > 1 — е V Z > 1 , где ^ — множество (VI.7.2). Тем самым 
согласно теореме Прохорова [46] доказана слабая компактность мер Pi 
на £%. щ 

В силу теоремы 7.2 существует последовательность I = Zfe~> оо, для 
которой меры Plk на Х2 слабо сходятся: Pik-+- P при lk ->- +оо. 

3. Мера Р является статистическим решением стохастической задачи 
(VI.0.1), (VI.0.2). (Напомним, что, для простоты, f(t) = 0.) Оценки (VI.3.10) — 
(VI.3.12) суть следствия равномерных по I оценок (VI.5.16) — (VI.5.18). 
Для доказательства (VI.3.10) проинтегрируем обе части (VI.5.16) по | х | < 
<C.R, в результате чего получим равномерную по I оценку осреднения по 
мерам Рг функционалов \\u(t, -)||^ K и || и | |^i, R. Отсюда, аналогично тео­
реме 2.1 главы I, выводится (VI.3.10). Для доказательства (VI.3.11) 
и (VI.3.12) заменим в (VI.5.17) и (VI.5.18) подынтегральные выражения 
на их аппроксимации (VI.2.7) и (VI.2.6). Используя соотношения, анало­
гичные (VI.2.8), и переходя в полученных неравенствах к пределу при 
I = lk -*• + °°, а затем при s -+• 0 + , выведем (VI.3.11) и (VI.3.12). Из оце­
нок (VI.3.10), (VI.3.11) следует, что мера Р сосредоточена на С/. Так как 
Pik — вероятностные, однородные по х меры и Pik-*~ P, то Р — также 
вероятностная, однородная по х мера. Таким образом, осталось доказать, 
что мера Р удовлетворяет пункту 2) определения 3.1 или, что эквивалентно, 
удовлетворяет тождеству (VI.3.13). 

В силу (VI.2.9) у%и ->- yQu B o№~s ПРИ s -^ 0 + Vug C7, поэтому, учиты­
вая, что мера Р сосредоточена на С/, получаем по теореме Лебега 

(VI.7.4) j exp (i [(у*щ и0) + {Лщ v}}) P (du) —^ 

->• j ехР (* [(№> о̂> + № и> v}]) Р (du) 

Vi;0 6 D, Vu 6 <^ro П 3)> Так как функционалы 
и-+(У%и, v0), u-+{Ju, v} 

непрерывны на Х2 (см. предложение 3.1) и РХк ->• Р при lh ->- оо, то Ve > 0 

(VI.7.5) J exp (i [<T*u, y0) + { i u , u}]) P| (du) > 

-> j exp (i [(y*u, v0) + {^u, v}]) P (du). 

Наконец, аналогично (VI.7.4) получаем, что VZ > 1 

(VI.7.6) { exp(i[(7§u, v0) + {Jlu, v}\)Pi(du)—~* 

->• \ exp(i[(70u, y0) + {^u, v}])Pi(du). 

Из (VI.5.18) следует, что сходимость в (VI.7.6) равномерна по Z > 1 ; поэтому 
из (VI.7.4)—(VI.7.6) по теореме о двойных пределах выводим 

(VI.7.7) j exp (i [(у0щ v0) + {Ju, v}}) P {du) = 

= lim \ exp (i [{y0u, v0) + {Ли, v}]) Pt {du). 

Итак, для вывода (VI.3.13) остается доказать следующую лемму. 
Л е м м а 7.1. Предел справа в (VI.7.7) равен \i(v0)Al — - ^ - ) . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем I столь большим, чтобы s u p p l e : Тг 
и supp vcz (0, Т) х ТV Тогда, очевидно, 

(VI.7.8) (у0и, v0) = (y0u, v0)i, {Ли, и} = {Ли, v}i. 
Разложим и0(х) и u(t, x) при х £ Тг в ряды Фурье: 

v0 (х) = 2 vo (Щ ехр г&г, v (t, х) = 2 у (^ &) е хР ^ » # 6 2V fterz feerz 

Обозначим 
vo i= 2 v0(k)ex$ikx и vi(t,x)= 2 v (t, k)expikx. 

I ft l<J I ft 1<г 
Тогда, очевидно, поскольку мера û  сосредоточена на с#г, а Л/ — на ^ 

(VI.7.9) Мф^о, г) = М ^ ) и Л / ( _ ф | ^ . ) = А , ( - - f ) . 

Кроме того, так как v0 £ D и v £ Т° П ̂ > T0 V0 > 0 

11*о-»о.»11н.(г,) = ©(Г*) и 1к-^|1не(о,г)хгг) = 0 ( г № ) ' 
где iV — сколь угодно большое фиксированное число; поэтому при 0 > 
>—g Ь 2 ввиду (VI.7.8) получаем, используя оценку для Ли типа (II.1.8): 

I ехр(*[(у0и, г;0) + {^и, i;}]) — ехр (i \(y0u, v0ti)t + {Jiut vi}i\) | < 
т 

<C(\\you\\0tTi+^\\u(t, .)l\lT[dt + l)0(rN)f 
о 

гДе II • Но, гг — норма в [L2(Ti)]n. Следовательно, из (VI.5.16) имеем: 

(VI. 7.10) f | exp(i[(y0u, v0) + {Au, v}])-

- ехр (i [{y0u, v0<,), + {A u, vt}i\) | Pt (du) < С (1 + ln) О (ГN) ->• 0 

при Z -v +oo, если iV > re. Отсюда, в силу галёркинского тождества (VI.5.15) 

(VI. 7.11) lim ( ехр (i [{y0u, v0) + {Au, v}]) Pt (du) = 

= Jim R (фЯ>о.') & ( — Ф1 т г ) , 

где Z = Zft. Но в силу (VI.5.3), (VI.5.5) и (VI.7.9) 

(VI. 7.12) jl, (фц;0, ,) = jl| (i;0) — - j - * jl(i7e), 

Л,(-„^) = Л,(-|:)_- :»Л(-|1). 
Из (VI.7.11) и (VI.7.12) следует лемма 7.1. • 
Наконец, из (VI.7.7) в силу леммы 7.1 получаем интегральное тожде­

ство (VI.3.13). Следовательно, п. 1) теоремы 3.1 доказан. 
Для доказательства п. 2) отметим, что если п. н. w —• 0 (т. е. Q = 0), то из 

условия %*Р = ii х JT следует,_что P(W) = 1, где W= И " 1 ^ " 8 {0}). 
Для и £W имеем gAu = 0 (в V**), откуда вытекает Ли — Vp и, зна­
чит, мера Р сосредоточена на пространстве W, состоящем из решений одно­
родной системы Навье — Стокса. При этом в оценках (VI.3.11), (VI.3.12) 
можно взять q = 1 согласно замечанию 5.1. • 
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§ 8. Об одном вопросе А. Н. Колмогорова 

Пусть \x(du0) — однородная начальная мера с конечной плотностью энер­
гии (VI. 1.4) и Pv (со) — соответствующее ей статистическое решение зада­
чи (VI.0.1), (VI.0.2) с / = 0 и и ; = 0, где v > 0 — коэффициент вязкости. 
В силу п. 2) теоремы 3.1 при любом v > 0 существует такое решение Pv(co). 

В своем докладе на семинаре имени И. Г. Петровского А. Н. Колмого­
ров поставил вопрос: сходятся ли Pv в каком-нибудь смысле к пределу при 
v -> 0 + ? 

Покажем, что существует такая последовательность Vj —> 0 + , что Pvi 
слабо сходятся при v7- ->- 0 + (на некотором функциональном пространстве) 
к некоторой однородной по х вероятностной мере Р . 

Положим 
U% = L2 (0, Т; SSB) П BV, (0, Т; $ёЪ% 

где s > sn , и 
X26R^L2(0, T\Wt), S>0.:i 

Справедлива лемма, аналогичная теореме 7.1. 
Л е м м а 8.1. При любом R > 0 вложение UR a X^R (8 > 0) ком­

пактно. 
С помощью леммы 8.1 аналогично теореме 7.2 можно показать, что семей­

ство мер {Pv}, v > 0, слабо компактно на пространстве Х~6, если б > 0. 
Поэтому существует последовательность v;-->- 0 + такая, что 

(VI.8.1) PVJ ->- Р при v;- -> 0 + слабо на # ~ б . 
Т е о р е м а 8.1. Мера Р, определенная соотношением (V 1.8.1), являет­

ся вероятностной, однородной по х мерой, сосредоточенной на Х\ f| 
HBFi(0, T; $E~S), где s > s n , и удовлетворяющей условиям: 1) у%Р = | i ; 

2) справедлива энергетическая оценка 

^\u(t,x)\*P(du)^e~0 V*6[0, Г], 

где интеграл понимается в смысле (VI.1.4); 3) при любом 2?>0 справедливы 
оценки 

\ I M W r ^ ( ^ ) < C H ( e o , T), J o s c R s u P ( ^ ) < C k H - T | , 0 < * < т < 7 \ 

где CR{e0, T)< + oo и Cfe = Cb(e0, Г ) < + оо. 
Свойства меры Р, сформулированные в теореме 8.1, выводятся из соот­

ветствующих свойств статистического решения Pv (см. определение 3.1) 
так же, как при доказательстве теоремы 3.1 свойства статистического реше­
ния Р задачи (VI.0.1), (VI.0.2) выводились из соответствующих свойств, 
галёркинских аппроксимаций Рг. 
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