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Введение

Изучение смешанных дифференциальных уравнений второго порядка эллиптико-гипер-
болического типа началось после публикации известной работы [1] итальянского математи-
ка Ф. Трикоми в 1920 г. Потом появились работы С. Геллерстедта [2], А.В. Бицадзе [3], К.И.
Бабенко [4], И.Л. Короля [5], Ф.И. Франкля [6], М.М. Смирнова [7], М.С. Салахитдинова
[8] и многих других.
В дальнейших исследованиях математиков понятие уравнений смешанного типа значи-

тельно расширилось и сегодня оно включает не только всевозможные комбинации двух
или трех классических типов уравнений, но оно включает суперпозицию различных типов
дифференциальных и интегро-дифференциальных операторов разного порядка, в част-
ности, дробного порядка. Интенсивное исследование уравнений смешанного эллиптико-
параболического и параболо-гиперболического типов обусловлено тем, что, с одной сто-
роны, новые типы смешанных уравнений еще мало исследованы в теоретическом плане, с
другой стороны, они находят широкое применение в важных вопросах механики, физики и
техники.
На необходимость рассмотрения задач сопряжения, когда на одной части области зада-

но параболическое, на другой — гиперболическое уравнения, было указано в 1959 г. И.М.
Гельфандом [9]. Он приводит пример, связанный с движением газа в канале, окруженном
пористой средой: в канале движение газа описывается волновым уравнением, вне его —
уравнением диффузии.
Одной из первых работ, посвященных изучению краевых задач для параболо-гиперболи-

ческих уравнений, явилась работа Г.М. Стручиной [10]. Затем Я.С. Уфлянд [11] задачу о
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распространении электрических колебаний в составных линиях, когда на участке полубес-
конечной линии пренебрегается потерями, а остальная часть линии рассматривается как
кабель без утечки, свел к решению краевых задач для параболо-гиперболических уравне-
ний.
Некоторые задачи на сопряжения уравнений параболического и гиперболического типов

изучены в работах [12], [13].
О.А. Ладыженская и Л. Ступялис [14] в многомерном пространстве рассмотрели начально-

краевые задачи на сопряжения эллиптических, гиперболических и параболических уравне-
ний, которые возникают при изучении задачи о движении проводящей жидкости в элек-
тромагнитном поле.
Отметим также работу [15], где совместно-раздельные течения вязкоупругой и вязкой

жидкостей сводятся к изучению краевой задачи для параболо-гиперболического уравне-
ния, а также в работе [16] исследована задача Трикоми для параболо-гиперболического
уравнения в трехмерном пространстве.
Затем в 70-80 г. XX века начаты исследования по уравнениям третьего и высокого по-

рядков параболо-гиперболического типа. Краевые задачи для таких уравнений поставлены
и изучены впервые Т.Д. Джураевым [17] и его учениками [18]–[20].
Изучение многих задач газовой динамики, теории упругости, теории пластин и оболочек

приводит к рассмотрению дифференциальных уравнений в частных производных высоких
порядков. С точки зрения физических приложений представляют большой интерес и диф-
ференциальные уравнения четвертого порядка (см. [21]–[24]).
Некоторые краевые задачи для дифференциальных уравнений в частных производных

четвертого порядка исследованы в работах [25]–[34]. Отметим, что в указанных работах в
прямоугольной области решения поставленных задач построены в виде ряда Фурье.
В данной работе рассматривается новая корректная краевая задача для параболо-гипер-

болического уравнения четвертого порядка в нестандартной пятиугольной области с дву-
мя линиями изменения типа, в котором одна из трех рассматриваемых областей является
не характеристическим четырехугольником для гиперболического уравнения. Доказывает-
ся однозначная разрешимость поставленной задачи методом приведения к интегральному
уравнению Вольтерра второго рода.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для уравнения четвертого порядка параболо-гиперболического типа вида\biggl( 
a
\partial 

\partial x
+ b

\partial 

\partial y

\biggr) 2

(Lu) = 0, (1)

ставится краевая задача в пятиугольной области G плоскости xOy, где

G = G1 \cup G2 \cup G3 \cup J1 \cup J2;

Lu =

\Biggl\{ 
uxx  - uy, (x, y) \in D1;

uxx  - uyy, (x, y) \in Di, i = 2, 3;

G1 — прямоугольник с вершинами в точках A (0; 0), B (1; 0), B0 (1, 1), A0 (0, 1); G2 — тре-
угольник с вершинами в точках B, C (0,  - 1), D ( - 1, 0); G3 — прямоугольник с вершинами
в точках A, D, D0 ( - 1, 1), A0; J1 — открытый отрезок с вершинами в точках B, D; J2 —
открытый отрезок с вершинами в точках A, A0, а a, b \in R, \gamma = b/a , причем 1 < \gamma < +\infty .
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Задача. Найти функцию u (x, y), которая 1) непрерывна в G и в области G\setminus J1\setminus J2 име-

ет непрерывные производные, участвующие в уравнение (1), причем ux, uy, uxx, uxy, uyy
непрерывны в G вплоть до части границы области G, указанной в краевых условиях;

2) удовлетворяет уравнению (1) в области G\setminus J1\setminus J2;
3) удовлетворяет следующим краевым условиям:

u (1, y) = \varphi 1 (y) , 0 \leq y \leq 1, (2)

u ( - 1, y) = \varphi 2 (y) , 0 \leq y \leq 1, (3)

ux ( - 1, y) = \varphi 3 (y) , 0 \leq y \leq 1,

uxx ( - 1, y) = \varphi 4 (y) , 0 < y < 1, (4)

u| BC = \psi 1 (x) , 0 \leq x \leq 1, (5)

u| DF = \psi 2 (x) ,  - 1 \leq x \leq  - 1/2 , (6)

\partial u

\partial n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
BC

= \psi 3 (x) , 0 \leq x \leq 1, (7)

\partial u

\partial n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
DC

= \psi 4 (x) ,  - 1 \leq x \leq 0, (8)

\partial 2u

\partial n2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
BC

= \psi 5 (x) , 0 < x < 1, (9)

\partial 2u

\partial n2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
DC

= \psi 6 (x) ,  - 1 < x < 0; (10)

4) удовлетворяет условиям склеивания на линиях изменения типа

u (x, +0) = u (x,  - 0) = T (x) ,  - 1 \leq x \leq 1, (11)

uy (x, +0) = uy (x, - 0) = N (x) ,  - 1 \leq x \leq 1, (12)

uyy (x, +0) = uyy (x,  - 0) =M (x) , x \in ( - 1, 0) \cup (0, 1) , (13)

uyyy (x, +0) = uyyy (x,  - 0) = \Theta (x) , x \in ( - 1, 0) \cup (0, 1) ,

u (+0, y) = u ( - 0, y) = \tau 3 (y) , 0 \leq y \leq 1, (14)

ux (+0, y) = ux ( - 0, y) = \nu 3 (y) , 0 \leq y \leq 1,

uxx (+0, y) = uxx ( - 0, y) = \mu 3 (y) , 0 < y < 1, (15)

uxxx (+0, y) = uxxx ( - 0, y) = \theta 3 (y) , 0 < y < 1,

где введены обозначения

T (x) =

\Biggl\{ 
\tau 1 (x) , 0 \leq x \leq 1;

\tau 2 (x) ,  - 1 \leq x \leq 0,
N (x) =

\Biggl\{ 
\nu 1 (x) , 0 \leq x \leq 1;

\nu 2 (x) ,  - 1 \leq x \leq 0,

M (x) =

\Biggl\{ 
\mu 1 (x) , 0 < x < 1;

\mu 2 (x) ,  - 1 < x < 0,
\Theta (x) =

\Biggl\{ 
\theta 1 (x) , 0 < x < 1;

\theta 2 (x) ,  - 1 < x < 0,

а \varphi i

\bigl( 
i = 1, 4

\bigr) 
, \psi j

\bigl( 
j = 1, 6

\bigr) 
— заданные достаточно гладкие функции, \tau j , \nu j , \mu j , \theta j (j =

1, 3) — неизвестные пока достаточно гладкие функции, n — внутренняя нормаль к прямой

x+ y =  - 1 или x - y = 1,F ( - 1/2 , - 1/2).

Отметим, что в работах [18], [19] был рассмотрен ряд краевых задач для уравнений
четвертого порядка параболо-гиперболического типа с одной линией изменения типа, т. е.
отсутствует нехарактеристический четырехугольник для гиперболического уравнения. А
в работе [35] была исследована одна краевая задача для уравнения четвертого порядка
параболо-гиперболического типа, в случае a = 1, b = 0.
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Теорема. Если \varphi 1, \varphi 2 \in C4 [0, 1], \varphi 3 \in C3 [0, 1], \varphi 4 \in C2 [0, 1], \psi 1 \in C4 [0, 1], \psi 2 \in 
C4 [ - 1,  - 1/2 ], \psi 3 \in C3 [0, 1], \psi 4 \in C3 [ - 1, 0], \psi 5 \in C2 [0, 1], \psi 6 \in C2 [ - 1, 0], причем вы-

полняются условия согласования \varphi 1 (0) = \psi 1 (1),\varphi 2 (0) = \psi 2 ( - 1), \psi \prime 
4 (0) =  - \psi \prime 

3 (0), то
задача имеет единственное решение.

Доказательство проведем методом непосредственного построения решения. Для этого урав-
нение (1) перепишем в виде

u1xx  - u1y = \omega 11 (bx - ay) y + \omega 12 (bx - ay) , (x, y) \in G1, (16)

ujxx  - ujyy = \omega j1 (bx - ay) y + \omega j2 (bx - ay) , (x, y) \in Gj (j = 2, 3), (17)

где u (x, y) = uj (x, y) , (x, y) \in Gj

\bigl( 
j = 1, 3

\bigr) 
, причем \omega j1 (bx - ay), \omega j2 (bx - ay)

\bigl( 
j = 1, 3

\bigr) 
— неизвестные пока достаточно гладкие функции, подлежащие определению.
Исследование будем проводить сначала в области G2. Решение уравнения (17) (j = 2),

удовлетворяющее условиям (11), (12), представляется в виде

u2 (x, y) =
1

2
[T (x+ y) + T (x - y)] +

1

2

x+y\int 
x - y

N (t) dt - 

 - 1

2

y\int 
0

d\eta 

x+y - \eta \int 
x - y+\eta 

[\omega 21 (b\xi  - a\eta ) \eta + \omega 22 (b\xi  - a\eta )] d\xi . (18)

Подставляя (18) в условия (7) и (8), после упрощений имеем

\omega 21 ((b - a)x+ a) (x - 1) + \omega 22 ((b - a)x+ a) =  - 
\surd 
2\psi \prime 

3 (x) , 0 \leq x \leq 1, (19)

 - \omega 21 ((b+ a)x+ a) (x+ 1) + \omega 22 ((b+ a)x+ a) =
\surd 
2\psi \prime 

4 (x) ,  - 1 \leq x \leq 0. (20)

Из равенств (19), (20) следует \psi \prime 
4 (0) =  - \psi \prime 

3 (0).
Подставляя (18) в условия (9) и (10), после некоторых выкладок приходим к уравнениям

\omega \prime 
21 ((b - a)x+ a) (x - 1) + \omega \prime 

22 ((b - a)x+ a) =
1

b
\psi \prime 

5 (x) , 0 \leq x \leq 1, (21)

 - \omega \prime 
21 ((b+ a)x+ a) (x+ 1) + \omega \prime 

22 ((b+ a)x+ a) =
1

b
\psi \prime 

6 (x) ,  - 1 \leq x \leq 0. (22)

Решая системы (19), (21) и (20), (22), после некоторых преобразований получим

\omega 21 (bx - ay) y + \omega 22 (bx - ay) =  - 
\surd 
2\psi \prime 

3

\biggl( 
bx - ay  - a

b - a

\biggr) 
+

+
b

b - a
(x - y  - 1)

\biggl[ \surd 
2\psi \prime \prime 

3

\biggl( 
bx - ay  - a

b - a

\biggr) 
+
b - a

b
\psi \prime 

5

\biggl( 
bx - ay  - a

b - a

\biggr) \biggr] 
, a \leq bx - ay \leq b.

\omega 21 (bx - ay) y + \omega 22 (bx - ay) =
\surd 
2\psi \prime 

4

\biggl( 
bx - ay  - a

b+ a

\biggr) 
+

 - b

b+ a
(x+ y + 1)

\biggl[ 
b+ a

b
\psi \prime 

6

\biggl( 
bx - ay  - a

b+ a

\biggr) 
 - 
\surd 
2\psi \prime \prime 

4

\biggl( 
bx - ay  - a

b+ a

\biggr) \biggr] 
,  - b \leq bx - ay \leq a.

Подставляя (18) в (5) и (6), между неизвестными функциями T (x) и N (x) имеем следу-
ющие соотношения:

T \prime (x) +N (x) = \alpha 1 (x) ,  - 1 \leq x \leq 1, (23)

\tau \prime 2 (x) - \nu 2 (x) = \delta 1 (x) ,  - 1 \leq x \leq 0, (24)

где \alpha 1 (x), \delta 1 (x) — известные функции.
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При  - 1 \leq x \leq 0 уравнение (23) имеет вид

\tau \prime 2 (x) + \nu 2 (x) = \alpha 1 (x) ,  - 1 \leq x \leq 0. (25)

Из (24) и (25) находим

\tau \prime 2 (x) =
1

2
[\alpha 1 (x) + \delta 1 (x)] , \nu 2 (x) =

1

2
[\alpha 1 (x) - \delta 1 (x)] . (26)

Интегрируя первое из равенств (26) от  - 1 до x, находим

\tau 2 (x) =
1

2

x\int 
 - 1

[\alpha 1 (t) + \delta 1 (t)] dt+ \psi 2 ( - 1) .

Далее, при 0 \leq x \leq 1 из (23) имеем

\tau \prime 1 (x) + \nu 1 (x) = \alpha 1 (x) , 0 \leq x \leq 1. (27)

Переходя в уравнении (17) (j = 2) к пределу при y \rightarrow  - 0, в силу (11) и (13) между
неизвестными функциями \tau 1 (x) и \mu 1 (x) получим соотношение

\tau \prime \prime 1 (x) - \mu 1 (x) = \omega 22 (bx) , 0 \leq x \leq 1. (28)

Применяя оператор

\biggl( 
a
\partial 

\partial x
+ b

\partial 

\partial y

\biggr) 
к уравнению (17) (j = 2) и переходя в полученном

уравнении к пределу при y \rightarrow  - 0, между неизвестными функциями \tau 1 (x), \nu 1 (x), \mu 1 (x) и
\theta 1 (x) получим соотношение

a\tau \prime \prime \prime 1 (x) - a\mu \prime 1 (x) + b\nu \prime \prime 1 (x) - b\theta 1 (x) = b\omega 21 (bx) , 0 \leq x \leq 1. (29)

Далее, применяя оператор

\biggl( 
a
\partial 

\partial x
+ b

\partial 

\partial y

\biggr) 2

к уравнению (16), имеем

a2u1xxxx + 2abu1xxxy + b2u1xxyy  - a2u1xxy  - 2abu1xyy  - b2u1yyy = 0.

Переходя в последнем уравнении к пределу при y \rightarrow +0, между неизвестными функци-
ями \tau 1 (x), \nu 1 (x), \mu 1 (x) и \theta 1 (x) получим еще одно соотношение:

a2\tau 
(4)
1 (x) + 2ab\nu \prime \prime \prime 1 (x) + b2\mu \prime \prime 1 (x) - a2\nu \prime \prime 1 (x) - 2ab\mu \prime 1 (x) - b2\theta 1 (x) = 0. (30)

Исключая из (27)–(30) функции \nu 1 (x), \mu 1 (x) и \theta 1 (x), затем интегрируя полученное урав-
нение трижды от 0 до x, имеем

\tau \prime 1 (x) + \tau 1 (x) = \alpha 2 (x) + k1
x2

2
+ k2x+ k3, 0 \leq x \leq 1,

где \alpha 2 (x) — известная функция, а k1, k2 и k3 — неизвестные пока постоянные.
Решая последнее уравнение при условиях

\tau 1 (0) =
1

2

0\int 
 - 1

[\alpha 1 (t) + \delta 1 (t)] dt+ \psi 2 ( - 1) , \tau \prime 1 (0) =
1

2
[\alpha 1 (0) + \delta 1 (0)] ,

\tau 1 (1) = \psi 1 (1) , \tau \prime 1 (1) =
1

2
\psi \prime 

1 (1) - 
\surd 
2

2
\psi 3 (1) ,

находим

\tau 1 (x) =

x\int 
0

et - x\alpha 2 (t) dt+ k1

\biggl( 
x2

2
 - x+ 1 - e - x

\biggr) 
+ k2

\bigl( 
x - 1 + e - x

\bigr) 
+ k3

\bigl( 
1 - e - x

\bigr) 
+ k4e

 - x,
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где

k4 =
1

2

0\int 
 - 1

[\alpha 1 (t) + \delta 1 (t)] dt+ \psi 2 ( - 1) , k3 =
1

2
[\alpha 1 (0) + \delta 1 (0)] - \alpha 2 (0) + k4,

k1 =
2

e - 3

\left[  (e - 1)\psi 1 (1) - 
\psi \prime 

1 (1)

2
+

\surd 
2\psi 3 (1)

2
+ \alpha 2 (1) - k3 (e - 2) - k4  - 

1\int 
0

et\alpha 2 (t) dt

\right]  ,
k2 = \psi 1 (1) +

1

2

\Bigl[ 
\psi \prime 

1 (1) - 
\surd 
2\psi 3 (1)

\Bigr] 
 - \alpha 2 (1) - k3  - 

1

2
k1.

Тогда будут известными и функции \nu 1 (x), \mu 1 (x), u2 (x, y).
Переходя в уравнениях (17) (j = 2) и (j = 3) к пределу при y \rightarrow  - 0 и y \rightarrow +0 соответ-

ственно, с учетом условий (11), (13) получим

\omega 32 (bx) = \omega 22 (bx) ,  - 1 \leq x \leq 0. (31)

Далее, применяя оператор a
\partial 

\partial x
+ b

\partial 

\partial y
к уравнениям (17) (j = 2) и (j = 3) и переходя в

полученных уравнениях к пределу при y \rightarrow  - 0 и y \rightarrow +0 соответственно, имеем

\omega 31 (bx) = \omega 21 (bx) ,  - 1 \leq x \leq 0.

В последнем равенстве и в (31) производя замену bx на bx - ay и умножая \omega 31 (bx - ay) на
y, затем слагая \omega 31 (bx - ay) y и \omega 32 (bx - ay), имеем

\omega 31 (bx - ay) y + \omega 32 (bx - ay) = \omega 21 (bx - ay) y + \omega 22 (bx - ay) ,  - b \leq bx - ay \leq 0.

Переходим к рассмотрению задачи в области G3. Рассмотрим следующую вспомогатель-
ную задачу:

u3xx  - u3yy = \Omega 31 (bx - ay) y +\Omega 32 (bx - ay) , (x, y) \in G3,

u3 (x, 0) = T2 (x) , u3y (x, 0) = N2 (x) ,  - 2 \leq x \leq 1,

u3 ( - 1, y) = \varphi 2 (y) , u3x ( - 1, y) = \varphi 3 (y) ,

u3xx ( - 1, y) = \varphi 4 (y) , u3 (0, y) = \tau 3 (y) , 0 \leq y \leq 1.

Решение этой задачи, удовлетворяющее всем условиям, за исключением условий

u3x ( - 1, y) = \varphi 3(y), u3xx ( - 1, y) = \varphi 4(y),

будем искать в виде

u3 (x, y) = u31 (x, y) + u32 (x, y) + u33 (x, y) + u34 (x, y) , (32)

где u31 (x, y) — решение задачи

u31xx  - u31yy = 0,

u31 (x, 0) = T2 (x) , u31y (x, 0) = 0,  - 2 \leq x \leq 1,

u31 ( - 1, y) = \varphi 2 (y) , u31 (0, y) = \tau 3 (y) , 0 \leq y \leq 1,

(33)

u32 (x, y) - решение задачи

u32xx  - u32yy = 0,

u32 (x, 0) = 0, u32y (x, 0) = N2 (x) ,  - 2 \leq x \leq 1,

u32 ( - 1, y) = 0, u32 (0, y) = 0, 0 \leq y \leq 1,

(34)
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u33 (x, y) — решение задачи

u33xx  - u33yy = \Omega 31 (bx - ay) y,

u33 (x, 0) = 0, u33y (x, 0) = 0,  - 2 \leq x \leq 1,

u33 ( - 1, y) = 0, u33 (0, y) = 0, 0 \leq y \leq 1,

(35)

u34 (x, y) — решение задачи

u34xx  - u34yy = \Omega 32 (bx - ay) ,

u34 (x, 0) = 0, u34y (x, 0) = 0,  - 2 \leq x \leq 1,

u34 ( - 1, y) = 0, u34 (0, y) = 0, 0 \leq y \leq 1;

(36)

здесь функции T2 (x), N2 (x), \Omega 3j (bx - ay) (j = 1, 2) определяются следующим образом:
T2 (x) = \tau 2 (x), N2 (x) = \nu 2 (x) в промежутке  - 1 \leq x \leq 0, а вне этого интервала они
неизвестны; аналогично, \Omega 31 (bx - ay) = \omega 31 (bx - ay), \Omega 32 (bx - ay) = \omega 32 (bx - ay) в про-
межутке  - b \leq bx - ay \leq 0 , а вне этого промежутка они неизвестны.
Методом продолжения находим решения задач (33)–(36). Они имеют вид

u31 (x, y) =
1

2
[T2 (x+ y) + T2 (x - y)] , (37)

u32 (x, y) =
1

2

x+y\int 
x - y

N2 (t) dt, (38)

u33 (x, y) =  - 1

2

y\int 
0

\eta d\eta 

x+y - \eta \int 
x - y+\eta 

\Omega 31 (b\xi  - a\eta ) d\xi , (39)

u34 (x, y) =  - 1

2

y\int 
0

d\eta 

x+y - \eta \int 
x - y+\eta 

\Omega 32 (b\xi  - a\eta ) d\xi , (40)

где

T2 (x) =

\left\{     
2\varphi 2 ( - 1 - x) - \tau 2 ( - 2 - x) ,  - 2 \leq x \leq  - 1;

\tau 2 (x) ,  - 1 \leq x \leq 0;

2\tau 3 (x) - \tau 2 ( - x) , 0 \leq x \leq 1,

N2 (x) =

\left\{     
 - \nu 2 ( - 2 - x) ,  - 2 \leq x \leq  - 1;

\nu 2 (x) ,  - 1 \leq x \leq 0;

 - \nu 2 ( - x) , 0 \leq x \leq 1,

а функции \Omega 31 (bx - ay) и \Omega 32 (bx - ay) определяются следующим образом. Первые два
условия задачи (35) выполняются автоматически. Удовлетворяя третье условиe, из (39)
после некоторых преобразований приходим к соотношению

\Omega 31 (b ( - 1 - y)) =
2a2

\bigl( 
3b2  - a2

\bigr) 
b2(b+ a)2

\Omega 31 ( - b - ay) - 

 - 2a3 (b - a)

b2 (b+ a)
y\Omega \prime 

31 ( - b - ay) - 
\biggl( 
b - a

b+ a

\biggr) 2

\omega 31 (b (y  - 1)) . (41)
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Удовлетворяя четвертое условие, после некоторых выкладок находим

\Omega 31 (by) =
2a2

\bigl( 
3b2  - a2

\bigr) 
b2(b - a)2

\omega 31 ( - ay) - 
2a3 (b+ a)

b2 (b - a)
y\omega \prime 

31 ( - ay) - 
\biggl( 
b+ a

b - a

\biggr) 2

\omega 31 ( - by) .

Аналогично, для функции (40) первые два условия задачи (36) выполняются автомати-
чески. Удовлетворяя третьему условию, из (40) после некоторых выкладок имеем

\Omega 32 (b ( - 1 - y)) =
2a2

b (b+ a)
\Omega 32 ( - b - ay) - b - a

b+ a
\omega 32 (b (y  - 1)) . (42)

Далее, удовлетворяя четвертому условию задачи (36), из (40) после некоторых преобразо-
ваний находим

\Omega 32 (by) =
2a2

b (b - a)
\omega 32 ( - ay) - 

b+ a

b - a
\omega 32 ( - by) .

Подставляя (37)–(40) в (32), получим

u3 (x, y) =
1

2
[T2 (x+ y) + T2 (x - y)] +

1

2

x+y\int 
x - y

N2 (t) dt - 

 - 1

2

y\int 
0

\eta d\eta 

x+y - \eta \int 
x - y+\eta 

\Omega 31 (b\xi  - a\eta ) d\xi  - 1

2

y\int 
0

d\eta 

x+y - \eta \int 
x - y+\eta 

\Omega 32 (b\xi  - a\eta ) d\xi . (43)

Дифференцируя (43) по x и полагая в полученном уравнении x \rightarrow  - 1, после некоторых
вычислений приходим к соотношению

ab

(b+ a)2

y\int 
 - b

a
y

\Omega 31 ( - b - az) dz =  - a

b+ a
y\Omega 31 ( - b - ay) - a

b+ a
\Omega 32 ( - b - ay)+

+\tau \prime \prime 2 (y  - 1) - \varphi \prime \prime 
2 (y) + \nu \prime 2 (y  - 1) - \varphi \prime 

3 (y) - 
b

b+ a
\omega 32 (b (y  - 1)) . (44)

Переходя в уравнении

u3xx  - u3yy = \Omega 31 (bx - ay) y +\Omega 32 (bx - ay)

к пределу при x\rightarrow  - 1, в силу условий (3) и (4) имеем

\Omega 31 ( - b - ay) y +\Omega 32 ( - b - ay) = \varphi 4 (y) - \varphi \prime \prime 
2 (y) . (45)

Подставляя (45) в (44) и дифференцируя полученное уравнение, после некоторых преобра-
зований находим

\Omega 31 ( - b - ay) =
(b+ a)2

ab

\bigl[ 
\tau \prime \prime \prime 2 (y  - 1) + \nu \prime \prime 2 (y  - 1) - \varphi \prime \prime \prime 

2 (y) - \varphi \prime \prime 
3 (y)

\bigr] 
 - 

 - b+ a

b

\bigl[ 
\varphi 4 (y) - \varphi \prime \prime 

2 (y)
\bigr] 
 - b

a
\omega 31 (b (y  - 1)) - b+ a

b
\omega 32 (b (y  - 1)) . (46)

Подставляя (46) в (45), получим

\Omega 32 ( - b - ay) = \varphi 4 (y) - \varphi \prime \prime 
2 (y) - \Omega 31 ( - b - ay) y.

Тогда функции \Omega 32 (b ( - 1 - y)) и \Omega 31 (b ( - 1 - y)) определяются по формулам (42) и (41)
соответственно.
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Дифференцируя (43) по x и полагая в полученном уравнении x \rightarrow  - 0, после некоторых
вычислений получим первое соотношение между неизвестными функциями \tau 3 (y) и \nu 3 (y):

\nu 3 (y) = \tau \prime 3 (y) + \beta 1 (y) , 0 \leq y \leq 1, (47)

где \beta 1 (y) — известная функция.
Теперь проведем исследования в области G1. Переходя в уравнении (16) к пределу при

y \rightarrow +0, в силу условий (11) и (12) при 0 \leq x \leq 1 находим

\omega 12 (bx) = \tau \prime \prime 1 (x) - \nu 1 (x) ,

где

\omega 11 (bx - ay) =

\Biggl\{ 
\omega 11 (bx - ay) , 0 \leq bx - ay \leq b;

\omega 11 (bx - ay) ,  - b \leq bx - ay \leq 0,

\omega 12 (bx - ay) =

\Biggl\{ 
\omega 12 (bx - ay) , 0 \leq bx - ay \leq b;

\omega 12 (bx - ay) ,  - a \leq bx - ay \leq 0,

причем \omega 11 (0) = \omega 11 (0), \omega 12 (0) = \omega 12 (0).

Далее, применяя оператор a
\partial 

\partial x
+ b

\partial 

\partial y
к уравнению (16) и переходя в полученном урав-

нении к пределу при y \rightarrow +0, после некоторых преобразований и вычислений находим

\omega 11 (bx) = a\tau \prime \prime \prime 1 (x) + b\nu \prime \prime 1 (x) - a\nu \prime 1 (x) - b\mu 1 (x) .

Переходя в уравнениях (16) и (17) (j = 3) к пределу при x\rightarrow +0 и x\rightarrow  - 0 соответственно,
в силу условий (14) и (15) находим

\mu 3 (y) - \tau \prime 3 (y) = \omega 11 ( - ay) y + \omega 12 ( - ay) ,
\mu 3 (y) - \tau \prime \prime 3 (y) = \omega 31 ( - ay) y + \omega 32 ( - ay) .

Исключая из этих последних двух соотношений функцию \mu 3 (y), получим

\omega 11 ( - ay) y + \omega 12 ( - ay) =
\bigl[ 
\tau \prime \prime 3 (y) - \tau \prime 3 (y)

\bigr] 
+ \omega 31 ( - ay) y + \omega 32 ( - ay) . (48)

Применяя оператор a
\partial 

\partial x
+b

\partial 

\partial y
к уравнениям (16) и (17) (j = 3) и переходя в полученных

уравнениях к пределу при x\rightarrow +0 и x\rightarrow  - 0 соответственно, получим

a\theta 3 (y) - a\nu \prime \prime 3 (y) + b\mu \prime 3 (y) - b\tau \prime \prime \prime 3 (y) = b\omega 31 ( - ay) , (49)

a\theta 3 (y) - a\nu \prime 3 (y) + b\mu \prime 3 (y) - b\tau \prime \prime 3 (y) = b\omega 11 ( - ay) . (50)

Исключая из (49) и (50) функцию \theta 3 (y), приходим к соотношению

a
\bigl[ 
\nu \prime \prime 3 (y) - \nu \prime 3 (y)

\bigr] 
+ b

\bigl[ 
\tau \prime \prime \prime 3 (y) - \tau \prime \prime 3 (y)

\bigr] 
= b

\bigl[ 
\omega \prime 

31 ( - ay) - \omega \prime 
11 ( - ay)

\bigr] 
.

Интегрируя это соотношение от 0 до y, находим

\omega 11 ( - ay) =  - a
b

\bigl[ 
\nu \prime 3 (y) - \nu 3 (y)

\bigr] 
 - 

\bigl[ 
\tau \prime \prime 3 (y) - \tau \prime 3 (y)

\bigr] 
+ \gamma 3 (y) + \omega 11 (0) , (51)

где \gamma 3 (y) — известная функция. Подставляя (51) в (48), получим

\omega 12 ( - ay) =
a

b
y
\bigl[ 
\nu \prime 3 (y) - \nu 3 (y)

\bigr] 
+ (y + 1)

\bigl[ 
\tau \prime \prime 3 (y) - \tau \prime 3 (y)

\bigr] 
+ \gamma 4 (y)  - \omega 11 (0) y, (52)

где \gamma 4 (y) = \omega 31 ( - ay) y + \omega 32 ( - ay) - \gamma 3 (y) y. В (51) и (52) меняя аргумент  - ay на bx - ay,
имеем

\omega 11 (bx - ay) =  - a
b

\biggl[ 
\nu \prime 3

\biggl( 
y  - b

a
x

\biggr) 
 - \nu 3

\biggl( 
y  - b

a
x

\biggr) \biggr] 
 - 
\biggl[ 
\tau \prime \prime 3

\biggl( 
y  - b

a
x

\biggr) 
 - \tau \prime 3

\biggl( 
y  - b

a
x

\biggr) \biggr] 
+
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+\gamma 3

\biggl( 
y  - b

a
x

\biggr) 
+ \omega 11 (0) ,  - a \leq bx - ay \leq 0, (53)

\omega 12 (bx - ay) =
a

b

\biggl( 
y  - b

a
x

\biggr) \biggl[ 
\nu \prime 3

\biggl( 
y  - b

a
x

\biggr) 
 - \nu 3

\biggl( 
y  - b

a
x

\biggr) \biggr] 
+

+

\biggl( 
y  - b

a
x+ 1

\biggr) \biggl[ 
\tau \prime \prime 3

\biggl( 
y  - b

a
x

\biggr) 
 - \tau \prime 3

\biggl( 
y  - b

a
x

\biggr) \biggr] 
+

+\gamma 4

\biggl( 
y  - b

a
x

\biggr) 
 - \omega 11 (0)

\biggl( 
y  - b

a
x

\biggr) 
,  - a \leq bx - ay \leq 0. (54)

Далее, записываем решение уравнения (16), удовлетворяющее условиям (2), (11) при
0 \leq x \leq 1 и (14). В силу равенств (53), (54) оно представляется в виде

u1 (x, y) =

y\int 
0

\tau 3 (\eta )G\xi (x, y; 0, \eta ) d\eta  - 
y\int 

0

\varphi 1 (\eta )G\xi (x, y; 1, \eta ) d\eta +

+

1\int 
0

\tau 1 (\xi )G (x, y; \xi , 0) d\xi  - 
y\int 

0

\eta d\eta 

a
b
\eta \int 

0

\omega 11 (b\xi  - a\eta )G (x, y; \xi , \eta ) d\xi  - 

 - 
y\int 

0

d\eta 

a
b
\eta \int 

0

\omega 12 (b\xi  - a\eta )G (x, y; \xi , \eta ) d\xi  - 
y\int 

0

\eta d\eta 

1\int 
a
b
\eta 

\omega 11 (b\xi  - a\eta )G (x, y; \xi , \eta ) d\xi  - 

 - 
y\int 

0

d\eta 

1\int 
a
b
\eta 

\omega 12 (b\xi  - a\eta )G (x, y; \xi , \eta ) d\xi . (55)

Дифференцируя (55) по x и полагая x \rightarrow +0, в силу (47) после некоторых вычислений
получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода относительно \tau \prime 3 (y):

\tau \prime 3 (y) +

y\int 
0

K (y, \eta ) \tau \prime 3 (\eta ) d\eta = g (y) , 0 \leq y \leq 1, (56)

гдеK (y, \eta ), g (y) — известные функции, причемK (y, \eta ) имеет слабую особенность (порядка
1/2 ), g (y) — непрерывная функция, а G (x, y; \xi , \eta ) — функция Грина первой краевой
задачи для уравнения Фурье.
Решая уравнение (56), находим функцию \tau \prime 3 (y), тем самым и функции \tau 3 (y), \nu 3 (y),

\omega 11 (bx - ay), \omega 12 (bx - ay), T2 (x). Тогда будут известными и функции u3 (x, y) и u1 (x, y).
Итак, мы нашли решение поставленной задачи единственным образом.

\square 
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Boundary value problem for a fourth-order equation of parabolic-hyperbolic type with

multiple characteristics, whose slopes are greater than one

Abstract. In this paper, we set and study a boundary value problem for a fourth-order equation
of parabolic-hyperbolic type with multiple characteristics, the slope of the first-order operator of
which is greater than one, in a pentagonal domain. The unique solvability of the problem is proved
by the method of direct composition of the solution.
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