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ОБОБЩЕННЫЕ ГРУППОВЫЕ ТОЖДЕСТВА В КЛАССИЧЕСКИХ ГРУППАХ 

Введение 

Пусть й ) - тело, &Ь(Ил,й))- полная линейная группа над Zb . 
Выражение 

fKx1,...,^)=AixJ; A V . . A W ^ A , H H > 
где £. = ±1 и Aj,eGL(H, Sb) 9 назовем обобщенным групповым 
многочленом с коэффициентами из (НЛ^ЬЙ) » если из условий 
Ъ^Ч+1 R4=-&jH следует, что матрица Д, f - нецентра­
льная. Скажем, что тождество 4t(xt,...;X^)='( выполнено з подгруппе 
(j группы & Ц » Ь ^ , если ̂ (J/jv.vBfe)= 1 дяя любыхВ^е &. 

ТЕОРЕМА I. В группе GL(ft>$) , где $ - тело с бесконеч­
ным центром и Ь/> % 9 не вьшолнено никакое обобщенное групповое 
тождество. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть $ - тело с бесконечным центром и в группе 
&L(f, ab) выполнено некоторое обобщенное групповое тождество» 
Тогда тело §Ь коммутативно. 

Пусть Cb«1v..,fl/m+f,'6<|V..,'&Fl+1- ненулевые элементы кольцаR, . 
Ненулевое обобщенное полиномиальное тождество вида 

назовем обобщенным полугрупповым тождеством кольца R . 
ТЕОРЕМА 3. Пусть R - ассоциативное кольцо без делителей 

нуля и в R выполнено некоторое обобщенное полугрупповое тожде­
ство. Тогда кольцо R коммутативно. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть lt>/J , Si- тело с бесконечным центром Z 
и инволюцией * , причем, если # - инволюция первого рода (все 
элементы центра симметрические), то avm^i?) > 4- , и f- невыро­
жденная Т-Форма в пространстве ^ (т.е. £(oc,u)=£;f(^,X)* , 
где £ = 1 , если £ - эрмитова форма, и 6 = - 1 , если £ - косо-
эрмитова форма, и значение f(а,Л) имеет вид J3*+ £JJ , где 
j&^S! ) f индекс Витта ^(f) строго больше нуля. Тогда в унитар­
ной группе Щ №>£,£!) не выполнено никакое обобщенное групповое 
тождество с коэффициентами из (уЦи^Й) . 

Пусть S5- тело с инволюцией * . Матрицу A=(fl<w)€GL(*t,2J) 
назовем знакопеременной, если. £1 х^(Ц;х£ — 0 для любых 
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где A J € G L ( H , , $ ) , ^е{4,4> *> - * } • назовем обобщенным 
групповым многочленом с инволюцией, если из условий iu — i ^ и 
§. = - ^ 4 Н следует, что матрица Д ^ нецентральная, а из 
условий i x = ij + < и |х = ** |1 + 1 следует, что матрица Aj+j 
не является знакопеременной. 

ТЕОРША 5. Пусть cb - тело с бесконечным центром Z и ин­
волюцией * . Тогда в rpyime QLi^Si) при %>% не выполне­
но никакое обобщенное групповое тождество с инволюцией» 

Пусть Н ^ g)^ и Н =¥= S)*t . Будем говорить, что обобщенный 
групповой многочлен А^х^1 • ••А^х^*Д w+f H -нецентра­
лен, если из условий ij = j* H и£. = _ £ . ^ следует, что 
А>-м ̂  Н • Пусть р - бесконечное поле с тождественной инволю­
цией, мъ% и £ - невырожденная билинейная форма в пространст­
ве Р * • Положим K$={AeGL(it,P)| квадратичные формы \-f(x,x) 
иЯосА,Л) совпадают для некоторого А е Р } . 

ТЕОРША 6* Пусть Р - бесконечное поле, с^агР=^2 , И>^3 
и £ - невырожденная симметрическая форма, тогда: 

1) в ортогональной группе 0(п>&Р) не выполнено никакое 
Кл -нецентральное обобщенное групповое тождество с коэффициен­

тами из GL(fc,P) ; 
2) если УЦ$)>0 , то в ортогональной группе 0(П>,$>Р) 

выполнено некоторое обобщенное групповое тождество с коэффициен­
тами из GL(»bP) • 

ТЕОРША 7. Пусть Р - бесконечное поле, Н > 1 и f - невы­
рожденная знакопеременная билинейная форма. Тогда: 

1) в симпдектической группе £>р(Ы,£,]>) не выполнено ни­
какое Кг-нецентральное обобщенное групповое тождество с коэф­
фициентами из GL(2K>,P) ; 

2) в симпдектической группе £р(2*ц£,Р) выполнено некото­
рое обобщенное групповое тождество с коэффициентами из GL(H»t,P). 

Обобщенный групповой многочлен А ^ ^ . А ^ о с ^ А ^ - и 
назовем строгим, если из условия i^= W^ следует, что 
Ч^~Ч+* * *но» что если М ^ ^ и » » то строгое тождество явля­ется g -нецентральным. Из теорем 6 и 7 вытекает следующая 

ТЕОРША 8. Пусть Р - бесконечное поле. Тогда в группах 
0(fc, £, Р) , где и ^ З и charp Ф % , и в группах $(«,, £,Р), 
где ъ =>%№>% 9 не выполнено никакое строгое обобщенное груп­
повое тождество с коэффициентами из GL(H,P) • 
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§ I. Доказательство теоремы I 
Пусть 11 = ^ - кольцо (Их и,)-матриц над телом 2 иН> /(, 

Р - центр кольца "R • Тогда T t ^ E n ^ V $ где V - ft-мерное ве­
кторное пространство над телом $ и EttcLV - его кольцо эн­
доморфизмов, 

1.1. Если c13...?cwe"R, \ P , то существует одномерное под­
пространство L ^ V такое, что C^(L)^L для любого i , где 

Доказательство проведем индукцией по т . Пусть га=1 и 
&tlL) ̂  L для любого одномерного пространства L из V • 
Пусть Vi,V% - линейно независимые над 2 векторы из "V" . В си­
лу предположения, C1(v;) = ir1(i1 и c^V%) = %к% , где &р&ге. Я). 

Далее, C ^ + l ^ M i r ^ l ^ 
Тогда (i3= Л | = ^ , и поскольку для любого i r e V \ £ o } либо ве­
кторы vi9V линейно независимы, либо V^,tr линейно незави­
симы, то Gf(lOe vii для любого 1ГсУ . Отсюда (yci)(i1==Ct(1/"(i) = 
= Cj(ar)^ = irci|(i и (hfhi — djd/ для любого Лей) • Значит, 
d^Z и С|бР , что приводит к противоречию. Следовательно, 
fyCL)^ L для некоторого одномерного пространства L изУ • 

Пусть Gp-.^C^eftxP и m>1 .По индуктивному пред­
положению существуют VUV%GY такие, что с^тг^ф V\ $ и 
Gi(v%)$%& для любого i > 1 . Если vt5) = 1^2) » T0 прямая 
0^gj удовлетворяет условиям пункта I . I . Пусть t r ^ =£ V%%), 

т.е. векторы V\,V% линейно независимы над 3) • Предположим, 
что для любого АеР существует индекс i , i^i^vn, , для 
которого fyCuj+Ai^) e ('Ц+А'Ц'я,) 2) • Так как поле Р бесконеч­
но, то существует i , l ^ i ^ n t , и различные ненулевые элемен­
ты Ai, Аг,А3 поля Р , для которых С1{ц+\.щ)=(<щ+ \^щ)(1^ , 
где ^ j * * 3 , cLegJ . пусть ^ = ^ + A ^ V ^ . Тогда векторы 
•fy, ©а, линейно независимы над й) и е3 = б ^ + е ^ с ^ , 
4 e e f < W ^ > %=e1ot5-te%(i6 , где **еР \{оЬ f * I U 6 . 
В частности, е ^ з о б ^ е ^ з ^ - С е ^ ^ е ^ ^ ^ ^ е з ^ - ^ (€3) = 
=ci(e1)crf1+ci,(e^=e1ct1^14 е ^ * г . отсюда ((L-ci,) *-= о , 
((Ц-с^в^Ои <̂ = 4 = ^ = 4 • Тогда ci/(arf)==e1(iQt3+e^(l̂  = 
= U1<t3+eJlci4)d/=irfd и c^(u^) =пгг^ . Тем самым, 
С̂ СЦ)€̂ Й) и С|,(1£)6Ц}£) , что противоречит выбору векторов 
1Г(,1^ • Значит, существует элемент АеР такой, что 
Cv(Vt-t-/\ir̂ ) ^ (lTt+Avx)g) для любого i ? 1 ^ i ^ H t • Утверждение 
I . I . доказано. 

1.2. ЕслиС1,...,С>неК\Р , то усАЦ...уСм,Ц=Ф Q для 
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некоторого элемента Ч^И такого, что и^= 0 • 
Действительно, в силу I . I , существует одномерное подпрост­

ранство L такое, что ty(L) $ L для любых i , 1 ^ i ^ W . 
Пусть L^VjSb . Тогда fy(l^)^L и, поскольку тело % беско­
нечно, то существует (нИНяерное подпространство L1 простран­
ства Y , такое, что L ^ L1 и C^vrf^ L1 для любого i , 
1^v<W . Пусть V j v > ^ - 1 "" с5азис пространства ^ » V ^ Ь1 
Положим y(%)=*V\ и ^(1Г^)=0 для j « i < n • Тогда ^ К , и * = 0 
> b u * L i • Так как tyd^f L, t то ^ ( 1 5 ) ^ 1 5 ^ , гДе 
^ i € ^J , 4{,Й^0 • Следовательно, Y < ^ . . . y c w ^ ( 1 % ) = 

= 1гД.,.Жт=* О . Значит, Y*y . . . yc^yW* 
1.3. Пусть в Gii(H,#) выполнено обобщенное групповое тож­

дество AiX^Av.. А ^ э с ^ А ^ ^ 1 , где 4 s i > ^ к . тогда в 
(xL(K>#) выполнено тождество fyл fC^... Cntxfi,*Cmt1 = 4 , где 

C i€GL(H,a ) \P 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим ^=(-1)6<H^ , где tej^ И* . Тог­

да ~£«б4 ^ к .По определению обобщенного группового многочле­
на, если ^ = - 3 ^ , то A J + 1 £ P . Пусть {А*} -различ­
ные ненулевые элементы поля Р , где-]с^$^|<; и1={*| Д-^Р}# 
В силу пункта 1.2, существует элемент ие& такой, что и^=0 и 
#AJU f= О дая любых j e l . Положш ^ ( 4 - K t t ) x ( f t L t n , 
i w 1 « t « f c . Тогда A ^ ^ A ^ . - . A ^ X V A ^ e ' " ' 

= С < * V W ^ f * е ^ Н ^ Э Д А , { f - Ц , у ) , причем/Ы. = 
- О . Покажем, что CjeftVp для всех fc fej*to+1. 
Если j e l , Т 0 ^ С ^ = # А } ^ ° и W*e0 . Значит, С ^ Р . 
Если ^ 1 , то Aj^p и c/=A^(wA^4-А-5,)^) • Поскольку 
AjeP . т о б ^ - ^ и jw^A^-A-^ ^ 0 .Значит, 
'l+Z^^P и ( ^ = А ^ в ^ ^ ) ^ Р . Утвервдение 1.3 доказано. 

1.4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ I. Пусть в группе GL(^Si) вы­
полнено обобщенное гругшовое тождествокрфЬ#..ктоф*х$т А 4=4. 
Тогда, в силу пункта 1.3, в (хЦ^Й)) выполнено тождество 
C1oncv..cmX " Х ^ Н и <^е# \Р для Bcexj, 1*^*и*И. 
В силу пункта 1.2, существует элемент и такой, что ^ = 0 и 
У Э Д - ' У ^ ! ^ 0 • Положим £=-4+А^ , где А^Р . тогда 

0=c,(U^,.ow(^A^)4^r1=^4?1t...tAV • (1) 

При этом %M-wfr*"'*^yty-W»*i}¥* 0 . и» значит, 
Jwr^ 0 • С другой стороны, из равенства (I) следует, что 
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%=%~ ... =bJW|'e Ot поскольку поле Р бесконечно. Полученное 
противоречие завершает доказательство теоремы I. 

§ 2. Доказательство теорем 2 и 3 
Начнем с доказательства теоремы 2. Пусть С - центр тела §Ь , 

ii(^r..,^fc)=a1x|f1ar..^a^ft^ ==1 -тождество, выполненное 
в группе GL(1>8() . Пусть У-#2)-*й - вяожение тела $ в коль­
цо It . Скажем, что тождество /ft(0D1v.̂ x̂ )=>f выполнено в кольце 
Я , если 1Ч<Ц)вц1 ¥%)•••*{£Ща^) = 1 дня любых обратимых 
элементов bv... > i ^ кольца R • 

2Л. Если тождество \l(0Ci9..vX^)=i выполнено в теле ]£ , 
2JeK^ $ и кольцо /5 порождается множеством t U P , где Р -
центр кольца £ , то тождество ̂ (ap1v..,̂ ) = 1 выполнено в кольце 
S. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что тождество̂ (xtr..̂ aĉ )=i не 
выполняется в кольце £ , т.е. ̂ К̂ ,...,̂ *) =¥= 1 для некоторых обра­
тимых элементов ̂ v>fyt кольца £. По условию,^=£ AJJ d; ? 

г д е ^ . ^ ^ е К tA^eP , 1«i«* , 1 ^ * w ~ .Тогда 
k V ^ | ) - f - f ( ^ v » , A***) • гавЛ**>"'г&Ьн>~ ̂ мвнт 
тела частных K(x11,...,X^m) кольца многочленов К&ft>«-> #*mJ 
над телом К . По определению классического кольца частных полу­
чаем, 4To^(x11,...,x^)==^(x^,...,x^)^(aprtv..,acfcwrf» mef<,t% 

элементы кольца KO^v-j^fon/] • Так как£( A*vj h^) ^ 0 • то 
многочлен. J}- ненулевой. Далее t S лиЛ; = fo(#tt) - также не­
нулевые элементы кольца K[oc11v.., x ^ ] t ибо fy(\u)=A>i^ 0 . 
Положим ̂ р=^(х^)4(Ли)^(Хц)... £*l*ij,) • Тогда $(Хц ) -
ненулевой элемент кольца K£#ii>-'*>xfcmJ • Так как поле С беско­
нечно, то ft(<*u)=£0 для некоторых Ы^е С • Положим С̂  = 
-*22 об. • сЦ • Тогда С| - ненулевые элементы тела Л и 
^ W ^ C O - l - f i W H ^ ^ ^ ) " 1 * 0 , т.е. тождество 
4цх<5-..?^) = ̂  не выполнено в теле К t что противоречит усло­
вию. 

2.2. Существует тело К , содержащее тело 2) , в котором не 
выполнено тождество fo(X1v.., лк) = 1 •. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В работе [б] (лемма 15) доказано, что для 
любого тела Sb и натурального числа иг существует тело К та­
кое, что # е К и L c K , где L- тело размерности т^ над 
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своим центром Р , С - Р f # Л L = Р , тела й> и L переста­
новочны и кольцо К пороадается множеством §&[)\а • Пусть ftt>f 
и Р- максимальное подполе в теле L . Тогда L®p F ~ Р^ и $ = 
-а|(ФрР э JJ^ . Отождествляя элементы из тела й) с соответству­
ющими скалярными матрицами в кольце 3 ^ f получим, ч т о ^ С ^ ^ с 
с £ .По теореме I, тоадество ^(xf,..vx^) = 1 не выполнено в 
кольце 0jm , а значит, и в кольце £ • Но $яКя £ и кольцо 
jSf порождается }Ги Р^ , где Д - центр кольца £ , следова­

тельно, в силу пункта 2.1, тоадество k(&f,...;#fc) = 1 не выпол­
нено в теле JC • 

Пусть Х={Л0...,ос^э.#.}^ С<Х> - свободная С-алгебра над 
X иЯ=Й)<Х>=#* сС<Х> - свободное произведение алгебр g) 

и С<Х> над С • Следуя книге [4], кольцо L вместе с гомомор­
физмом u-*-L назовем ]?-кольцом, а К-телом будем называть 
R-кольцо К 9 являющееся телом и такое, что £ - наименьшее те­

ло, содержащее образ кольца R • Специализацией из Jt-тела в 
В -тело L называется гомоморфизм R -колец f : K0~+~ L некото­

рого R-подкольца Х« тела К в тело L такой, что любой алемент 
из Ко , не лежащий в ядре forf , обратим в подкольце К0 . В 
[4] (§ 7,6) показано, что для кольца *R=#<X> существует униве­
рсальное тело частных Л<Х> • Это означает, что имеется вложе­
ние i: #<Х> —>-й)<Х> и для любого гомоморфизма у.ЗКХ>-+-Я)и 
где ^1 - некоторое тело, существует специализация f тела 
gJ<X> в тело %i , для которой £* i = <р . Элементы тела 
^<Х> называются обобщенными рациональными функциями над те­
лом g) . 

2.3. Элемент Я<х1,...,х^И=а1ос|1..,^ас|и'а/н+<-f являет­
ся ненулевым элементом тела Й < Х > • 

Д0КАЗАТЕ1БСТВ0. В силу пункта 2.2, существует тело g)f , со­
держащее Я) -f в котором тоадество4t(xt,...,#£) = < не выполнено, 
т.е. существует гшоморфизм <Р'ЙКХ>—*~#* t ДО* которого отоб­
ражение <р товдественно на 2), Щх{) =^ 0 и 1i(9(*f)>...>9(^t))-f^ 
=£ 0 • В силу определения универсального #Й^Х>-тела, сущестзу-
ет специализация^:К0~*~% . г д е ^ Х ^ К ^ Й)<Х> * £ совпа­
дает с <р на кольце Я К Х > • Так как ̂ <а^)=#^)=^0, то, по 
определению специализации, получаем, что %~А е (f9 , и 
fKX!,...,«s)-f-»f«f ... <ЦЛ*£ а л н - 1 е К0 . Тогда 
fcH(xtv«.>xkH)=fc(<P(X<),...,ip(acfc))-1 ^ 0 , ж значит, 
tvl*i>..«>*fr)-4 - ненулевой элемент тела # < Х > . 

2.4, Тело 3) конечномерно над своим центром С • 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что ($ '• С) = <*> • Тогда для 
любого элемента а е $ < Х > существует гомоморфизм ф:$<Х> —**-
—»- gj и соответствующая ему специализацияf :K0~*^S) *ела 
о5<Х> в тело 2) , для которой $ « К 0 (см, [б], теорема 3). 
Иными словами, любая обобщенная рациональная функция над телом 
$ , бесконечномерным над своим центром, определена для некото­
рых значений из тела gj . Далее, в силу пункта 2.3fh(Xi9.,.yXfcyi ~ 
ненулевой элемент тела ̂ < Х > , и значит, 0> = 
={(^(0С1г..5%)И)Х1ЗСг.,д^€2кХ> Следовательно, существует специализа­
ция £ : К 0 — ^ t Дня которой £ © К 0 • Тогда $(щ)=±.0 и 
£̂(Я|)>•••>f(0Cfr))-1 =£ 0 • Получили противоречив с тем, что тож­
дество жЯ,,...,ЗД)—{ выполнено в теле Sb • Значит,(#: £)< оо . 

2.5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Мы показали, что (g): С)< <» • 
Пусть F - максимальное подполе тела й) и(Й: Р ) = W . Предполо­
жим, что Ж/>1 • Тоэда £==S)$CF = F^ , и по теореме I в ко­
льце )ь не выполнено тождество <к(х„...,Х£)=И . Далее, g)s jSf , 
кольцо £ порождается множеством S)U]? , где Р - центр кольца 

£ и по пункту 2.1 тождество it(x1v..,Xfr)=1 не выполнено в теле 
Й) • Полученное противоречие показывает, что т=4 9 Sb = F , и 
значит, тело 2)- коммутативно. Теорема 2 доказана. 

2.6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3. Пусть в кольце R выполнено 
тоадество а, Хца^... 0 ^ X ^ ^ + f - «t x ^ . . . 4» х ^ * ^ -=0 . 
Так как R,- кольцо без делителей нуля с обобщенным полиномиаль­
ным тождеством, то И - PI-кольцо ([i], теорема 8). Следователь­
но, Ц обладает классическим телом частных g) ( [8], теорема 
1.3.4). Тогда в теле 2) выполнено то же самое обобщенное полино­
миальное тождество О̂ асцСЦ... О ш ^ Я ^ Г ^ ^ - Л ^ * ^ = 0 
([i], теорема 5), и, значит, в $ выполнено обобщенное групповое 
тождество (a1xii...Xi^dm+1f41Xji...x^rtM = 1 . По теореме 2, 
тело й) коммутативно, и, следовательно, подкольцо R также комму­
тативно. Теорема 3 доказана. 

§ 3. Доказательство теоремы 4 
3.1. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть у\,ъ% , 3)- тело с бесконечным цент­

ром Z и инволюцией * , причем, если * - инволюция первого ро­
да, то dim^ f&>*f , £ - невыровденная Т-форма и !£(£)> О 
Тогда, если А^—? А ^ - нецентральные элементы из &L(lt>^) , то 
существует элемент ее^)*1 , для которого f(e>e)=0 и Hbhv&)=h 
=£ 0 для воех v, 1 « i « И*. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По условию £ - Т-форма, т.е. f(x,^ = 
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= ££(<и я ) * > гДе £ = < • если форма f эрмитова, и £ = -1 , 
если форма £ косоэрмитова, и для любого fl/eiS^ значение f (а, ft J 
имеет вид /*+8j3 , где }&3} . Положим МЦле2)(#*=- £а}. 

3.1.1. Покажем, что централизатор множества М в SI сов­
падает с Z . Действительно, если S = M f то M=& , где 

£ - множество симметрических элементов тела Й) , и подкольцо, 
порожденное множеством $ , совпадает с Й ( [з ] , с.72). Пусть 
1 = ^ , т.е. М—К t гДе 1С"" множество кососимметрических элеме­
нтов тела # . Если (Umz^)>£f , то (см. [8] , лемма 2.I.I0) под­
кольцо, порожденное множеством К , совпадает с 3) . Наконец, если 
8 =̂ =-1 и riitv^ 3) ̂  4 , то cfwtr 2) 4s- И , * - инволюция второго 
рода (т.е.инволюция на центре не является тождественной) и (см. 
[8], лемма 6.3.1) централизатор множества К совпадает с Z. 

3.1.2. Пусть o ^ j e g ио*£= tfi ffit= Vac для всех 
1/еМ р Покажем, 4T0afc=^€Z . Действительно, 

(<tf-j3)t + t<* -J» = 0. (2) 

Пусть (Жат $=£2, , dimz Si > 4- • Тогда из [в] (теоремы б.З.З и 
6.3.4) следует, ч т о о £ - / = 0 и ыХ = tot . В силу пункта 3. I . I , 
d = ^ e Z . Пусть cftar <g)=£2> и <ivwz<^4 . Тогда, по усло­
вию, # - инволюция второго рода. Значит, подпространство над2 
в й) , порожденное подмножеством М , совпадает с 3) . Из равенст­
ва (2) вытекает, что U°*-J3) = 0 и oC-f> = Q . Следовательно, 
ott == "tec . в силу пункта 3.1.1, tf = ^ e Z . Пусть, наконец, 
cH(W^ = 2 . Тогда, если 1/еМ , то t*e М и Ы ^ = Т ^ . 
С другой стороны, a^t^=(^t;t = t ^ t = t*<*' . Значит, t^U-j3)=0 
и <*=^ . Следовательно,<*t = t<^ и, по пункту 3.1.1,c*=j8e Z. 

3.1.3. Пусть ol,f&3) Hct^^njS дяя любого reg) 0 По­
кажем, что o6=xjs = 0 • Действительно, полагая r = t e К , полу­
чаем, ЧТО-attract = tji • С ДРУГОЙ СТОРОНЫ, При f = 1 , ПОЛу-
чаем, чтооб=^ . Значит,-<rft = tot, Rott=t(-4) • В силу пункта 
3.1.2, c/eZ • Тогда 0=-4Г*+1^5 = (Г-Г*)ы . Значит, 
ос=0 , поскольку, по условию, инволюция в 3) нетождественна и 
V-r*=f 0 для некоторого V^Sb . 

3.1.4. Пусть %(М)Ч) - некоторая полуторалинейная форма на 
ffl и для любого ееЙ** из условия £(е,е)=0 следует, что 
л(е,е) = 0 • Тогда существует элемент AeZ такой, что 

Случай I: K,=!t . По условию, ?£(Я>0 . Значит, матрица 
F формы £ имеет вид Р = ( j; * 1 в некотором базисе 4i} Z% , 

где 8 = - 1 . Пусть &=(9чр - матрица формы £ в базисе е ^ , ^ ' 
юз 



Тогда y V H l I oc^^fux^ даяе^^е^^е^ . По условию, 
^ Л ) = 0 » *=МД • Значит, ^ = л «О • Положим е = 

= -e1+tea , где t eM . Тогда J (e^ )= t*+s t= 0 • Следовательно, 
0=£ie ,e)= 6 | ^ Ц | = - е с ^ + Ц , и e % t = i c a f • Аналогично, 
t & % = Ct1t . В силу пункта 3.1.2, &u, t=fy t-6jep • Тогда 
^ = ( е А о ) и Щх>4)~ №*>Ч) . Тем самым рассмотрение 
первого случая, когда Н=Л , в пункте 3.1.4 завершено. 

Случай 2: п>% .По условию, Щ$)> о • Значит, матрица 
Р формы f имеет вид 

/ 0 1 0 
Р - £ 0« s 

\ 0 *'-ын 
в некотором базисе б^е^,...,^ . Пусть & - матрица формы а в 
базисе {1V.,,^ . Поскольку для И = 1 утверждение 3.1.4 доказано, 
то 

0 X л = , ЕА О 

&а 
* 1 (з) 

* * 

где XeZ . Пусть L - подпространство в % , натянутое на 
векторы е3,..., е^ ,и элемент а е Ь такой, 4Tof(a,0')=<3(v=?fc0 . 
Тогда у==£*+£д , ибо £ - Т-Форма. Положиме = ^ ( t - ^ J u t 
+ a , где t^lVI • ТоадаЛ^СН^-^в+^-^+^Са ,*)— 0, 
поскольку t& + t*=0, Ае^а)=&а,е^) = 0 ДЛЯФ=1Д и£(а,#)« 
= j**+8j& . Тогда, по условию, 

Покажем, что ^[(^,a)=^(a,e^) = 0 для i=4,% • Поскольку 
\ - произвольный элемент из М и О ^ М , то из равенства (4) 
получаем, 4Tofy(e^)-£(J(a,e$)t == 0 • Аналогично, для&=4я^ 
где Л - произвольный элемент тела *9 , получаем, что tu(e^i) s= 
« e ^ e ^ t и1^сег,а)Л=Л*б^(а,ег)^ , ибо £(<x^j-ш>-
луторалинейная форма. Согласно пункту 3.1.3,t^(e^ft)=8a((be^)== 
= 0 . Значит, ^ ( e v a ) = ^(a,eft) = 0 . Аналогично,0Ц,й)= 
= a(ft,fy) = 0 . Следовательно, равенство (4) принимает вид 0 ~ 
=-XUB+j3*)+ a(&>fc) = - ХНа;а)+«а,а) для любогоаеЬ 
такого, что J4a,a) =£0 • Но, если £(<*,&) = 0 , то, по условию, 
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g,(a,cw = 0 . Значит, 

для любого aeL . Если Z^i^n , To^fyfybAfte^fyKta* • 
Покажем, что а(е^,^) = 0 для 3 ^ 1 / ^ ^ п . Пусть £ = е ^ ( i e p 
cUe, S*i*J** . тогда HW^i^zp+foie^tpi* и * 

Из равенства (5) вытекает, что (к(е;^+Д(е^е^Я*= О 
пункту 3.1.3, £(«b«f)«0 . Итак, &г=&3=0 и &4=А ( * 3 

а равенство (3) принимает видС}-— 
fox 
б А 
О hotn 

льно, %(*,Ц)= ki(XyU) , и утверждение 3.1.4 доказано. 
Положим $((х>у)= ftxAtj^) * где ̂ ^ W . 
3.1.5. Доказательство предложения 3.1 проведем индукцией по 

И* . Пусть ю = Н и F- матрица формы £ в каноническом базисе. 
Тогда A-tP1 — матрица формы fa(%,4) в каноническом базисе и 
А1Р =̂= АР при A ^ Z , так как матрица А1 нецентральная. Зна­
чит, ^(x,u)=f кЦос,Ч) , и, согласно пункту 3.1.4, существу­
ет вектор ее а)1* t для которого £(е,е)=0 и af(e,C) = 
= F(fyA,fy)=#0 . Тем самым для ж = 1 предложение доказано. 
Пусть предложение 3.1 справедливо для £ = № - 1 и векторы 
eve%e$H таковы, что#(е^е^)=о при j=^,fc и<^<е„е,)^0 
при 1*i*m-i и %т(.г%,Сь)Ф0 • положимр=*{Ав2| А=А*} . 
По условию поле Z , а значит и поле Р , бесконечно. Предположим, 
что ftefl6,)-»*#:0 . Положим e^tof'е г 9 где teK \ { о \ , 
если £- эрмитова форма, и t = 1 , если £- коэрмитова форма. 
Пусть е==е^Ае 3 , где А в Р . Тогда fte^e, )=4*"fftt^ef )= t 
^f(^>^)*f(^e3)=t+t',e= 0 » если £ ~ эрмитова форма, и 
-K^e^tfC^eOe: 1-1=0 » если f - косоэрмитова форма. Зна­
чит, НЬ*)-к[Нъ,Ь)+Кь,с$)1 = 0 • ̂ е е » М ^ е з ) в 

- ^ ^ ( M ^ V 1 ) * * 0 , ибо £нДе^еп*= 0 . Пусть те­
перь fcet,ef)=0 • положим е3 = ег и e==€f+Aej , где А в Р . 
Тогда £(е,е)= 0 , ибо £ - рефлексивная форма, и £(ef,ef)= Л ^ ^ ) = в * ( Ч ^ ) - 0 . Далее fatt%>h)~fm<h>4) т^О- Итак, в обоих слу­
чаях f(e f+A^V-AeJ=*o для всех А е Р , ̂ ( ^ < а ) =*=() и 
#v̂ ei>ei) =^0 я71* М 8 Х Ь 4***lt*-f • Покажем, что существует 
элемент А б Р такой, что &(^+Аез,е<*Ае3)=£0 Для всех 
i, 1<i<m . действительно, V*>—& l e«+* e*» е*+ *e*} e 
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-%^e^^i^vhh^b^l^^b{^^ • Тогда *Ч(Ъ-нену~ 
левой многочлен от А для любого i , j^i^ m , ибо {Ы^С^^О 
при i^m-i H^(e v e^)^0. положим u(A)-^(A)^(A)...'km(A). 
Тогда iv(A) - ненулевой многочлен от А с коэффициентами из Sb , 
и, поскольку | р | = о о , то существует элемент ДеР , для кото­
рого 1кА)=^0 • поэтому \ ( А ) =£ 0 и ^Ц+Авз^^+Аез)^ О 
для всех i , ^ui^m . Значит, если е = ̂ + Ае5 , то £(е,е) = 0 
и f(^A^,e)=^0 , 1ДО 4^t *Ht . Тем самым предложение 3.1 до­
казано. 

3.2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4. Пусть в группе tt(H,ft#) вы­
полнено тождество А<ф.,flcJUАм+<=J(V-'**b М jH« j«m+1, А^ -
нецентральная матрица} . По предложению 3.1, существует вектор 
ее^ 1 * такой, что;Ке>е)=0 и£(£А<>е)=£ О для всех}&М • За­
дадим отображение В • #*—^й)*1, полагая BOW^f Ои>е) гъ ,где 
Y=-Y*Gg)\{b] , если f- эрмитова форма, и у*=\ , если $ -
косоэрмитова форма. Тогда B($)=0,B^=0, В=£0 n1<fXBeU^(^^)) 
для любого АеР , raeP=|AeZ| А==А*} (т.е. 1+АВ -унитарный 
сдвиг вдоль гиперплоскости •е1 ). Положим0fy=(1-A.+B)0C(1+A+Bb 
где l^t^'fc 9 A-h » А«4 - набор из JJ& различных ненулевых 
элементов поля Р . Тогда £(ap...,#fc)=Cfx

6ic^.(.C^a6mCw.H 

и С ^ ( / ( + А 6 . н В ) А ^ ( Н . ^ В ) , г д е б ^ = Н } 8 * ^ и 
А5о= А$ = 0 • Покажем, что C ;^Z для любого^ , 1^*<т+! 
Действительно, если }&Ц и C^eZ • To(f+(A6. -A„5.)B)Aj== 
= <*ЕК, , где cC«Z , и 0 = <*£(е, е) = 

=f(e(1t(A r̂A.5̂ )B)Aj,e)=fcA},€), ** eB«B(ej-0 . но«еА^е)*0 
при jeM • Значит, C;^Z при j e M . Пусть }фМ • Тогда 

Ajj - центральная матрица. В силу определения обобщенного тозде-
ства 4>; 1 ̂  Ч и /Ц—А$. -А-6- =£ 0 . В этом случае (\ = 
= АЛ1+^В) £ Z f и £ Aj«Z, ^ Ф 0 и B*= 0 • 
Итак, в группе 4{ь,$,$}) выполнено обобщенное групповое тождес­
тво С ^ C^...Cmxem Cm+i и ^е Cj, нецентральны, Ufent+i. 
По предложению 3.2, существет вектор e^eg)** такой, что 
f(«iC$,e<) ^ 0 да всех j , 1«j^ ти и f(^,e4)=0 • тогда 
унитарный сдвиг 1i(K)=U+Af(U,e!f)^e1 » где г - некоторый ненуле­
вой элемент из $} , принадлежит группе K(^,^g)) для любого 

АеР . Тогда С Д Ч . . Cmfc8* С т + 1 = 4, 

О ^ К е ^ ^ Ц С ^ . С ^ ( 6 ) 
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и %Г("~1)&1+'''**™№ic^v--fWmiA)v =f=° • G ттоШ сторо~ 
ны, из равенства (6) следует, что $ ь ~ ^ — " - = = ^ = = 0 t так как по­
ле Р - бесконечно (см. [7]). Полученное противоречие показывает, 
что в группе U(H;^S5) не выполнено никакое обобщенное группо­
вое тождество с коэффициентами из &Ь(И>#) . Тем самым теорема 
4 доказана. 

§ 4. Доказательство теоремы 5 
4.1. ПРВДОЖЕНИЕ. Пусть $ - тело с бесконечным центром Z , 

Н > 1 , Gr~ подгруппа группы GrL(fc,S)) , Д - нецентральная мат­
рица из (тЬ(*ЬЙ)) , L - гиперплоскость в ^ (T.e.rfi^L^H-f) 
и е - ненулевой вектор из ̂ 5 , причем e\iAflT^eL дая любого 
1l,eGr . Тогда в группе Gr выполнено некоторое обобщенное 

групповое тождество. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть e0e^,...,ertef - базис пространства L и 

е г , , е ^ - базис пространства $j* . Положим е^Т = -е и-е/Г==0 
при 1^1<К-1 • Тогда imT=iOe, farT = L й» значит, 
TtiAtrT = 0 f для любого Ы & . Пусть A e Z , А=£0, -1. 
Тогда 1 + A T ~ нецентральный элемент группы & Ь ( Н ? ^ ) и 
CA=ivA" V(1t А Ш Й Ы Т ) = 1+Acfc/T V " l W + Г) • ^сть 

c^j3- различные элементы и з Р , об=£0,-1 » £=£-0,-1 • Тогда 
О* Cjs = Cfi Си , С̂  CgC^C*^ = 1 и в группе G выполнено тожде­

ство ^ 

^(x)=xA"V\itc6Tj^A^\^tfltTjvxA"x"f(ftj37)ooA"VfA 
tli+flM+JTfxKWi ЫТГЧА of'( 11 jflr 1ОС A" Vf(f+j*r j" W А аг', 
т . е . u(1fr)=1 для всех foe g. . Покажем, что коэффициенты 
(1+осТ)*1, ( f+jtf1)*, A*', (UjT) ( ^ с Л У f - нецентраль-
ные элементы группы GrL(H^SO) . Матрица А ~ нецентральная по ус­
ловию, 1 + обТ » 1 + ^ Т нецентральны, ибо oi=f=0 и J J ^ O . 
Предположим, что матрица Cltj&T)( 1+обТГ* - нецентральная. Тогда 
(1+/Пц1**Т) A . raeAeZ •«|-^(^ТЬ€ !(ЫГ)А-^А-Ае| 
и А = 1 • Следовательно, 1t^T=1+^T и J> = <JC . Но ^ с * . 
Значит, матрица (1+J&T)(1WFrf также нецентральная и 0,(00} - обо­
бщенное групповое тождество. Предложение 4.1 доказано. 

4.2. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть Р ~ бесконечное поле, И ^ £ и f -
невырожденная билинейная форма в пространстве размерности и над 
полем Р . Тогда К* содержит нецентральную матрицу. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Р- матрица формы f в единичном бази-
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се 
О X 

причем А подберем так, чтобы 
О 

Р^(У1ДИ^.Р) и \ф0 • Положим А = F1 • F"1 . Так как матрицы F 
и F4 задают одну и ту же квадратичную форму, ToftxA>*W(a&,x) 

'Я А 

- А О 

А,̂ А 

и АеК- . лхзли А - центральная матрица, TO<^F=F+(" 

где oteP, «С=М и F=(^Hj" г—г—I , что противоречит невырож-
\ О I 0 / 

денности формы f • Значит, матрица А - нецентральная. Предложе­
ние 4.2 доказано. 

4.3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРИШ 5/Пусть в группе GrL(fc,#) вы­
полнено обобщенное групповое тождество с инволюцией 

Л п - ^ A w + 1 = (?) 

где Wii^it . Положим: 

P = {<*eZ| <* = * * } ; 

Положим ^ = i j , при|.=1,--х- и 4^=-i^ при § = - { , # . 
Пусть оЦ- различные ненулевые элементы поля %),-k&i^j( . 
Положим в равенстве (7)flbj»H-ikA^*('ftAeltft№) ' где 
Дер , 1«t«fe • ТВДдаВ1сА)*81...я5»В,£м<А)=И. 

4.3.1. Покажем, что найдется элемент А 0 е Р такой, что мат­
рицы В*. С А0) нецентральны при всех j e ^ [) [^ и матрицы В*,(Ав) 
незнакопеременные при всех jeLjULi,. • Действительно, пусть^еЬ^ 
Тогда BjlA)-( U А * ^ « n ) A j (1-А<*_^е1я, ) • Предположим, 
что B(A 1),B(A t)eZ . гдеА„А лбР . Тогда 

Если4; и=-б; , то из (8) следует, что A ^ e Z . С другой сторо­
ны, ii_ 1=-^ и j-eL^ влечет, что i^t-j.., Hg^_4=-|j,. В си-
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лу определения обобщенного группового товдества, Д ^ Z • Зна­
ч и т , ^ =£ - *>. и fo=<i6. -^-s, =£ 0 • Тогда из включения (8) сле­
дует,'что 1 + ( A r ^ ) j ^ и» значит, А-,= \% • Таким обра­
зом, при '^\л\ включениеBi(A)eZ имеет место не более, чем 
для одного А=А*е]> . Пусть £ е Ц . Тогда В^(А) = 
=^KH^l)A^ik4^f)- Ка* и в случае i e i j i ' пол^чаеи* что 
Bi(A)€Z не более чем для одного А = А ^ Р • Пусть j e L 3 ' 
Тогда В ^ А ) - ( 1 - А ^ н ^ ) А ^ ( 1 - А ^ б ^ % ) • nyCTbfyAj-
знакопеременная матрица. Тогда матрица TJ BjCA)?* = 
=(1-Aty. -%)%Жташе знакопеременная, где f ^ M + А*.*. Ь%А. 
Пусть k = - 6 j . Тогда матрица Д; знакопеременная, Hofy.f=-& 
и je L5 . Значит i^f = fy и либо %^ = * » §< = { • ш6° 
§. = -* , §.=^| , В обоих случаях |. = * £ . и, по определе­
нию обобщенного тождества с инволюцией, матрица А; не является 
знакопеременной. Полученное противоречие показывает, 4T0*I.(I f1-^ 
ивЦ. -06.^.^0 • По условию, AjeGiC^SS) • Значит, первая стрел­
ка ^атриць? Д-- ненулевая я(%})ц=£ О ДДЯ некоторого i , 
4^i<Vt . Пусть ir=€a+yU/6̂  , где -ё«1,6{, - векторы каноничес­
кого базиса и Jb&1> , причем (t—(А^+^КАр^ =* 0 й/4/=0, 
если i = Z . Тогда (по определению знакопеременной матрицы) 

Но уравнение -6г+А& = 0 » гДе ̂ 3=£ О » имеет не более одного 
решения относительно АеР . Значит, для jeL 3 матрица /L бу­
дет знакопеременной не более, чем для одного А=А;«вР • Пусть 
jel^ • Тогда B ^ A ) K l t A ^ H e ^ ) A j , H t A ^ e a t ) .Как 
и в случае } е Ц , получаем, что Bj(A) - знакопеременная мат­
рица не более, чем для одного А==А^еР , Так как полеР беско­
нечно, то найдется А0еР\{Al5...,Amt1} . Итак, мы показали; что 
если ieL.jL/L » то Bv (А0) - нецентральная матрица, и если 
^еЬ 3иЬ^ , то В;(АС) .- знакопеременная матрица. Доказательст­
во утверждения 4.3.1 завершено. 

Итак, в группе (yL(n, Sb) шполнено тождество 

В ^ . - . х ^ В ^ ^ , О) 
в котором Bj, - нецентральная матрица при £eL<uLe и BJ ~ не­
знакопеременная при ieLiULu «Пусть * 

'-(-'.ЧУ 
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4.3.3. Покажем, что существует матрица A€E(^t,S() такая, что 
^.(Д) =^0 для всех i , i*}^m+j . Действительно, группа 
ЕхИуб) порождается элементами вида l+f.&j* » гДе Y&S) » 
^ i =£ 6$и • Следовательно, Д^ = ГГ^ (<|+t^ €U**jfr ) • 
Положим ̂ ( х р « П ' с Ь ^ ^ б ^ ^ О с р е E ( t b 0 ) • Тогда Ц(1)=Д^ 
^.(0) = Е » QiCAjeEc^^)) ДДЯ любого Д е Р • Положим 

- V ^ - ' ^ f ^ ^ E f f r - . , » ^ ] * Покажем> что многочлены L (ОД 
л̂евые для всех i, 1«i^KVt+1 • Действительно, полагая fe=1 ненулевые 

и t i = 0 n p H i ^ j , получим, что 0(V-->tmH>=fcCl) = Aj 
й V ^ ' - W ^ A j ) = ^ 0 • Положимfov->W=H ty*,,-..,W-
Тогда k(oc)- ненулеврй многочлен от Ht+1 переменных над те­
лом % . Так как поле Р , лежащее в центре тела Si , бесконечно, 
T o M i v j A ^ ^ O ДДЯ некоторых A f r . . J ^ € P . Положим Д = 
=$^..Д т + 1). Тогда А'еЕ(М) и ̂ (Д)=^(А17..., A**i )=зь 0 . 
Отметим, что доказательство пункта 4.3*3 аналогично доказательст­
ву утверждения о том, что связная алгебраическая группа неприво-
дима в топологии Зарисского. 

4.3.4 . ЗАВЕРШЕНИЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ 5. Мы показали, что 
существует матрица ДеЕ(Н,Й) такая, что $ ( е С 0 е ) = ^(Д)=^= 0 
для всех j , 1<}^Ж/+1 , и выполнено равенство 

C1V4...-k£ MCmn = 'f (ю> 
для всех 'ке&Ц>ьЗ)) мких, что ilG-k = & , где8 ;=± i . Кро­
ме того, й(е,е) = 0 и 0(e,d)=-e(<i,«)* для любого deS)" . Положим 
vk=v-A^('U;€)e • , где г е ^ № , АеР . тогдаhfGrh(n$), 

зн««ЛА&к1-& и=с ( ^е г . .Ц-с ж ^с^ Ас г \Асж + 1 . 
Тогда ^ ч*л 

0~^е)«$(еАЦА- (и) 
где^т=^(еС1,е)..^(еСт^е)'(-1)81+,,,+ е^ •*= 0 • с другой сто­
роны, из равенства (II) следует, ̂ то Qb=...ss=^H=0 * ибо поле Р 
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бесконечно (см.[у]). Полученное противоречие и доказывает теоре­
му ь. 

& 5. Доказательство теорем 6,7 
5 Л Л . Пусть ̂ ,> 0 t £ (Я7л) - некоторая квадратичная фор­

ма над Р и дая любого-еер* из условия£(е>&) = 0 следует, что 
0(е,е)=О . Тогда существует элемент А е Р такой, что А£(Л>&)= 
= <][(&>&) для всех а е Р к . 

Действительно, так как Ч[* > 0 и cfoaf"P=#= 2 , то существует 
базис ̂ ,С^,..., е^ пространства Р * такой, что для(1=2 х$,е^ 

(12) 

i=1 имеем. 
к 

Пусть £ = (̂ .) - матрица формы а в базисе С|,е^...,ел • По ус­
ловию, a(e1,e1)-»0 • значит, 

«^'-^(VVVijW^ . <13) 
Из равенства (12) получаем, что если f(a;d)=0 и х^Ф 0 , то 
xi = _ a ci , р - f U *i *1 • Тогда 

•|<M>^(£v**)£<vy^J!&v» 
(14) 

для любых элементов Xj,>...,#weP . Так как кольцо многочленов 
JP £**>•• V*HJ факториально и %v не делит ненулевой многочлен 
.S ^U^i^i (ибо П>% и форма £ - невырожденная), то 

Ах»-Д(^»*>** (15) 
для некоторого А е Р , и, значит, 

Н&Ы^-^Ъ*** • (16) 
Из равенств (12)416) получаем, что АЯ&,Л)=0(МХ 

5Л.2. Пусть ̂  > 0 иА^.^А^бР^Ч Kf • Тогда существует 
вектор e e p * , для которого £(е,е) = О и f(eA^e) Ф О для всех*, 
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1< Ы m. 
Положим J|(^t^W(xA*,^« По определениюК^0*(*,ЯМА*(а,Л) 

при АеР . Согласно 5.I.I, $(&,С)Ф 0 и£(е,е)=0 ДЛЯ некоторо­
го вектора е е Р * . Пусть для и^=*и~1 утверждение 5.1.2 
справедливо и tvt% еР„, , f (e1;ef)-J(c*f с* )=0 . *т(ЗД)?=0 
и ^Се^е^^О для всех £ , l^fc^^H • Если Ке^е^^О » то 
положим е—е^ Аег t гДе АеР . Тогда £(е>&)=0 • Ввиду беско­
нечности поля р существ ет элемент АеР , для которого 
£fc(e,e> =£ 0 при всех£ , 1з(с$ и* . Пусть теперь f(e^e t)=^0 
и L- гиперболическая плоскость, натянутая на векторы -et,e* • 
Тогда L - ненулевое (так как h>% ) неизотропное пространство 
в Р*1 . Так как форма f симметрична, то £(&,&)=£ О для некото­
рого a c l / . пустььь-заьаКШЪиЪ))4 *t=\\-*jb\+bj*>a<> 
где А,^€Р . тогда Ht,tttUHtut%)+Hb>M)\%jb%= 0 до 
всех Х; yUeP и 

Заметим, что для любого £,. 43&ЗИ* многочлены ^(А,/1^) ненуле­
вые, так как при fc—hi коэффициент ^^(({д'бд,) при х̂ ^ отличен 
от нуля, а при ^<иг коэффициент ^(e^fy) при А̂  отличен от 
нуля. Положим к с А ^ ^ с А , ^ ) . . . ^ ^ , ^ ) . Тогда k(X,U)-
ненулевой многочлен из кольца P£x,uJ . Поскольку поле Р оеско-
нечно, то й(А,уа)=^0 для некоторых A?tyoeP • Тогда ^ ( € , е ) = 
=it^(A,jU,) =£ О ДО* всех! : ,1^Ыт , и утверждение 5.1.2 дока­
зано, 

5.1.3. В группе 0(И,£,Р) не выполнено никакое К*-нецент-
ральное обобщенное групповое тождество. 

Пусть это не так, и в 0(И,&Р) выполнено X--нецентраль­
ное обобщенное групповое тождество ^(^•••j^)~A|Xf1Ae...x£wA^1

e1 
и Р - алгебраическое замыкание поляР • Тогда 0(H>£P)£&L(tt,P). 
Ясно, что товдество а выполнено в замыкании Н группы0(И>£Р) 
относительно топологии Зарисского в группе &L(K,P) , так как 
условие 9-№ij"',ttfc)=1 является системой полиномиальных уравнений 
относительно элементов матриц зц из группы 0(fc*&P) . Далее, 
H-0.(»,f,P) t так как группы 0 ( М , Р ) иО(&,*,Р) порождаются 
отражениями, т.е. множеством матриц А(Ар...,Ац)? зависимых от 
параметров, лежащих в поле Р и Р соответственно, и поле Р 
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бесконечно. Значит, утверждение 5.1.3 достаточно доказать в слу­
чае алгебраически замкнутого поля и, в частности, можно считать, 
что ^ ( Я > 0 . Положим М Ц б | Aa^fcp 1^6* mtj} . 
Согласно пункту 2, существует вектор ^ей)*1 такой, что 
Я ^ ) = 0 и ^(^А^)ФО для всех 4еМ .Положим 
^№Jf)-*(«,y). fcte^fl^y) при 4<а$ W+1 . тогда &(*,у-
невырожденные билинейные формы, так как поле Р бесконечно, то 
существует вектор (̂  , не принадлежащий объединению гиперплоско­
стей Ц>={£| J / ( ^ * ) e 0 } » где OSj^fn-И . Получаем, что 
HlAkb9&J*f-Q №я всех/, 4^/*1И«Н, и $(e0do^0 • Тогда 
векторы -fy и (Ц образуют гиперболическую плоскость, т.е* 
существует вектор C^(^+aCet , для которого f(6^€^)= 0 и 
fСе|,е^)*=Лея„е1) = 1 • Далее, A^e f j при *^М и, значит, 

- К ^ А ^ Л ) ^ 0 , ибо KelAd,ef)=A/ce,e1)=A-0-—0. 
Итак, мы получили, что 

НЪ\к*»Ь0Ф 0 для ьсех а е М , (17) 

fCe^^e^) =^ 0 для всех бфМ, (18) 

# V i ^ ( W ^ 0 , fle^-fcc^e,) = 4 . выберем4еР^ 
так, чтобы f(et,d')=0 для i=1,i и f((i,(i)=£ 0 •'Вектор (t с 
такими свойствами существует, ибо f - невырожденная симметричес­
кая форма'и К^% . Положим О^^Р^Ае^ , где \&Т? . Тогда 
f(a,a)=f(d>(t)=^0 fl отражение ^Л , для которого 

^ ^ T w ^ * " * " да , ;<*+Нь 
принадлежит группе 0(ft,J,P) для любого Д е Р . При этом 
й } = I и effcA—ЯЛ(«,)«= е< , ибо f(e1,et)=Jl(e1,cl)== 0 • пусть 
«/Ч и ~"А~ различные ненулевые элементы поля р , где1^{,^£ 

и А*=Ад, АеР . положим H^^x^Xi > !**<* . 
Тогда ^^(Xfr..,Xfe)i(,(,= C1(A)x4., Cm(A)0C£mCmH (А) является 
тождеством группы 0( Н, £ Р ) » где С6 (А) = k^miАб k . ^ ; 
'V8*6* V™^**/** ПРИ 4**$fH/-H и оС^оСны =- 0 • Пока­
жем сначала, что существует А©еР , для которого С$(ко)ФК$ 
для всех 6 , 1^6$?n + f . Действительно, если С6(А)еК/ > т о 

WL^ и^ А^еКг ибо Др инвариантно относительно сопря­
жения элементами из 0(fipf,P) * Предположим, что 5€г(И и 
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С6(А)е](* • Т°гДа# по определению множества %$ t получаем, 
«ofte^ffL^^fA^er)-/if(e1^)=0 • н о ^ = %А м* любого 

о6«Р и, значит, 

О = tttftt^ W A , « i ) e f С е , А*> «i) • 
С другой стороны, из неравенства (17) следует, что К ^ 4 ^ ) ^ = 0 
при 6«зМ . Значит, С$(А)^К^ для любых з е М и ДеР. 

Предположим, что ЪфМ и C$(A)eK.jL . Тогда А ^ К ^ по 

определению множества М • Так как тождество a($y,...,ft£)=/f 
К,- нецентрально, то либо i ^ =£ iA , либо£^=^ - 6$ • Значит, 

£ , Н Д ^ 8 6^i 6 = А ¥•<> • при ЭТ0М **+**- А Л • Рассм0~ 
трим вектор в-кщ Iv^ • По определению отражения 1^ъ по­
лучаем, что , 
%W= V удаг (*-**е'> -

Так как С ^ Л ) ^ , то Ц ^ / ^ е j ^ и % < t « ^ V A > V = 

e/^<e*>tye° . с другой стороны,ф5(А)в«е^^А4,ел) = 
в ^ " А ft^Jy ^ f l ^ J J ^ ^ А4 > Ц ) и ф4 (х) - ненулевой 
многочлен над телом £5 , ибо коэффициент при Д* равен 

K&i) ^ А ) а ° » поскольку д^А^е^)^0 дабеМ 
(см. (18)). Из бесконечности поляр слелует существование элеме­
нта А0€? такого, что <р^(А0)=£ 0 ДО* Bcex^MH^^Wt / / . 
Тогда С6(А0)^К.р дяя всех *e|VI и всех *^М . Итак, в 
группе 0(И,^?Р) выполнено тождество ^Х8 ' . . . Cm%6tn Cm t 1 = 1 
и ^ ^ К ^ для всех 4,1^*< Ht-H . Согласно 5.1.2, существу­
ет вектор е ^ Р такой, что£(б,&)=0 иК^С^б^О ДО всех 
6 , 1 ^ 6 ^ т+1 . Положим С Ц = ^ Аб , г д е ^ ^ Р ^ , 
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^(€,^)= 0 и f (rf,,,4) + 0 • Тогда «1Ц,(Ц)-£ <if, <^) 
отражение £. , для которого 

t 
лежит в группе 0(H-7J>P) ДДЯ любого ДеР . Положим OC=t̂  • 
Получаем i=CiX^Cl...XACm+i . ибо ^ — t^ и 

0=;f(e,e)=fcee,tr..tAcMfl,e)=^+A^t... t А * " ^ <19) 

ибо ̂ С5,С)=^ 0 Для всех 6, 'Каз mt1 . С другой стороны, из 
равенства (19) вытекает, что &=•••—Ль,.™ 0 » ибо поле J? бес­
конечно» Полученное противоречие завершает доказательство утвер­
ждения 5.1.3. 

5.1.4. Если ^(f)>0 , то в группе 0(ft,£j?) выполнено не­
которое обобщенное групповое тождество. 

Действительно, по предложению 4.2, существует нецентральная 
обратимая матрица ДсК^ , и, по определению Х^ , d4xA',X)= 
= кН$9Х) » где А е Р . Из условия ̂ ( Я > 0 следует существо­
вание вектора е е Р * такого, чтоЛе,£)=0 • Пусть(}еО(&,&Р). 
Тогда 
Ле&А6Г|е)~Л«&А,еСг)~ АЛев>е£)-№(е,с> = О, 
и значит, •е&Абг" ̂ L , где L-*^ C€pKJ^(С,С)=0 J - гиперплос­
кость пространства Р** # Тогда по предложению 4.1 в группе 
0(И,£,Р) выполнено некоторое обобщенное групповое тождество. 

Вместе с доказательством утверждения 5.1.4 нами завершено 
доказательство теоремы 6. 

.2 .1 . UycTbA/fv..,AW(,ePH'\K;j! • Тогда найдется векторееР^, 
для которого f(eА* >&) ф 0 при Bcexi, l ^ i ^ n t nf(€,e)=0. 

Доказательство проведем индукцией по Ht . Так как£(е,е) = 0 
для .всех в е Р * и А^еДр , то Hi>hpt)=fcO дая некоторого 
-ееР^ , т.е. при т = 1 все в порядке. Пусть для W"=i-f 

утверждение 5.2.1 справедливо и Ш = 1с , Тогда существуют 
^е^Р*, для которых *(«|А ,̂в|)=^ 0 при и**Ь~1 *Нг<ькк,ег)Ф 
=*= 0 . пусть e = ett Ae ,̂ А«Р . тогда f(eAi,e.) = 
=f(e1A,e1)+X^X td!(e^Ai,e^j= #iCA) и Л (А) - нену­
левой многочлен от А при 1<i^fc . Так как полер бесконеч­
но, то найдется элемент А0еР , для которого fyСАв) =ф О для 
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всех i, 1 ^ i « i и, значит, душ С=^Х0-е% получаем, что 
£(4А|,е)=£0 для всех i , 1< i*k . 

5,2.2. В группе £р(&И,£,Р) не выполнено никакое ^ - н е ц е ­
нтральное групповое тождество. 

Пусть это не так, и в $р(Л&,#,Р) выполнено ^-нецентра­
льное групповое тождество ̂ (x1,...,X fc)-A1x| i

1Av..AwX^A fH+1 . 
Положим М={б|ААФК^ 1^**W+1J . Согласно утверждению 
5.2.1 существует элемент -fy^P такой, что $(&ь&|)~0 и 
fteiA*>&f)=£0 пРи * € М • Тогда унитарный сдвиг, f̂  , для 
которого Ц(|) = 4 - Щ е , ) ^ принадлежит группе £р( Ы, ftP) для 
любого А«Р .При '»«»• |^*_|ь.Л, 1|л1^=ЯАг̂ ,€^ЯдЯ^-ЯдСе1 J = «f . 
Положим 3 ^ = 1 ^ . х Ц , , где Ai,A.j, - различные элементы из 

является обобщенным групповым тождеством группы $p(Zft,f,]>) j 
где С 4 = Ц . ^ А4 k ^ , fc- И ) 6 Ч и ^ - А^ + 1 - 0. 

Покажем сначала,что С^Кр для всеха, 1<б«Ш+1 • Отметим, 
что если C6€>Kf , то ^ ^ ^ A ^ A ^ - f l ^ A ^ i r , , 
где tf&= Aj. e - А-д • Предположим, что 6 е М и С* е |Ср. . 
Тогда,по определению Xg » получаем, что #(efl^ A*,&f) = 
=^ftfti>e1)-0 • но e, i^-* «1 И. значит, f (e t ^A^e 4 )= : 
^ f t ^ A * , e<) . Далее, *еМ и, значит, Л^А^б,)8*5 О 
(по выбору вектора -Ц ) . Полученное противоречие показывает, 
что С 6^К. при *еМ , Предположим, что бе М HC^JCJI . 
Тогда, по определению М, А$^ ICp » а так как тождество 

e(3̂ »«j8fc) =Н является ]^.-нецентральным, т о ^ = ^ - j 6 и зна­
чит, * а в А ^ и - А _ ^ • Следовательно, К д А * е К # , ^ + 0 и 
A^Kf . так как поле Р бесконечно, a f(a,U) и ^(#>^) = 

=£(хА^и) - невырожденные билинейные форьш, то существует век­
тор ^ e j ? * такой, что fte^e*)^ 0 и #^А*,^)¥=0 Для всех 6, 
1< 6^ *И+1 • Тогда « ^ - Ц ^ е ^ ^ ^ в , ) е1 .Из условия 

Ц А 6 « Х | следует, что Я е ^ А 6 Д ) = / ^ < Ч Л > = 0. 
С другой стороны, Л Ч Ц ^ Н 1 " ftC^A^)-
-^VW«|A^W). иб° *(MaA>ejW< М*> = 0 (так как 

A^eKj ) , и * ( ц А ^ Ч ) ^ 0 , oi5=jfeO , £ < ^ А ) # 0 .Полу­
ченное противоречие, показывает, что С^К^ при всех беМ« 

Итак, в группе Sp(!lft,£, P) выполнено тождество 
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^ ^ ( ^ . . . С ^ ^ Н Й ЪфК$ для всех \ 1**а<m+f . Согласно ут­
верждению пункта 5.2.1, существует вектор ^ е р 1 * такой, что 
£UCAJe) =f= 0 Дда в 0 ^ 4, 1<4< W+J . тогда унитарный 
сдвиг \х , для которого \){&)=*Ъ-кН1,1)Ъ , принадлежит груп­
пе £р(1и,£,Р) для любого ДеР , при этом К М ^ Д д ^ = ^ ^ • 
Положим a = tA . Получаем 1 = С,]^д ^ . . .C^ Р ^ д С ^ 

(20) 

где 

ибо ЯбСд>,в) =¥= 0 для всех а, 13 6*^+1 . С другой стороны, 
из равенства (20) вытекает, что ̂ o=&=...=uw==0, ибо поле £ 
бесконечно. Полученное противоречие завершает доказательство ут­
верждения 5.2.2. 

5.2.3. В группе S!p(iU,J,P) , И>1 , выполнено некоторое 
обобщенное групповое тождество. 

Действительно, по предложению 4.2 существует нецентральная 
обратимая матрица А ^ К ^ и, по определению Кл? $(tf^,l) = 
= №(*,*):= 0 для любого e e P * . nycTb^€J?pa^f,P),€^PMOj-. 
Тогда Яв&Абг1б)-Лв&А,в&)=А#(€б-,«&)« О й» значит, 
€CrAGrfeLi , где L={€-,€?*! f(€ 1,e)=0} -гиперплос­
кость в пространстве Р № . По предложению 4.1, в группе 
!bp(!lttj J,P) выполнено некоторое обобщенное групповое тождество. 
Теорема 7 доказана. 

Авторы выражают признательность А.И.Кострикину за обсужде­
ние постановки задачи и В.Н.Латышеву за внимание к работе и по­
лезные обсуждения. 
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