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В статье изучается алгебра 𝑝(𝑥)-циркулянтов над произвольным конечным
полем и строятся алгоритмы случайного равновероятного выбора элементов из
подмножества всех обратимых 𝑝(𝑥)-циркулянтов или подмножества всех 𝑝(𝑥)-
циркулянтов с заданным значением определителя. Особенностью рассматри-
ваемых алгоритмов является минимизация временной сложности и количества
случайных элементов, используемых в процессе их работы.
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1. Введение. Пусть F𝑞, 𝑞 = 𝑝𝑠, 𝑠 ∈N, – конечное поле из 𝑞 элементов характери-
стики 𝑝, F𝑞[𝑥] – кольцо многочленов одной переменной 𝑥 над полем F𝑞. Зафиксируем
натуральное число 𝑛 (> 1) и многочлен 𝑝(𝑥) ∈ F𝑞[𝑥] вида

𝑝(𝑥) = 𝑥𝑛 − 𝑝𝑛−1𝑥
𝑛−1 − · · · − 𝑝1𝑥− 𝑝0.

Матрицу 𝑛× 𝑛 над полем F𝑞, построенную по вектору c = (𝑐0, . . . , 𝑐𝑛−1) из F𝑛
𝑞 сле-

дующим образом:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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,

будем называть 𝑝(𝑥)-циркулянтом над полем F𝑞 и обозначать 𝑀𝑝(𝑥)(c). Отметим,
что определение 𝑝(𝑥)-циркулянта расширяет и обобщает различные типы циркулян-
тов, рассматриваемых ранее при решении фундаментальных и прикладных задач.

Работа второго автора выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (грант № 13-07-00978).

c○ В.В. Гриценко, А.Э. Маевский, 2014
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Так, произвольный (𝑥𝑛 − 1)-циркулянт имеет вид

𝑀𝑥𝑛−1(c) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑐0 𝑐𝑛−1 𝑐𝑛−2 . . . 𝑐2 𝑐1

𝑐1 𝑐0 𝑐𝑛−1 . . . 𝑐3 𝑐2

𝑐2 𝑐1 𝑐0 . . . 𝑐4 𝑐3

...
...

...
. . .

...
...

𝑐𝑛−1 𝑐𝑛−2 𝑐𝑛−3 . . . 𝑐1 𝑐0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
традиционного циркулянта, построенного по первому столбцу, (𝑥𝑛 − 𝑟)-циркулянт
имеет вид

𝑀𝑥𝑛−𝑟(c) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑐0 𝑟𝑐𝑛−1 𝑟𝑐𝑛−2 . . . 𝑟𝑐2 𝑟𝑐1

𝑐1 𝑐0 𝑟𝑐𝑛−1 . . . 𝑟𝑐3 𝑟𝑐2

𝑐2 𝑐1 𝑐0 . . . 𝑟𝑐4 𝑟𝑐3

...
...

...
. . .

...
...

𝑐𝑛−2 𝑐𝑛−3 𝑐𝑛−4 . . . 𝑐0 𝑟𝑐𝑛−1

𝑐𝑛−1 𝑐𝑛−2 𝑐𝑛−3 . . . 𝑐1 𝑐0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑟-косоциркулянта [1; с. 47], а произвольный (𝑥𝑛 − 𝑥− 𝑟)-циркулянт имеет вид

𝑀𝑥𝑛−𝑥−𝑟(c) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑐0 𝑟𝑐𝑛−1 𝑟𝑐𝑛−2 . . . 𝑟𝑐2 𝑟𝑐1

𝑐1 𝑐0 + 𝑐𝑛−1 𝑟𝑐𝑛−1 + 𝑐𝑛−2 . . . 𝑟𝑐3 + 𝑐2 𝑟𝑐2 + 𝑐1

𝑐2 𝑐1 𝑐0 + 𝑐𝑛−1 . . . 𝑟𝑐4 + 𝑐3 𝑟𝑐3 + 𝑐2

...
...

...
. . .

...
...

𝑐𝑛−2 𝑐𝑛−3 𝑐𝑛−4 . . . 𝑐0 + 𝑐𝑛−1 𝑟𝑐𝑛−1 + 𝑐𝑛−2

𝑐𝑛−1 𝑐𝑛−2 𝑐𝑛−3 . . . 𝑐1 𝑐0 + 𝑐𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝐹𝐿𝑆-𝑟-циркулянта [2]. Множество всех 𝑝(𝑥)-циркулянтов над полем F𝑞 обозначим
𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥). Целью настоящей работы является исследование алгебраической структу-
ры множества 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) и разработка эффективных алгоритмов случайного равно-
вероятного выбора его элементов, обладающих некоторыми заданными свойствами.

Широко известно (например, [3; с. 484]), что множество 𝐺𝐶𝑅𝑥𝑛−1 является ком-
мутативной F𝑞-алгеброй c обычными операциями сложения и умножения матриц.
Распространение этого утверждения на случай 𝑝(𝑥)-циркулянтов над произволь-
ным полем, где 𝑝(𝑥) – сепарабельный многочлен, получено в работе [4]. В настоя-
щей статье в п. 2 аналогичный факт устанавливается для множества 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) при
произвольно заданном многочлене 𝑝(𝑥) ∈ F𝑞[𝑥] без каких-либо ограничений, изу-
чается структура алгебры 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥), обосновывается вычислительно эффективный
критерий обратимости элементов 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) вместе со способом построения обратных
элементов, а также приводится формула вычисления определителя произвольного
𝑝(𝑥)-циркулянта. В пп. 3, 4 статьи решается обратная задача построения вычис-
лительно эффективных алгоритмов случайного равновероятного выбора из множе-
ства обратимых 𝑝(𝑥)-циркулянтов (п. 3) или из множества всех 𝑝(𝑥)-циркулянтов
с заданным значением определителя (п. 4). Под вычислительной эффективностью
алгоритмов при этом понимается минимизация вычислительной сложности и коли-
чества используемых при работе случайных элементов.

Результаты работы могут быть использованы в различных областях математики,
где возникают циркулянты, их обобщения или случайные матрицы над конечными
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полями – например, при построении новых методов цифровой обработки сигналов и
защиты информации, или при реализации (модификации) уже существующих. Так,
в теории помехоустойчивого кодирования изучаются циклические или обобщенные
циклические (псевдоциклические) коды [3; гл. 7, 8], элементы которых тесно связа-
ны с 𝑝(𝑥)-циркулянтами [4], а в работе [5] исследуется сложность задачи дискретного
логарифмирования в группе обратимых циркулянтов и строится аналог криптоси-
стемы Эль-Гамаля. Случайные обратимые матрицы над конечными полями требу-
ются, например, в криптосистеме Мак-Элиса [6] и ее многочисленных обобщениях,
рюкзачной криптосистеме Шамира, при построении моделей защиты информации
от частичного перехвата [7], [8].

Всюду далее будем придерживаться следующих соглашений. Все рассматри-
ваемые в статье алгебры считаются определенными над полем F𝑞, ассоциативны-
ми и обладающими единичным элементом. Если 𝑊 – конечномерная алгебра, то
через 𝑊 * обозначается множество всех ее обратимых элементов. Через Z обозна-
чим множество всех целых чисел,

[𝑎, 𝑏] Δ= {𝑥 ∈ Z | 𝑎 6 𝑥 6 𝑏}.

Для произвольного натурального 𝑞 определим множество

Z𝑞
Δ= [0, 𝑞 − 1]

вместе с операциями сложения и умножения элементов по модулю 𝑞.

2. Алгебраическая структура множества 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥). Рассмотрим фактор-
кольцо 𝐵𝑝(𝑥) = F𝑞[𝑥]/(𝑝(𝑥)) как F𝑞-алгебру и в каждом классе эквивалентности
зафиксируем представителя – многочлен наименьшей степени. Всюду далее эле-
менты 𝐵𝑝(𝑥) отождествляются с их представителями. Ясно, что алгебра 𝐵𝑝(𝑥) ассо-
циативна, коммутативна и обладает единицей. Отметим, что dimF𝑞 𝐵𝑝(𝑥) = 𝑛.

Через 𝑀𝑛(F𝑞) обозначим полную матричную алгебру, состоящую из всех матриц
размера 𝑛× 𝑛 над полем F𝑞.

Teopeма 1. Множество 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) ⊂ 𝑀𝑛(F𝑞) является коммутативной подал-
геброй с единицей, изоморфной алгебре 𝐵𝑝(𝑥) .

Доказательство. Покажем, что множество 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) совпадает с образом неко-
торого точного матричного представления алгебры 𝐵𝑝(𝑥).

Пусть L (𝐵𝑝(𝑥)) – алгебра всех F𝑞-линейных операторов, действующих на алгеб-
ре 𝐵𝑝(𝑥), рассматриваемой как конечномерное векторное пространство размерно-
сти 𝑛 (= deg 𝑝(𝑥)). Пусть 𝒳 ∈ L (𝐵𝑝(𝑥)) – линейный оператор, действующий по
формуле

∀ 𝑎(𝑥) ∈ 𝐵𝑝(𝑥) 𝒳 (𝑎(𝑥)) = 𝑥 · 𝑎(𝑥).

Так как алгебра 𝐵𝑝(𝑥) порождена элементом 𝑥, то сопоставление элементу 𝑥 опера-
тора 𝒳 можно единственным образом продолжить до гомоморфизма 𝜙 алгебр 𝐵𝑝(𝑥)

и L (𝐵𝑝(𝑥)), сохраняющего единичный элемент. По построению 𝜙 является регуляр-
ным представлением алгебры 𝐵𝑝(𝑥).

Покажем, что 𝜙 точно. Любому ненулевому элементу 𝑓(𝑥)∈𝐵𝑝(𝑥) гомоморфизм 𝜙
сопоставляет оператор 𝑓(𝒳 ), действующий на алгебре 𝐵𝑝(𝑥) следующим образом:

∀ 𝑎(𝑥) ∈ 𝐵𝑝(𝑥) 𝑓(𝒳 )(𝑎(𝑥)) = 𝑓(𝑥) · 𝑎(𝑥).
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В частности, 𝑓(𝒳 )(1) = 𝑓(𝑥), поэтому никакой ненулевой элемент 𝐵𝑝(𝑥) не соответ-
ствует нулевому оператору L (𝐵𝑝(𝑥)) и ker 𝜙 = {0}.

В алгебре 𝐵𝑝(𝑥) зафиксируем базис 𝑒 = {1, 𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1} и через 𝜀𝑒 обозначим
соответствующий изоморфизм L (𝐵𝑝(𝑥)) и 𝑀𝑛(F𝑞). Тогда 𝜀𝑒 ∘ 𝜙 – точное матричное
представление алгебры 𝐵𝑝(𝑥), при котором произвольному элементу

𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥 + · · ·+ 𝑓𝑛−1𝑥
𝑛−1 ∈ 𝐵𝑝(𝑥)

соответствует матрица оператора 𝑓(𝒳 ) в базисе 𝑒, имеющая, как нетрудно проверить
прямыми вычислениями, вид 𝑀𝑝(𝑥)(f), где f = (𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1). Следовательно,

Im(𝜀𝑒 ∘ 𝜙) ⊆ 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥),

но dimF𝑞
𝐵𝑝(𝑥) = 𝑛 и |𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥)| = 𝑞𝑛, поэтому

Im(𝜀𝑒 ∘ 𝜙) = 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥).

В ходе доказательства теоремы 1 каждому 𝑝(𝑥)-циркулянту

𝑀𝑝(𝑥)(c), c = (𝑐0, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛−1),

взаимно однозначно сопоставляется многочлен

𝑐(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + · · ·+ 𝑐𝑛−1𝑥
𝑛−1

из алгебры 𝐵𝑝(𝑥). Отметим, что степень многочлена 𝑐(𝑥) может быть меньше 𝑛− 1.
Многочлен 𝑐(𝑥) будем называть определяющим многочленом для 𝑝(𝑥)-циркулянта
(𝜀𝑒 ∘ 𝜙)(𝑐(𝑥)) = 𝑀𝑝(𝑥)(c).

Изоморфизм алгебр 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) и 𝐵𝑝(𝑥) позволяет применить известные методы и
результаты исследования структуры алгебры 𝐵𝑝(𝑥) к алгебре 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥). Для замкну-
тости изложения материала приведем некоторые из них.

Лемма 1. Пусть в кольце F𝑞[𝑥] многочлен 𝑝(𝑥) раскладывается в произведение
степеней неприводимых многочленов следующим образом:

𝑝(𝑥) = 𝑝𝑠1
1 (𝑥)𝑝𝑠2

2 (𝑥) · · · 𝑝𝑠𝑡
𝑡 (𝑥). (2.1)

Тогда
(i) 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥)

∼= 𝐵𝑝
𝑠1
1 (𝑥) ⊕𝐵𝑝

𝑠2
2 (𝑥) ⊕ · · · ⊕𝐵𝑝

𝑠𝑡
𝑡 (𝑥) ;

(ii) 𝐺𝐶𝑅*𝑝(𝑥)
∼= (𝐵𝑝

𝑠1
1 (𝑥))

* ⊕ (𝐵𝑝
𝑠2
2 (𝑥))

* ⊕ · · · ⊕ (𝐵𝑝
𝑠𝑡
𝑡 (𝑥))

* ;
(iii) алгебра 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) не содержит ненулевых нильпотентных элементов (полу-

проста) тогда и только тогда, когда 𝑠1 = 𝑠2 = · · · = 𝑠𝑡 = 1.

Доказательство. Широко известно, что 𝐵𝑝(𝑥) – кольцо главных идеалов. Ут-
верждения (i) и (ii) следуют из теоремы 1 и китайской теоремы об остатках для ком-
мутативных колец главных идеалов. Для доказательства утверждения (iii) заметим,
что нильрадикал rad(𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥)) алгебры 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) есть главный идеал, порожденный
𝑝(𝑥)-циркулянтом 𝑀𝑝(𝑥)(r), где

r = (𝜀𝑒 ∘ 𝜙)(𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) · · · 𝑝𝑡(𝑥)).

3*
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Действительно, все простые ненулевые идеалы алгебры 𝐵𝑝(𝑥) максимальны, нильра-
дикал совпадает с радикалом Джекобсона и может быть определен как пересечение
всех максимальных идеалов алгебры 𝐵𝑝(𝑥). Легко проверяется, что множество всех
максимальных идеалов (максимальный спектр) алгебры 𝐵𝑝(𝑥) имеет вид

Specm(𝐵𝑝(𝑥)) = {(𝑝1(𝑥)), (𝑝2(𝑥)), . . . , (𝑝𝑡(𝑥))}.

Так как все многочлены 𝑝1(𝑥), . . . , 𝑝𝑡(𝑥) неприводимы, то и попарно взаимно просты.
Следовательно,

𝑡⋂︁
𝑖=1

(𝑝𝑖(𝑥)) = (НОК{𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥), . . . , 𝑝𝑡(𝑥)}) = 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) · · · 𝑝𝑡(𝑥).

Следующая лемма доставляет критерий обратимости и формулу обратного эле-
мента для произвольного 𝑝(𝑥)-циркулянта.

Лемма 2. 𝑝(𝑥)-Циркулянт 𝑀𝑝(𝑥)(c) обратим в алгебре 𝑀𝑛(F𝑞) тогда и только
тогда, когда определяющий его многочлен 𝑐(𝑥) взаимно прост с многочленом 𝑝(𝑥)
(в кольце F𝑞[𝑥]). При этом обратная матрица к 𝑀𝑝(𝑥)(c) также является 𝑝(𝑥)-
циркулянтом с определяющим многочленом (𝑐(𝑥))−1 (mod 𝑝(𝑥)).

Доказательство. Так как алгебра 𝑀𝑛(F𝑞) конечномерна, то любой ее элемент
является либо делителем нуля, либо обратим. Следовательно, любая подалгебра
𝑊 ⊂ 𝑀𝑛(F𝑞) наполнена в 𝑀𝑛(F𝑞) (𝑊 * = 𝑀𝑛(F𝑞)* ∩ 𝑊 ). В частности, если 𝑝(𝑥)-
циркулянт 𝑀𝑝(𝑥)(c) обратим, то обратная матрица также является 𝑝(𝑥)-циркулян-
том с некоторым определяющим многочленом ̃︀𝑐(𝑥). В силу изоморфизма алгебр
𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) и 𝐵𝑝(𝑥) должно выполняться сравнение

𝑐(𝑥)̃︀𝑐(𝑥) ≡ 1 (mod 𝑝(𝑥)).

Утверждение леммы теперь следует из широко известного критерия обратимости
элементов кольца 𝐵𝑝(𝑥).

Следствие 1. Всякий ненулевой 𝑝(𝑥)-циркулянт обратим (алгебра 𝐵𝑝(𝑥) про-
ста и является конечным алгебраическим расширением поля F𝑞 ) тогда и только
тогда, когда многочлен 𝑝(𝑥) неприводим как элемент кольца F𝑞[𝑥].

Напомним, что для всякого конечного алгебраического расширения F𝑞𝑛 поля F𝑞

некоторой степени 𝑛 определена мультипликативная функция

𝑁 : F𝑞𝑛 → F𝑞𝑛 , 𝑁(𝛼) =
𝑛−1∏︁
𝑖=0

𝛼𝑞𝑖

,

называемая нормой. Известно [9; с. 77], что образ нормы совпадает с образом по-
ля F𝑞 относительно естественного вложения F𝑞 в F𝑞𝑛 . В силу этого будем счи-
тать, что норма сопоставляет каждому элементу F𝑞𝑛 элемент из F𝑞. В случае, ко-
гда 𝐵𝑝(𝑥) – поле, соответствующую функцию нормы из 𝐵𝑝(𝑥) в F𝑞 будем обозна-
чать 𝑁𝑝(𝑥).
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Лемма 3. Пусть в кольце F𝑞[𝑥] для многочлена 𝑝(𝑥) имеет место разложение
вида (2.1). Тогда для любого 𝑝(𝑥)-циркулянта 𝑀𝑝(𝑥)(c) с определяющим многочле-
ном 𝑐(𝑥) имеем

det 𝑀𝑝(𝑥)(c) =
𝑡∏︁

𝑖=1

(𝑁𝑝𝑖(𝑥)(𝑐𝑖(𝑥)))𝑠𝑖 , (2.2)

где 𝑐𝑖(𝑥) – остаток от деления 𝑐(𝑥) на 𝑝𝑖(𝑥), рассматриваемый как элемент 𝐵𝑝𝑖(𝑥) ,
а произведение вычисляется в поле F𝑞 .

Доказательство утверждения леммы проведем в несколько этапов.
(i) Рассмотрим случай, когда в разложении (2.1) 𝑡 = 1 и 𝑠1 = 1. Тогда много-

член 𝑝(𝑥) неприводим в F𝑞[𝑥] и алгебра 𝐵𝑝(𝑥) – поле. Пусть 𝑎(𝑥) ∈ 𝐵𝑝(𝑥) – произ-
вольно выбранный примитивный элемент 𝐵𝑝(𝑥), порождающий мультипликативную
группу (𝐵𝑝(𝑥))*, 𝑚𝑎(𝑥)(𝑡) ∈ F𝑞[𝑡] – его минимальный многочлен. Известно [9; гл. 2,
§ 3], что

deg 𝑚𝑎(𝑥)(𝑡) = deg 𝑝(𝑥) = 𝑛, 𝑁𝑝(𝑥)(𝑎(𝑥)) = (−1)𝑛𝑚0,

где 𝑚0 – свободный коэффициент многочлена 𝑚𝑎(𝑥)(𝑡). В силу изоморфизма алгебр
𝐵𝑝(𝑥) и 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) многочлен 𝑚𝑎(𝑥)(𝑡) совпадает с минимальным многочленом соот-
ветствующего 𝑝(𝑥)-циркулянта 𝑀𝑝(𝑥)(a) = (𝜀𝑒 ∘ 𝜙)(𝑎(𝑥)) и, так как deg 𝑚𝑎(𝑥)(𝑡) = 𝑛,
с характеристическим многочленом 𝑀𝑝(𝑥)(a). Поскольку определитель матрицы
совпадает с точностью до знака со свободным коэффициентом ее характеристиче-
ского многочлена, имеем

det 𝑀𝑝(𝑥)(a) = 𝑁𝑝(𝑥)(𝑎(𝑥)).

Так как 𝑎(𝑥) – примитивный элемент 𝐵𝑝(𝑥), то для произвольного ненулевого 𝑐(𝑥) ∈
𝐵𝑝(𝑥) существует такое 𝑖 ∈ [0, 𝑞𝑛 − 1], что 𝑐(𝑥) = (𝑎(𝑥))𝑖. Тогда

𝑀𝑝(𝑥)(c) = (𝜀𝑒 ∘ 𝜙)(𝑐(𝑥)) = (𝜀𝑒 ∘ 𝜙)((𝑎(𝑥))𝑖) = ((𝜀𝑒 ∘ 𝜙)(𝑎(𝑥)))𝑖 = (𝑀𝑝(𝑥)(a))𝑖,

det 𝑀𝑝(𝑥)(c) = (det𝑀𝑝(𝑥)(a))𝑖 = (𝑁𝑝(𝑥)(𝑎(𝑥)))𝑖 = 𝑁𝑝(𝑥)((𝑎(𝑥))𝑖) = 𝑁𝑝(𝑥)(𝑐(𝑥)).

Последнее равенство выполняется в силу мультипликативности функции нормы.
Для завершения доказательства леммы в рассматриваемом случае заметим, что
нулевому элементу 𝐵𝑝(𝑥) соответствует нулевой 𝑝(𝑥)-циркулянт и 𝑁𝑝(𝑥)(0) = 0.

(ii) Пусть 𝑝(𝑥) = 𝑝𝑠1
1 (𝑥), 𝑠1 > 1, 𝑝1(𝑥) – неприводимый многочлен в F𝑞[𝑥] степени 𝑛1.

Алгебру 𝐵𝑝(𝑥) рассмотрим как векторное пространство над полем F𝑞 размерности
𝑛 = 𝑛1𝑠1 и зафиксируем множество

ℱ =
{︀
1, 𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛1−1, 𝑝1(𝑥), 𝑥𝑝1(𝑥), . . . , 𝑥𝑛1−1𝑝1(𝑥),

𝑝2
1(𝑥), . . . , 𝑝𝑠1−1

1 (𝑥), . . . , 𝑥𝑛1−1𝑝𝑠1−1
1 (𝑥)

}︀
.

Так как все степени многочленов из ℱ различны и пробегают все множество [0, 𝑛− 1],
то ℱ – базис 𝐵𝑝(𝑥). Как и при доказательстве теоремы 1 через 𝜀ℱ обозначим изо-
морфизм L (𝐵𝑝(𝑥)) и 𝑀𝑛(F𝑞), сопоставляющий оператору из L (𝐵𝑝(𝑥)) его матрицу
в базисе ℱ . Ясно, что 𝜀ℱ ∘ 𝜙 – точное матричное представление 𝐵𝑝(𝑥), изоморф-
ное представлению 𝜀𝑒 ∘ 𝜙 (изоморфизм осуществляется с помощью матриц перехода
между базисами 𝑒 и ℱ). Следовательно,

∀ 𝑐(𝑥) ∈ 𝐵𝑝(𝑥) det(𝜀𝑒 ∘ 𝜙)(𝑐(𝑥)) = det(𝜀ℱ ∘ 𝜙)(𝑐(𝑥)).
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Прямыми вычислениями проверяется, что

(𝜀ℱ ∘ 𝜙)(𝑥) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑅 𝑂 𝑂 . . . 𝑂 𝑂
𝑆 𝑅 𝑂 . . . 𝑂 𝑂
𝑂 𝑆 𝑅 . . . 𝑂 𝑂
...

...
...

. . .
...

...
𝑂 𝑂 𝑂 . . . 𝑆 𝑅

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝑅 – матрица размера 𝑛1 × 𝑛1, совпадающая с 𝑝1(𝑥)-циркулянтом 𝑀𝑝1(𝑥)(c), c =
(0, 1, 0, . . . , 0), порождающим алгебру 𝐵𝑝1(𝑥), 𝑆 – элементарная квадратная матрица
размера 𝑛1×𝑛1 с единичным элементом в верхнем правом углу, 𝑂 – нулевая матрица
размера 𝑛1 × 𝑛1. Так как элемент 𝑥 порождает алгебру 𝐵𝑝(𝑥), то для всякого 𝑐(𝑥)
из 𝐵𝑝(𝑥):

(𝜀ℱ ∘ 𝜙)(𝑐(𝑥)) = 𝜀ℱ (𝑐(𝒳 )) = 𝑐(𝜀ℱ (𝒳 )) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐(𝑅) 𝑂 . . . 𝑂 𝑂
* 𝑐(𝑅) . . . 𝑂 𝑂
...

...
. . .

...
...

* * . . . * 𝑐(𝑅)

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Заметим, что 𝑐(𝑅) также является 𝑝1(𝑥)-циркулянтом и, так как минимальный мно-
гочлен 𝑅 совпадает с 𝑝1(𝑥), 𝑐(𝑅) = 𝑐1(𝑅), где 𝑐1(𝑥) – остаток от деления 𝑐(𝑥) на 𝑝1(𝑥)
(как многочленов из кольца F𝑞[𝑥]). Тогда определитель квазинижнетреугольной
матрицы (𝜀ℱ ∘ 𝜙)(𝑐(𝑥)) [10; с. 57] есть

det(𝜀ℱ ∘ 𝜙)(𝑐(𝑥)) = (det 𝑐1(𝑅))𝑠1 = (𝑁𝑝1(𝑥)(𝑐1(𝑥))𝑠1 .

Последнее равенство верно в силу доказательства случая (i) и завершает доказа-
тельство случая (ii).

(iii) Пусть для многочлена 𝑝(𝑥) выполняется разложение вида (2.1) и 𝑡 > 1. Для
каждого 𝑖 ∈ [1, 𝑡] определим линейное представление

𝜌𝑖 : 𝐵𝑝(𝑥) → L (𝐵𝑝
𝑠𝑖
𝑖

(𝑥)), 𝑐(𝑥) ↦→ 𝑐(𝒳 ),

и рассмотрим сумму представлений

𝜌 = 𝜌1 + · · ·+ 𝜌𝑡 : 𝐵𝑝(𝑥) → L (𝐵𝑝
𝑠1
1 (𝑥) ⊕ · · · ⊕𝐵𝑝

𝑠𝑡
𝑡 (𝑥)),

определяемую формулой

∀𝑐(𝑥) ∈ 𝐵𝑝(𝑥) 𝜌(𝑐(𝑥))(𝑎1(𝑥), . . . , 𝑎𝑡(𝑥)) = (𝑐(𝑥) · 𝑎1(𝑥), . . . , 𝑐(𝑥) · 𝑎𝑡(𝑥)).

Ясно, что 𝜌 – линейное представление, изоморфное регулярному представлению 𝜙.
Действительно, гомоморфизм

𝜆 : 𝐵𝑝(𝑥) → 𝐵𝑝
𝑠1
1 (𝑥) ⊕ · · · ⊕𝐵𝑝

𝑠𝑡
𝑡 (𝑥), 𝑎(𝑥) ↦→ (𝑎(𝑥) (mod 𝑝𝑠1

1 (𝑥)), . . . , 𝑎(𝑥) (mod 𝑝𝑠𝑡
𝑡 (𝑥)))

в соответствии с китайской теоремой об остатках является изоморфизмом и, как
нетрудно убедиться, для произвольного 𝑐(𝑥) ∈ 𝐵𝑝(𝑥) следующая диаграмма комму-
тативна:

𝐵𝑝(𝑥)
𝜙(𝑐(𝑥)) //

𝜆

��

𝐵𝑝(𝑥)

𝜆

��
𝐵𝑝

𝑠1
1 (𝑥) ⊕ · · · ⊕𝐵𝑝

𝑠𝑡
𝑡 (𝑥)

𝜌(𝑐(𝑥))// 𝐵𝑝
𝑠1
1 (𝑥) ⊕ · · · ⊕𝐵𝑝

𝑠𝑡
𝑡 (𝑥)
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Как следствие, в алгебре 𝐵𝑝(𝑥) можно зафиксировать такой базис 𝒢 и соответству-
ющий ему изоморфизм 𝜀𝒢 алгебр L (𝐵𝑝(𝑥)) и 𝑀𝑛(F𝑞), что

∀ 𝑐(𝑥) ∈ 𝐵𝑝(𝑥) (𝜀𝒢 ∘ 𝜙)(𝑐(𝑥)) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐1(𝑅1) 𝑂 . . . 𝑂 𝑂

𝑂 𝑐2(𝑅2) . . . 𝑂 𝑂
...

...
. . .

...
...

𝑂 𝑂 . . . 𝑂 𝑐𝑡(𝑅𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝑅𝑖 – матрица размера 𝑠𝑖 deg(𝑝𝑖(𝑥)) × 𝑠𝑖 deg(𝑝𝑖(𝑥)), совпадающая с 𝑝𝑠𝑖
𝑖 (𝑥)-цир-

кулянтом 𝑀𝑝
𝑠𝑖
𝑖 (𝑥)((0, 1, 0, . . . , 0)), порождающим алгебру 𝐵𝑝

𝑠𝑖
𝑖 (𝑥), (𝑐1(𝑥), . . . , 𝑐𝑡(𝑥)) =

𝜆(𝑐(𝑥)). В силу изоморфизма матричных представлений 𝜀𝑒 ∘ 𝜙 и 𝜀𝒢 ∘ 𝜙 для произ-
вольного 𝑐(𝑥) из 𝐵𝑝(𝑥) имеем

det(𝜀𝑒 ∘ 𝜙)(𝑐(𝑥)) = det(𝜀𝒢 ∘ 𝜙)(𝑐(𝑥)) =
𝑡∏︁

𝑖=1

det 𝑐𝑖(𝑅𝑖),

что с применением случая (ii) завершает доказательство леммы.

Через (F*𝑞)𝑚 обозначим образ эндоморфизма возведения в натуральную степень 𝑚
мультипликативной группы конечного поля F𝑞.

Следствие 2. Пусть имеет место (2.1) и 𝑚 = НОД(𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑡, 𝑞 − 1). Тогда
образ отображения

det : 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) → F𝑞,

сопоставляющего 𝑝(𝑥)-циркулянту значение его определителя, равен (F*𝑞)𝑚 ∪ {0}.

Доказательство. В соответствии с (2.2)

∀𝑀𝑝(𝑥)(c) ∈ 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) det 𝑀𝑝(𝑥)(c) = 𝑎1𝑎2 · · · 𝑎𝑡, (2.3)

где
𝑎𝑖 = (𝑁𝑝𝑖(𝑥)(𝑐𝑖(𝑥)))𝑠𝑖 ∈ (F*𝑞)𝑠𝑖 ∪ {0}, 𝑖 ∈ [1, 𝑡].

Ясно, что det 𝑀𝑝(𝑥)(c) = 0 тогда и только тогда, когда в (2.3) найдется 𝑎𝑖 = 0. Пусть
det 𝑀𝑝(𝑥)(c) ̸= 0, 𝛼 – примитивный элемент поля F𝑞, 𝑚𝑖 (𝑖 ∈ [1, 𝑡]), – такие элемен-
ты Z𝑞−1, что 𝑎𝑖 = (𝛼𝑚𝑖)𝑠𝑖 . Тогда∏︁

𝑖∈[1,𝑡]

𝑎𝑖 =
∏︁

𝑖∈[1,𝑡]

(𝛼𝑚𝑖)𝑠𝑖 = 𝛼𝑀 , 𝑀 =
∑︁

𝑖∈[1,𝑡]

𝑚𝑖𝑠𝑖 ∈ (𝑠1) + · · ·+ (𝑠𝑡) = (𝑟) ⊆ Z𝑞−1,

где 𝑟 = НОД(𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑡). В силу сюръективности 𝑁𝑝(𝑥) для всех неприводимых
𝑝(𝑥) ∈ F𝑞[𝑥] [9; с. 77] каждый элемент идеала (𝑟) имеет прообраз относительно отоб-
ражения det. Но

(𝑟) = (𝑠1) + · · ·+ (𝑠𝑡) = (𝑠1) + · · ·+ (𝑠𝑡) + (𝑞 − 1) = (𝑚)

в Z𝑞−1, откуда
det 𝑀𝑝(𝑥)(c) = 𝛼𝑀 = (𝛼𝑢)𝑚 ∈ (F*𝑞)𝑚

для некоторого 𝑢 ∈ Z𝑞−1.
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3. Алгоритм построения обратимых 𝑝(𝑥)-циркулянтов. Рассмотрим задачу
случайного равновероятного выбора обратимого 𝑝(𝑥)-циркулянта, 𝑝(𝑥) ∈ F𝑞[𝑥] ∖ F𝑞.
В силу изоморфизма алгебр 𝐺𝐶𝑅𝑝(𝑥) и 𝐵𝑝(𝑥) она полиномиально сводится к зада-
че случайного равновероятного выбора элемента из 𝐵*

𝑝(𝑥). Так как 𝑝(𝑥)-циркулянт
обратим тогда и только тогда, когда определяющий его многочлен взаимно прост
с 𝑝(𝑥), то в случае приводимого 𝑝(𝑥) простейшим алгоритмом является выбор слу-
чайного многочлена 𝑓(𝑥)∈F𝑞[𝑥] степени не выше 𝑛− 1 и вычисление значения 𝑑(𝑥) =
НОД(𝑓(𝑥), 𝑝(𝑥)) в F𝑞[𝑥]. Если 𝑑(𝑥) ∈ F*𝑞 , то 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵*

𝑝(𝑥), иначе нужно выбирать
новый 𝑓(𝑥). Ясно, что описанный метод является вероятностным типа Лас-Вегас,
вследствие чего время его работы, а также количество запрошенных случайных эле-
ментов поля F𝑞 могут сильно изменяться от запуска к запуску. Построим алгоритм
случайного равновероятного выбора элемента из 𝐵*

𝑝(𝑥), свободный от указанных осо-
бенностей.

Пусть для многочлена 𝑝(𝑥) выполняется разложение (2.1) и

v𝑝(𝑥) = (𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥), . . . , 𝑝𝑡(𝑥)),

𝑆𝐹𝑝(𝑥) = 𝑝1(𝑥)𝑝2(𝑥) · · · 𝑝𝑡(𝑥).

Отметим, что многочлен 𝑆𝐹𝑝(𝑥) свободен от квадратов. Через 𝒪𝑞 и 𝒪*𝑞 обозначим
вероятностные машины Тьюринга, получающие на вход ленту 1𝑘 с 𝑘 (∈ N ∪ {0})
непустыми ячейками и возвращающие случайно и равновероятно выбранный мно-
гочлен степени не выше 𝑘 − 1 из множеств F𝑞[𝑥] и F𝑞[𝑥] ∖ {0} соответственно (при
𝑘 = 0 машины всегда возвращают нулевой многочлен). Дополнительно будем счи-
тать, что 𝒪𝑞 и 𝒪*𝑞 всегда завершают свою работу за полиномиальное время отно-
сительно 𝑘 и 𝑞, а также используют минимально возможное количество случайных
элементов. Для краткости машины 𝒪𝑞 и 𝒪*𝑞 будем называть оракулами.

Алгоритм GenPoly (случайный выбор элемента из 𝐵*
𝑝(𝑥)).

Вход: многочлен 𝑝(𝑥) (∈ F𝑞[𝑥] ∖ F𝑞 ), число 𝑡 – количество неприводимых делите-
лей 𝑝(𝑥), вектор v𝑝(𝑥) , многочлен 𝑆𝐹𝑝(𝑥) .

Выход: случайный элемент 𝐵*
𝑝(𝑥) .

Шаги алгоритма:
1. Для 𝑖 от 1 до 𝑡 с шагом 1 вычислить 𝑔𝑖(𝑥) = 𝒪*𝑞 (1deg 𝑝𝑖(𝑥)).
2. Положить w = (𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥), . . . , 𝑔𝑡(𝑥)).
3. Вычислить 𝑔(𝑥) = ResPoly(w,v𝑝(𝑥), 𝑆𝐹𝑝(𝑥)).
4. Вычислить 𝑔𝑛+1(𝑥) = 𝒪𝑞(1deg 𝑝(𝑥)−deg 𝑆𝐹𝑝(𝑥)).
5. Вычислить 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑔𝑛+1(𝑥) · 𝑆𝐹𝑝(𝑥) .
6. Вернуть 𝑓(𝑥) и выйти из алгоритма.

Конец алгоритма.

Замечание 1. Функция ResPoly, используемая на шаге 3, предназначена для
вычисления такого многочлена 𝑔(𝑥) наименьшей степени из 𝐵𝑆𝐹𝑝(𝑥) , что для всех 𝑖 ∈
[1, 𝑡] выполняется сравнение 𝑔(𝑥)≡ 𝑔𝑖(𝑥) (mod 𝑝𝑖(𝑥)). Разумно считать, что функция
ResPoly детерминирована и имеет полиномиальную оценку временной сложности
относительно степени 𝑆𝐹𝑝(𝑥), количества делителей 𝑡 и мощности поля F𝑞. В каче-
стве ResPoly можно воспользоваться, например, китайской теоремой об остатках
для многочленов и соответствующим алгоритмом, описанным в [11; с. 473].
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Замечание 2. Заметим, что

deg 𝑔(𝑥) < deg 𝑝(𝑥), deg 𝑔𝑛+1(𝑥) < deg 𝑝(𝑥)− deg 𝑆𝐹𝑝(𝑥),

поэтому все операции на шаге 5 достаточно производить в кольце F𝑞[𝑥].

Замечание 3. Для уменьшения вычислительной сложности алгоритма на шаге 1
можно параллельно использовать 𝑡 оракулов.

Лемма 4. Алгоритм GenPoly всегда завершает свою работу за конечное число
шагов и возвращает равновероятно выбранный элемент из множества 𝐵*

𝑝(𝑥) .

Доказательство. Так как оракулы 𝒪𝑞, 𝒪*𝑞 и функция ResPoly по предположе-
нию имеют полиномиальные оценки временной сложности, очевидно, что алгоритм
всегда завершает свою работу за конечное число шагов.

Легко видеть, что вектор w всегда содержит ненулевые элементы и в силу описа-
ния оракула 𝒪*𝑞 является равновероятно выбранным элементом группы 𝐺 = 𝐵*

𝑝1(𝑥) ⊕
· · · ⊕ 𝐵*

𝑝𝑡(𝑥). В соответствии с леммой 1 группа 𝐺 изоморфна группе 𝐵*
𝑆𝐹𝑝(𝑥)

, при-
чем изоморфизм осуществляется китайской теоремой об остатках, поэтому много-
член 𝑔(𝑥) является равновероятно выбранным элементом группы 𝐵*

𝑆𝐹𝑝(𝑥)
.

Рассмотрим эпиморфизм 𝛾 алгебр 𝐵𝑝(𝑥) и 𝐵𝑆𝐹𝑝(𝑥) , имеющий ядром нильрадикал
алгебры 𝐵𝑝(𝑥). Ясно, что сужение 𝛾 на 𝐵*

𝑝(𝑥) является эпиморфизмом групп 𝐵*
𝑝(𝑥)

и 𝐵*
𝑆𝐹𝑝(𝑥)

. Полный прообраз произвольного элемента 𝑔(𝑥) ∈ 𝐵*
𝑆𝐹𝑝(𝑥)

есть

𝛾−1(𝑔(𝑥)) = {𝑔(𝑥) + 𝑛(𝑥) | 𝑛(𝑥) ∈ rad(𝐵𝑝(𝑥))} ⊆ 𝐵𝑝(𝑥)*,

поэтому если равновероятно и случайно перебирать многочлены 𝑛(𝑥) ∈ rad(𝐵𝑝(𝑥)),
то многочлены 𝑔(𝑥) + 𝑛(𝑥) будут равновероятно и случайно пробегать 𝛾−1(𝑔(𝑥)). Но
в соответствии с доказательством леммы 1

rad(𝐵𝑝(𝑥)) = (𝑆𝐹𝑝(𝑥)) =
{︀
𝑑(𝑥) · 𝑆𝐹𝑝(𝑥) | 𝑑(𝑥) ∈ F𝑞[𝑥], deg 𝑑(𝑥) < deg 𝑝(𝑥)− deg 𝑆𝐹𝑝(𝑥)

}︀
,

что в сочетании с равновероятностью выбора 𝑔(𝑥) из 𝐵*
𝑆𝐹𝑝(𝑥)

и сюръективностью 𝛾
завершает доказательство леммы.

Вычислим оценку временной сложности алгоритма GenPoly в худшем случае.
Будем полагать, что базовые операции в поле F𝑞 (сложение, умножение, вычита-
ние, деление, присвоение и сравнение элементов) имеют временную сложность 𝑂(1).
Через 𝑅(𝑘) обозначим количество операций в поле F𝑞, выполняемых оракулами 𝒪𝑞,
𝒪*𝑞 при работе с лентой 1𝑘, а через 𝐹 (𝑡, 𝑛𝑆𝐹 ) обозначим количество операций в поле
F𝑞, выполняемых функцией ResPoly при запуске с параметрами w, v𝑝(𝑥), 𝑆𝐹𝑝(𝑥),
где 𝑡 – длина векторов v𝑝(𝑥), w, а 𝑛𝑆𝐹 = deg 𝑆𝐹𝑝(𝑥). Пусть 𝑀(𝑚1, 𝑚2) – количество
операций в поле F𝑞, необходимых для умножения двух многочленов из F𝑞[𝑥] степе-
ней 𝑚1 и 𝑚2 соответственно. Тогда количество операций, выполняемых алгоритмом
GenPoly, есть

𝑂

(︂ 𝑡∑︁
𝑖=1

𝑅(deg 𝑝𝑖(𝑥)) + 𝑅(𝑛− 𝑛𝑆𝐹 ) + 𝐹 (𝑡, 𝑛𝑆𝐹 ) + 𝑀(𝑛𝑆𝐹 , 𝑛− 𝑛𝑆𝐹 )
)︂

.

Если 𝑅(𝑘) = 𝑂(𝑘), в качестве функции ResPoly используется китайская теорема
об остатках и алгоритм из [11; c. 473], для которого 𝐹 (𝑡, 𝑛𝑆𝐹 ) = 𝑂(𝑛2

𝑆𝐹 ), а для
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умножения многочленов – алгоритм Карацубы [12; гл. 4.3.3], имеющий сложность
𝑀(𝑚1, 𝑚2) =𝑂(max{𝑚1, 𝑚2}log2 3), то результирующая оценка сложности алгоритма
GenPoly грубо упрощается до 𝑂(𝑛2). Отметим, что если в функции ResPoly и на
шаге 5 использовать более быстрые алгоритмы умножения многочленов, то оценку
сложности можно уменьшить до субквадратичной.

Предположим, что оракулы 𝒪𝑞, 𝒪*𝑞 при работе с лентой 1𝑘 используют не более 𝑘
случайных элементов поля F𝑞. Тогда общее количество случайных элементов, ис-
пользуемых алгоритмом GenPoly, не превышает 𝑛.

В заключение пункта отметим, что альтернативным к предлагаемому подходу
методом построения многочленов 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵*

𝑝(𝑥) является рассмотрение корней 𝑓(𝑥)
в некотором расширении F𝑞𝑠 поля F𝑞 (см., например, [13], для случая 𝑝(𝑥) = 𝑥𝑛 − 1).
Действительно, взаимная простота 𝑓(𝑥) и 𝑝(𝑥) исключает наличие общих корней
в поле разложения F𝑞𝑠 обоих многочленов, поэтому для построения 𝑓(𝑥) можно
случайно и равновероятно выбирать множество будущих корней из F𝑞𝑠 , не пересе-
кающееся с корнями 𝑝(𝑥), и затем решать задачу интерполяции. Однако указанный
подход либо требует арифметических действий в F𝑞𝑠 , где 𝑠 = 𝑛!, либо требует рабо-
ты со списком всех неприводимых многочленов кольца F𝑞[𝑥] степени не выше 𝑛, что,
по-видимому, практически неэффективно при довольно больших значениях 𝑛.

4. Алгоритмы построения 𝑝(𝑥)-циркулянтов с фиксированным значени-
ем определителя. По-прежнему зафиксируем 𝑝(𝑥) ∈ F𝑞[𝑥] ∖ F𝑞, элемент 𝑑 поля F𝑞

и рассмотрим задачу случайного равновероятного выбора 𝑝(𝑥)-циркулянта со зна-
чением определителя 𝑑. В соответствии со следствием из леммы 3 элемент 𝑑 должен
принадлежать множеству (F*𝑞)𝑚 ∪ {0}. Как и ранее, под выбором 𝑝(𝑥)-циркулянта
будем понимать построение его определяющего многочлена.

4.1. Для случайного равновероятного выбора необратимого 𝑝(𝑥)-циркулянта
(𝑑 = 0) заменим первый шаг алгоритма GenPoly на следующие три:

1.1. Вычислить 𝐼 = 𝒪*𝑆(1𝑡).
1.2. Для каждого 𝑖 ∈ 𝐼 присвоить 𝑔𝑖(𝑥) = 0.
1.3. Для каждого 𝑖 ∈ [1, 𝑡] ∖ 𝐼 вычислить 𝑔𝑖(𝑥) = 𝒪*𝑞 (1deg 𝑝𝑖(𝑥)).
Здесь 𝒪*𝑆(1𝑡) – вероятностная машина Тьюринга, получающая на вход ленту 1𝑡

с 𝑡 (∈N) непустыми ячейками и возвращающая случайно выбраное непустое подмно-
жество множества [1, 𝑡] в соответствии со следующим распределением вероятностей:

∀ 𝐼 ∈ 2[1,𝑡], 𝐼 ̸= ∅ 𝑃{𝒪*𝑆(1𝑡) = 𝐼} =
𝑘(𝐼)
𝑁0

, 𝑘(𝐼) =
∏︁

𝑖∈[1,𝑡]∖𝐼

(𝑞deg 𝑝𝑖(𝑥) − 1),

где 𝑁0 – общее количество векторов вида (𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑡(𝑥)), 𝑔𝑖(𝑥) ∈ 𝐵𝑝𝑖(𝑥), обладаю-
щих хотя бы одной нулевой компонентой. Легко проверяется, что описанная моди-
фикация алгоритма GenPoly позволит решить рассматриваемую задачу за конечное
число шагов с учетом предположений о конечности времени работы машины 𝒪*𝑆 и
используемом количестве случайных элементов.

4.2. Зафиксируем 𝑑 ∈ (F*𝑞)𝑚 и рассмотрим задачу случайного равновероятного
выбора 𝑝(𝑥)-циркулянта из множества

𝐵𝑝(𝑥)(𝑑) = {𝑐(𝑥) ∈ 𝐵𝑝(𝑥) | det 𝑀𝑝(𝑥)(c) = 𝑑}.
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В соответствии со следствием из леммы 3 𝐵𝑝(𝑥)(𝑑) непусто. По аналогии с преды-
дущим случаем модифицируем алгоритм GenPoly так, чтобы на шаге 1 вектор
(𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑡(𝑥)) случайно и равновероятно выбирался из множества

𝐺𝑝(𝑥)(𝑑) =
{︂

(𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑡(𝑥)) ∈ 𝐵*
𝑝1(𝑥) × · · · ×𝐵*

𝑝𝑡(𝑥)

⃒⃒⃒ 𝑡∏︁
𝑖=1

(𝑁𝑝𝑖(𝑥)(𝑔𝑖(𝑥)))𝑠𝑖 = 𝑑

}︂
.

Легко видеть, что в таком случае алгоритм GenPoly будет случайно и равновероятно
выбирать элементы 𝐵𝑝(𝑥)(𝑑).

Модификацию шага 1 произведем следующим образом. Пусть 𝐼 = {𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘}⊆
[1, 𝑡] – такое множество индексов наименьшей мощности, что

(𝑚) = (𝑠𝑖1) + (𝑠𝑖2) + · · ·+ (𝑠𝑖𝑘
) (⊆ Z𝑞−1).

Отметим, что если существует такой индекс 𝑖 ∈ [1, 𝑡], что 𝑠𝑖 = 1, то множество 𝐼
всегда состоит из одного элемента. Без потери общности будем считать, что 𝐼 =
[1, 𝑘]. В силу леммы 3 имеет место равенство

det 𝑀𝑝(𝑥)(𝑐(𝑥)) =
𝑡∏︁

𝑖=1

(𝑁𝑝𝑖(𝑥)(𝑐𝑖(𝑥)))𝑠𝑖 =
𝑘∏︁

𝑗=1

(𝑁𝑝𝑗(𝑥)(𝑐𝑗(𝑥)))𝑠𝑗 ·
𝑡∏︁

𝑖=𝑘+1

(𝑁𝑝𝑖(𝑥)(𝑐𝑖(𝑥)))𝑠𝑖 ,

где
∀ 𝑖 ∈ [1, 𝑡] 𝑐𝑖(𝑥) ≡ 𝑐(𝑥) (mod 𝑝𝑖(𝑥)).

Для каждого 𝑖 ∈ [𝑘 + 1, 𝑡] случайно равновероятно выберем элемент 𝑔𝑖(𝑥) из 𝐵*
𝑝𝑖(𝑥)

и вычислим

𝑑1 =
𝑡∏︁

𝑖=𝑘+1

(𝑁𝑝𝑖(𝑥)(𝑔𝑖(𝑥)))𝑠𝑖 ∈ (F*𝑞)𝑚.

Положим 𝑑2 = 𝑑 · 𝑑−1
1 (∈ (F*𝑞)𝑚), 𝑝(𝑘)(𝑥) = 𝑝𝑠1

1 (𝑥) · · · 𝑝𝑠𝑘

𝑘 (𝑥). В силу выбора 𝐼 множе-
ство 𝐺𝑝(𝑘)(𝑥)(𝑑2) непусто, поэтому случайно равновероятно из него выберем элемент
(𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑘(𝑥)) и составим вектор w = (𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑘(𝑥), 𝑔𝑘+1(𝑥), . . . , 𝑔𝑡(𝑥)). Ясно,
что w – случайно и равновероятно выбранный элемент 𝐺𝑝(𝑥)(𝑑).

Описанную модификацию шага 1 формализуем следующим образом:
1.1. Для 𝑖 от 𝑘 + 1 до 𝑡 с шагом 1 вычислить 𝑔𝑖(𝑥) = 𝒪*𝑞 (1deg 𝑝𝑖(𝑥)).
1.2. Вычислить 𝑑1 =

∏︀𝑡
𝑖=𝑘+1(𝑁𝑝𝑖(𝑥)(𝑔𝑖(𝑥)))𝑠𝑖 .

1.3. Вычислить 𝑑2 = 𝑑 · 𝑑−1
1 .

1.4. Вычислить (𝑔1(𝑥), . . . , 𝑔𝑘(𝑥)) = 𝒪𝑝(𝑥)(𝑘, 𝑑2), где 𝒪𝑝(𝑥)(𝑘, 𝑑2) – вероятностная
машина Тьюринга, получающая на вход ленту с двумя заполненными ячей-
ками, содержащими значения 𝑘 (∈ [1, 𝑡]), 𝑑2 (∈ (F*𝑞)𝑚), и возвращающая слу-
чайно и равновероятно выбранный элемент из 𝐺𝑝(𝑘)(𝑥)(𝑑2). Отметим, что
при выполнении данной модификации параметр 𝑘 должен быть включен во
вход алгоритма.

Приведем оценку сложности предлагаемой модификации в наихудшем случае.
Через 𝐷(𝑘, 𝑛) обозначим количество операций в поле F𝑞, выполняемых оракулом
𝒪𝑝(𝑥) при заполнении входной ленты значениями 𝑘 и 𝑑2, а через 𝑁(deg 𝑝(𝑥), 𝑠) обо-
значим количество операций в поле F𝑞, выполняемых при вычислении значения
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(𝑁𝑝(𝑥)(𝑔(𝑥)))𝑠. Тогда количество операций, выполняемых описанной модификацией
GenPoly, есть

𝑂

(︂ 𝑡∑︁
𝑖=𝑘+1

(𝑅(deg 𝑝𝑖(𝑥)) + 𝑁(deg 𝑝𝑖(𝑥), 𝑠𝑖)) + 𝐷(𝑘, 𝑛)
)︂

.

В заключение отметим, что сложность рассматриваемой модификации алгоритма
GenPoly зависит от степеней многочленов 𝑝𝑖(𝑥), 𝑖 ∈ 𝐼, поэтому при выборе множе-
ства 𝐼 необходимо учитывать эту особенность.

4.3. Построим алгоритм, реализующий работу оракула 𝒪𝑝(𝑥) из предыдущего
пункта. В полях F𝑞, 𝐵𝑝1(𝑥), . . . , 𝐵𝑝𝑘(𝑥) зафиксируем примитивные элементы 𝛼, 𝑎1(𝑥),
. . . , 𝑎𝑘(𝑥) соответственно. Для каждого 𝑖 ∈ [1, 𝑘] через 𝛾𝑖 обозначим такое наимень-
шее целое неотрицательное число, что 𝑁𝑝𝑖(𝑥)(𝑎𝑖(𝑥)) = 𝛼𝛾𝑖 , а через ℓ – такое наимень-
шее неотрицательное целое число, что 𝑑2 = 𝛼ℓ.

Лемма 5. Вектор

(𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥), . . . , 𝑔𝑘(𝑥)) ∈ 𝐵*
𝑝1(𝑥) ×𝐵*

𝑝2(𝑥) × · · · ×𝐵*
𝑝𝑘(𝑥)

принадлежит множеству 𝐺𝑝(𝑘)(𝑥)(𝑑2) тогда и только тогда, когда выполняется
сравнение

(𝑠1𝛾1)ℎ1 + (𝑠2𝛾2)ℎ2 + · · ·+ (𝑠𝑘𝛾𝑘)ℎ𝑘 ≡ ℓ (mod 𝑞 − 1), (4.1)

где для каждого 𝑖 ∈ [1, 𝑘] имеем

0 6 ℎ𝑖 < 𝑞deg 𝑝𝑖(𝑥) − 1, (𝑎𝑖(𝑥))ℎ𝑖 = 𝑔𝑖(𝑥).

Доказательство. Утверждение проверяется прямыми вычислениями с учетом
мультипликативности функции нормы.

В силу леммы 5 для случайного равновероятного выбора элемента из 𝐺𝑝(𝑘)(𝑥)(𝑑2)
достаточно случайно и равновероятно выбирать решения сравнения (4.1) относи-
тельно неизвестных величин ℎ1, . . . , ℎ𝑘 и вычислять вектор ((𝑎1(𝑥))ℎ1 , . . . , (𝑎𝑘(𝑥))ℎ𝑘).
Отметим, что переменные ℎ𝑖 в (4.1) принимают значения из множеств [0, 𝑞deg 𝑝𝑖(𝑥)−2]
соответственно. Формализуем рассматриваемый способ в виде алгоритма. Положим
𝑞0 = (𝑞− 1)/𝑚 и зафиксируем его разложение по степеням различных простых чисел

𝑞0 = 𝑞𝑒1
1 𝑞𝑒2

2 · · · 𝑞𝑒𝑟
𝑟 .

Для каждого 𝑖 ∈ [1, 𝑘] определим

ℓ𝑖 = 𝑠𝑖𝛾𝑖 (mod 𝑞 − 1), 𝑢𝑖 =
ℓ𝑖

𝑚
,

а для каждого 𝑗 ∈ [1, 𝑟] зафиксируем такое число 𝑐𝑗 ∈ [1, 𝑘], что НОД(𝑢𝑐𝑗
, 𝑞𝑗) = 1. От-

метим, что существование 𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ [1, 𝑟], следует из того, что НОД(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘, 𝑞0) = 1.
Пусть (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∈ Z𝑘

𝑞−1 – некоторое решение сравнения

(𝑠1𝛾1)𝑥1 + (𝑠2𝛾2)𝑥2 + · · ·+ (𝑠𝑘𝛾𝑘)𝑥𝑘 ≡ 𝑚 (mod 𝑞 − 1).
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Через 𝒪∞ обозначим вероятностную машину Тьюринга, которая получает на вход
ленту 1𝑙 с 𝑙 (∈ N ∪ {0}) непустыми ячейками и возвращает случайно и равновероят-
но выбранное неотрицательное целое число из множества [0, 𝑙 − 1]. Дополнительно
будем полагать, что 𝒪∞ всегда завершает свою работу за полиномиальное время
относительно log 𝑙 и использует при этом минимально возможное количество слу-
чайных элементов (отметим, что всегда можно построить оракул 𝒪∞, использую-
щий log 𝑙 + 𝑂(1) случайных бит).

Алгоритм RandChoice работы оракула 𝒪𝑝(𝑥).
Вход: 𝑘(6 𝑛) ∈ N, 𝑑2 ∈ F*𝑞 .
Выход: элемент из 𝐺𝑝(𝑘)(𝑥)(𝑑2) или символ ⊥.
Шаги алгоритма.
1. Вычислить такое наименьшее неотрицательное целое число ℓ, что 𝑑2 = 𝛼ℓ .
2. Вычислить 𝜌 = ℓ/𝑚. Если ℓ не делится нацело на 𝑚, то вернуть символ ⊥

и выйти из алгоритма.
3. Для 𝑖 от 1 до 𝑘 с шагом 1 вычислить 𝜌𝑖 = 𝑥𝑖 · 𝜌 (mod 𝑞 − 1).
4. Для 𝑗 от 1 до 𝑟 с шагом 1 выполнить следующее.

4.1. Для всех 𝑖 ∈ Λ𝑗 = [1, 𝑘] ∖ {𝑐𝑗} вычислить 𝑏𝑗𝑖 = 𝒪∞(1𝑞
𝑒𝑗
𝑗 ).

4.2. Вычислить 𝑏𝑗𝑐𝑗
= −𝑢−1

𝑐𝑗

∑︀
𝑖∈Λ𝑗

𝑢𝑖𝑏𝑗𝑖 (mod 𝑞
𝑒𝑗

𝑗 ).
5. Для 𝑖 от 1 до 𝑘 с шагом 1 выполнить следующее.

5.1. Вычислить 𝑏𝑖 = ResNumb((𝑏1𝑖, . . . , 𝑏𝑟𝑖), (𝑞𝑒1
1 , . . . , 𝑞𝑒𝑟

𝑟 ), 𝑞0).
5.2. Вычислить 𝜏𝑖 = 𝒪∞(1𝑚).
5.3. Вычислить 𝑧 = (𝑞deg 𝑝𝑖(𝑥) − 1)/(𝑞 − 1).
5.4. Вычислить 𝜆𝑖 = 𝒪∞(1𝑧).
5.5. Вычислить ℎ𝑖 = 𝜌𝑖 + (𝑏𝑖 + 𝜏𝑖 · 𝑞0 + 𝜆𝑖 · (𝑞 − 1)) (mod 𝑞deg 𝑝𝑖(𝑥) − 1).
5.6. Вычислить 𝑔𝑖(𝑥) = 𝑎ℎ𝑖

𝑖 (𝑥).
6. Вернуть вектор (𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥), . . . , 𝑔𝑘(𝑥)) и выйти из алгоритма.

Конец алгоритма.

Замечание 4. Функция ResNumb, используемая на шаге 5, предназначена для
вычисления такого элемента 𝑏𝑖 из Z𝑞0 , что для всех 𝑗 ∈ [1, 𝑟] выполняется сравнение
𝑏𝑖 ≡ 𝑏𝑗𝑖 (mod 𝑞

𝑒𝑗

𝑗 ). Будем считать, что ResNumb детерминирована и имеет полино-
миальную оценку временной сложности относительно log 𝑞0 и количества делите-
лей 𝑟. В качестве ResNumb можно воспользоваться, например, китайской теоремой
об остатках для целых чисел и соответствующим алгоритмом, описанным в [11].

Лемма 6. Алгоритм RandChoice всегда завершает свою работу за конечное
число шагов и, если множество 𝐺𝑝(𝑘)(𝑥)(𝑑2) пусто, то возвращает символ ⊥, иначе
возвращает случайно и равновероятно выбранный элемент из 𝐺𝑝(𝑘)(𝑥)(𝑑2).

Доказательство. Так как оракул 𝒪∞ и функция ResNumb по предположению
имеют полиномиальные оценки временной сложности, очевидно, что алгоритм все-
гда завершает свою работу за конечное число шагов.

Докажем корректность алгоритма. Для начала отметим, что разрешимость срав-
нения (4.1) однозначно определяется выполнимостью условия делимости ℓ на 𝑚, так
как

НОД(𝑠1𝛾1, 𝑠2𝛾2, . . . , 𝑠𝑘𝛾𝑘, 𝑞 − 1) = НОД(𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑘, 𝑞 − 1) = 𝑚 (4.2)
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(НОД(𝛾𝑖, 𝑞 − 1) = 1 для каждого 𝑖 ∈ [1, 𝑘]). Пусть 𝑚 делит ℓ. Легко проверяется,
что вектор (𝜌1, 𝜌2, . . . , 𝜌𝑘), компоненты которого вычисляются на шаге 3 алгорит-
ма, является решением (4.1). Фиксация (𝜌1, 𝜌2, . . . , 𝜌𝑘) устанавливает взаимно одно-
значное соответствие между всеми решениями сравнения (4.1) и всеми решениями
однородного сравнения

(𝑠1𝛾1)𝑦1 + (𝑠2𝛾2)𝑦2 + · · ·+ (𝑠𝑘𝛾𝑘)𝑦𝑘 ≡ 0 (mod 𝑞 − 1) (4.3)

вида (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑘), 0 6 𝑦𝑖 < 𝑞deg 𝑝𝑖(𝑥) − 1, определяемое формулами

∀ 𝑖 ∈ [1, 𝑘] ℎ𝑖 ≡ 𝜌𝑖 + 𝑦𝑖 (mod 𝑞deg 𝑝𝑖(𝑥) − 1).

В свою очередь множество решений сравнения (4.3) вида (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑘), 0 6 𝑦𝑖 <
𝑞deg 𝑝𝑖(𝑥) − 1, может быть очевидным образом получено из множества решений вида
(̂︀𝑦1, ̂︀𝑦2, . . . , ̂︀𝑦𝑘), 0 6 ̂︀𝑦𝑖 < 𝑞 − 1, того же сравнения по формулам

∀ 𝑖 ∈ [1, 𝑘] 𝑦𝑖 = ̂︀𝑦𝑖 + 𝜆𝑖(𝑞 − 1),

где 𝜆𝑖 – произвольное число из множества [0, (𝑞deg 𝑝𝑖(𝑥) − 1)/(𝑞 − 1)− 1]. В силу (4.2)
решения (̂︀𝑦1, ̂︀𝑦2, . . . , ̂︀𝑦𝑘) вычисляются из решений (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑘), 0 6 𝑏𝑖 < 𝑞0, сравне-
ния

𝑠1𝛾1

𝑚
𝑦1 +

𝑠2𝛾2

𝑚
𝑦2 + · · ·+ 𝑠𝑘𝛾𝑘

𝑚
𝑦𝑘 ≡ 0 (mod 𝑞0) (4.4)

по формулам
∀ 𝑖 ∈ [1, 𝑘] ̂︀𝑦𝑖 = 𝑏𝑖 + 𝜏𝑖𝑞0,

где 𝜏𝑖 – произвольное число из множества [0, 𝑞0 − 1]. Наконец, каждое решение (4.4)
с помощью китайской теоремы об остатках может быть получено из множества реше-
ний вида {{𝑏𝑗𝑖}𝑖∈[1,𝑘]}𝑗∈[1,𝑟], 0 6 𝑏𝑗𝑖 < 𝑞

𝑒𝑗

𝑗 , совокупности сравнений

∀ 𝑗 ∈ [1, 𝑟]
𝑠1𝛾1

𝑚
𝑏𝑗1 +

𝑠2𝛾2

𝑚
𝑏𝑗2 + · · ·+ 𝑠𝑘𝛾𝑘

𝑚
𝑏𝑗𝑘 ≡ 0 (mod 𝑞

𝑒𝑗

𝑗 ). (4.5)

Алгоритм RandChoice на шаге 4 осуществляет случайный выбор решения совокупно-
сти (4.5), на шаге 5 вычисляет соответствующее решение сравнения (4.4), выполняет
случайный подъем к решению вида (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑘), 0 6 𝑦𝑖 < 𝑞deg 𝑝𝑖(𝑥) − 1, однород-
ного сравнения (4.3), и получает в итоге искомое решение вида (ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑘), 0 6
ℎ𝑖 < 𝑞deg 𝑝𝑖(𝑥) − 1, сравнения (4.1), причем в силу предположения о работе ораку-
ла 𝒪∞ любое из вычисляемых на шаге 5.5 решений равновозможно. Корректность
алгоритма вытекает теперь из утверждения леммы 5.

Приведем оценку временной сложности алгоритма RandChoice в худшем случае.
Для этого расширим модель вычислений и будем дополнительно полагать, что базо-
вые операции в кольце вычетов Z𝑞−1 (сложение, умножение, вычитание, деление,
присвоение и сравнение элементов) имеют временную сложность 𝑂(1). Можно счи-
тать, что временная сложность шага 1 есть 𝑂(

√
𝑞 ) (например, в случае исполь-

зования алгоритма согласования Гельфонда). Через 𝑅∞(log 𝑙) обозначим функцию
сложности оракула 𝒪∞ при работе с лентой 1𝑙, а через 𝐶𝐷(𝑞, deg 𝑓(𝑥))) – сложность
возведения в степень ℎ, 0 6 ℎ < 𝑞deg 𝑓(𝑥)− 1, примитивного элемента 𝑎(𝑥) в поле 𝐵𝑓(𝑥).
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Нетрудно видеть, что вычислительная сложность алгоритма RandChoice при этом
в наихудшем случае есть

𝑂

(︂
𝑟 · 𝑘 + 𝑅∞(𝐿 log 𝑞) +

𝑘∑︁
𝑖=1

𝐶𝐷(𝑞, deg 𝑝𝑖(𝑥))
)︂

, 𝐿 =
𝑘∑︁

𝑖=1

deg 𝑝𝑖(𝑥),

а общее число используемых случайных бит не превосходит 𝐿 log 𝑞 + 𝑂(1).
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