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Пусть {£п} — критический ветвящийся процесс в случайной среде с дробно-
линейными производящими функциями. Показано, что при некоторых услови­
ях при х —¥ оо 

где со — положительная постоянная. 

1. Пусть последовательности случайных величин 

оо 

1гп = {п£\7г(п
1\...}) T T W ^ O , г = 0 , 1 , . . . , £ > £ > = 1, n € N 0 = { 0 , l , 2 , . . . } , 

г=0 

одинаково распределены и независимы при разных п. Введем производящие функ­
ции 

/„(*) = 4° ) + т#>* + T T £ V -f . . . , п е No. 

Последовательность неотрицательных целочисленных случайных величин {£п,п € 
No} называется ветвящимся процессом в случайной среде {7rn,n e No}, если 

М(в* я + 1 | £ 0 , £ ь - - - ,^п,7Г0,7Г1,... ,*ГП) = (/П(«))*Я , n € N 0 

(для простоты изложения будем считать, что £0 = 1). 
Рассмотрим последовательность независимых одинаково распределенных пар слу­

чайных величин (XL, 771), (X2,772),..., где 

xt = lnfU(i), щ = fUWKVUW2), i e N. 
Будем предполагать, что процесс {£п} является критическим, то есть МХ\ = 0, и 
выполнены условия 

(a) конечны МХ$, М771, MXir/i, причем МХ% — а2 > 0; 

(b) производящие функции / n ( s ) дробно-линейны. 

В настоящей работе устанавливаются следующие результаты. 
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Теорема 1. Пусть {£п} — критический ветвящийся процесс в случайной среде 
{ТТП}, выполнены условия (а), (Ь) и Мехр(—Х\) < оо, тогда при х —>• оо 

( supfn > ж) со 
In ж' 

где со — положительная постоянная. 

Теорема 2. В условиях теоремы 1 при х -> оо 

Пусть Т = inf{n: £п = 0} — момент вырождения {£п}- Доказательство указан­
ных теорем существенно опирается на следующий результат, установленный в [1]:'в 
условиях теоремы 1 при п —> оо 

{1п(£М + 1 ) / W n ) , t € [0,1] | Г > n} A {W+(t), t € [0,1]}, (1) 

где W+(£) — броуновская извилина [2], знак —> означает сходимость по распреде­
лению в пространстве D[0,1] с топологией Скорохода [3]. Заметим, что в работе [4] 
соотношение (1) доказано без предположения (Ь), но при более ограничительных 
условиях на моменты, чем (а). 

Указанные теоремы имеют интересные следствия для возвратного случайного 
блуждания в случайной среде. Обозначим £п число переходов блуждающей частицы 
из точки п в п-Ы до момента 8Г первого после нуля достижения полуоси (—оо, 0]. Как 
нетрудно понять, {£п} является критическим ветвящимся процессом в случайной 
среде с дробно-линейными производящими функциями, поэтому в силу теоремы 1 
(при выполнении некоторых ограничений на вероятности перехода) при х —> оо 

s u
n

p C - > a ; )~ i^-
Поскольку в рассматриваемой ситуации число переходов из точки п в п+ I равно 
числу переходов из точки п + 1 в п, 

оо 

2£с« = ^. 
п=0 

Отсюда ввиду теоремы 2 следует, что при х —> оо 

Р(&>х)~^-. тх 

2. В этом разделе рассматриваются некоторые факты, касающиеся случайного 
блуждания с нулевым сносом и броуновской извилины W+(t). Будем понимать под 
W+(t) при t > 1 стандартное броуновское движение, начинающееся из W + ( l ) . Пусть 

r = in f{£>0: W + ( t ) = 0 } . 

Заметим, что W+(t) > 0 при t € (0,1], поэтому г > 1. 
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Пусть X i , X 2 , . . . — независимые одинаково распределенные случайные величи­
ны, причем MXi = О, ЪАХ* = сг2, 0 < а < оо. Положим 

So = О, 5П = / ^Xj, 
г=\ 

Yn(t) = 5 M / (o -Vn) , n € N, t € [0, оо). 

Пусть т\ — inf{n: Sn < 0}. Известно [5, 6], что при п -> оо 

P(TI > n ) ~ c i A / n , (2) 

где ci — положительная постоянная, и 

{Уп(*),£ <= [0,оо) | Г! > n} A {^ + ( t ) , t G [0,оо)}, (3) 

где знак —> означает сходимость по распределению в пространстве £)[0, оо) с топо­
логией Скорохода [7]. 

Л е м м а 1. При любых к £ N , неотрицательных t i , х\,... ,tk,Xk и а > 1 

P ( ^ + ( t i ) < X i , i = l , . . . , f c ; r > a ) = - p P ^ + ^ / a ) < ж*/>/а,г = 1 , . . . ,fc). 
y d 

Доказательство. Очевидно, что 

P(W+(ti) <ж*,г = 1 , . . . ,fc;r > a ) = p ( V + ( ^ ) <ж»,г = 1 , . . . ,/с; inf W+ (*) > 0 J 
\ *€[1,а] / 

Ввиду соотношений (2), (3) последняя вероятность равна 

lim Р ( S[nti]/(ay/n) < ж», г = 1 , . . . , к; inf S[nt]/(ay/n) > 0 | n > n ) 
п-»оо у l J t€[l,a] / 

= lim P(5[nt.]/((j>/n) < Xi, i = 1 , . . . , fe; rx > na) 
P(ri > n) 

= lim P(S[na{ti/a)]/((Ty/na) ^ ач/д/а, г = 1 , . . . , A; | rx > na) l 

n->oo L n V\T\ > П) 

= P(W+(ti/a) < Xi/^/S, i = 1, • • • , fc)~7=-

Лемма 1 доказана. 

Л е м м а 2. При любых к € N , неотрицательных t\,x\,... ,tk,Xk и а > \ 

P(W+(U Л т) < X», г = 1 , . . . , fc; т > a) 

= - ^ Р ( ^ + ( ( * г / а ) Л т ) ^ ^ / ^ а , г = 1 , . . . ,fc). (4) 

Доказательство. Если t» ^ a, г = 1 , . . . ,/с, то утверждение леммы 2 следует из 
леммы 1. Доказательство в общем случае проведем по индукции по числу точек 
t i , . . . ,£*;• Не ограничивая общности, можно считать, что t\ < t<i < . . . < tk, причем 
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ti ^ а, поэтому в силу сказанного первый шаг индукции очевиден. Пусть (4) верно 
при некотором fc € N и t^+i > £&. Покажем, что 

P(W+(UAT) < ж»,г = 1 , . . . ,к + 1;т > а) 

= l p ( l V + ( ( t i / o ) A r ) <х 4 Д/5 ,1 = 1 , . . . ,fc + l ) . (5) 

В силу сказанного достаточно рассмотреть случай tk+i > а- Представим левую часть 
(5) в виде суммы 

P{W+{U Л г) ^ xi} г = 1 , . . . , к + 1; г > а) = Рх + Р2 , (6) 

где 

Рх = P(W + ( t i Л г) < х4, г = 1 , . . . , к + 1; г > t fc+1), 
Р2 = р ( 1 У + ( ^ Л г ) ^Жг,г = 1 , . . . ,k + l ; a < T < t f c + i ) . 

Учитывая лемму 1, получаем, что 

Рх = Р(1У+(ti) < хи г = 1 , . . . , /с + 1; т > tfc+i) 
1 

_ P{W+(U/tk+1) ^ хг/y/ik+i, г = 1 , . . . , к + 1). (7) 

Далее, поскольку H ^ + ^ + i Л т) = VT+(T) = 0 при г ^ £fc+i, то 

Р2 = P(W+{UAT) ^xui = 1 , . . . ,к-а<т ^tk+1) 
= P{W+(UAT) ^ ж4,г = 1 , . . . ,fc;r > a) 

- Р(И^+(£г Л г) < ж», г = 1 , . . . , fe; г > tfc+i), 

откуда по предположению индукции находим, что 

Р2 = - L p ( ^ + ( ( t i / a ) Л г) ^ Хг/Va, г = 1 , . . . , fc) 

- - ~ L = P ( W + ((ti/tfc+i) Л т) < Хг/^Ги г = 1 , . . . , fc). (8) 

Представим теперь правую часть (5) в виде 

-^=P{W+({U/a) Л т) < ж*/>/5, г = 1 , . . . , к + 1) = Рз + Р4 , (9) 
у a 

где 

Рз = -^Р{\¥+((и/а) Л т) < Xi/VS, г = 1 , . . . , fc + 1; т. > t f c + i /a) , 

Р4 = - 7 :P(VF + ( ( t i /a ) Л г) < я4/>/а, г = 1 , . . . , fc + 1; т < t f c + i /a) . 

Учитывая лемму 1, видим, что 

Рз = -^P{W+(ti/a) ^Xi/Va,i = 1 , . . . ,fc + 1;т > t f c +i/a) 
^ (Ю) 

= -s=P{W+(ti/tk+1) ^ xi/y/i^,i = 1,... ,к + 1). 
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Наконец, W+((tk+i/a) Л г) = W+{r) = 0 при г < £fc+i/a, и поэтому 

РА = -=P(W+{(U/a) Л т) ^ Xi/y/a,i = 1 , . . . ,к;т < ^ + 1 / а ) 

>/а 
P(W+((*i/a) Л г) ^ Хг/Va, i = l , . . . , fc) 

1 
у/а 

P(W+((U/a)AT) ^Xi/y/a,i = l , . . . ,fc;r > t f c + 1 /o), 

откуда по предположению индукции следует, что 

Р4 = -7=P(W+((*i/a) Л т) ^ х*/>/а, t = 1 , . . . , к) у/а 
1 zP(W^((ti/tM) Л г) ^ Xi/y/tk+i, г = 1,... , Л). (11) 

В силу соотношений (7), (10) и (8), (11) 

Р\ — Рз, Р2 = РА, 

откуда, учитывая (6) и (9), приходим к (5). Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. При любом фиксированном е > 0 

1, 
lim - Р sup IW+ft) - W+(l) | > е = 0. 
*К> d y t€[i-a,i] J 

Доказательство. В силу соотношения (3) 

Р sup \W+(t) - W+(l)\ > в ) = lim P sup 
\t€[l-*,l] / n - K X ) \ t€[l-5,l] 

но последняя вероятность не превосходит 

S[nt] Sn 

Oy/n Oy/n > e r\ > n , 

P ( n > n ( l - . ) ) p g u p 

P(ri >n) lt€[l-*,l] 
S[nt] _ Sn 

Oy/n Oy/n > e П > n(l - <J) , 

откуда, учитывая соотношение (2), независимость случайных событий 

sup \S[nt]/(oy/n) - Sn/(oy/n)\ > е } , {п > п{1 - J)} 
t€[l-*,l] I 

и теорему Донскера, получаем, что 

1 
Р sup \W+(t)-W+(l)\>e)< / = — , - . - . sup \W(t)-W(l)\>e] , 
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где W(t) — стандартное броуновское движение, начинающееся из нуля. Осталось 
заметить, что 

Р | sup \W{t)-W{l)\>e\^2P\ sup \W(t)-W(l-6)\>^-) 
\t€[i-*,i] J \teli-s,i) 2J 

= 2P[ sup \W(t)\>6-) 

= 2 P ( sup \W(t)\>^), 
Vt€[o,i] 2VSJ 

и (см., например, [3]) 

И т Ы sup | W ( t ) | > - ^ ) = 0 . (12) 

Лемма З доказана. 

Наряду с последовательностью случайных величин Х^ г е N, рассмотрим по­
следовательность неотрицательных случайных величин т^, г £ N, предполагая при 
этом, что пары (Xi,r/i), ( Х г , ^ ) , . •. независимы и одинаково распределены. Поло­
жим 

п - 1 

ап = е Sn, Ъп = ^гц+хе 5 i , b0 = О, n <E N 0 

г=0 

Лемма 4. Пусть MT?I < оо w an + 6n ^ 1 npw всех n £ N, тогда при любом 
фиксированном е > О 

1 / 1 \ ехр(е<тл/п) 

lim lim 7 м ! 1 т 1 = 0. 
510 n->oo £ ^ а[6п} + Ьг5 п] / 

ехр(есгл/п) 

*[<5п] + °[5п] , 

Доказательство. Очевидно, что 

где 

1 \ ехр(е<ту/п) 

М ( 1 — — ) = M^S) + М 2 ( М ) , (13) 

1 - — — ; sup (-54)/(сг^п) > S-
\ ai6n]+b[5ri\J t€[0,H 2 , 

( / -i xexp(eo -V^) N 

( 1 - г — ; sup (-Si)/((7Vn) < r 
Поскольку 

M i ( M ) < P I sup (Si)/(ay/n) > S- I , 
U€[0,H 2 / 
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в силу теоремы Донскера и соотношения (12) 

lim lim -Mi(n,6) < l im'-P ( sup W(t) > -

= lim i p ( sup W(t) > - f - | = o. (14) 
W 6 U[o i] 2^6 I 

Теперь рассмотрим M2(n, S). Если 

sup ( - S i ) / ( ( 7 ^ ) < (e/2), 
г€[0,<5п] 

p£(Tx/n „ecry/n „ecry/n/2 
TO 

а[и + Ь[и ^ supi6[0il5n]e-^(i + EiinJ-4+i) ^ i + Е Й - 1 w+i' 
По усиленному закону больших чисел последнее выражение с вероятностью 1 стре­
мится к бесконечности при п —>• оо, поэтому если 

sup (Si)/{<ry/n) < (5/2), 
ге[0,5п] 

то с вероятностью 1 (учитываем неравенство (1 — х)а < е~ах при :г € [0,1],а > 0) 

(
.. ч e x p ( e a V

/ n ) 

1 Г7Г- = °' 
а[5п] + b[Sn] J 

откуда по теореме о мажорируемой сходимости при любом фиксированном S > 0 
lim M 2 ( M ) = 0 . (15) 

п—>оо 

Из соотношений (13)—(15) следует утверждение леммы 4. 

3. В этом разделе обобщается соотношение (1). 

Теорема 3. В условиях теоремы 1 при п —> оо 

{1п(£М + \)/{ау/п),г € [0, оо) | Г > п} A {W+ ( i Лт) ,<€ [0, оо)}. 

Доказательство. Сначала з^становим сходимость конечномерных распределений по­
следовательности случайных процессов 

Zn{t) = H ^ l \ t e [ 0 , o o ) , n € N , 

рассматриваемых при условии Т > п. Возьмем произвольные k e N и неотрица­
тельные £ i , x i , . . . ,tk,Xk, причем ti < t2 < . . . < tk- Надо доказать, что 

lim P(Zn(U) ^xui = 1 , . . . ,fc | T > n ) = Р ( Г ( и г ) <х»,1 = 1 , . . . ,fc). (16) 
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Если tk ^ 1, то это следует из соотношения (1), поскольку г > 1 и 

W+(UAT) = W+(U), t = l , . . . ,fc. 

Доказательство в общем случае проведем индукцией по числу точек £ i , . . . ,£&. Не 
ограничивая общности, можно считать, что t\ ^ 1, поэтому в силу сказанного пер­
вый шаг индукции очевиден. Пусть (16) верно при некотором к е N и t^+i > tk-
Покажем, что 

ton P(Zn(U) ^xui = 1 , . . . ,fc + l | T > n ) = P(Vr + (^Ar) ^жг,г = 1 , . . . ,/c + l ) . 
П->СХ) 

(17) 

В силу сказанного достаточно рассмотреть случай t^+i > 1. Очевидно, что 

P(Zn(ti) ^ хи г = 1 , . . . , к + 1; Т > п) = Р^п) + Р2{п), (18) 

где 

Р!(п) = P{Zn(U) ^ хи г = 1 , . . . , к + 1; Т > n**+i), 
Рг(п) = P(Z„(*i) ^ж*,г = 1 , . . . ,fc + l ; n < r ^ n t * + i ) . 

В [8] установлено, что если выполнены условия (а), (Ь), то при п —> оо 

Р(Т > n) ~ 4=, (19) 
у/П 

где С2 — положительная постоянная. Ввиду соотношений (1), (19), учитывая, что 
U/tk+i ^ l , i = l , . . . , f c + l, получаем, что 

Pi(n) P ( T > n t f c + i ) p / 1 / -
п1Тос Р(Т>П) = nh-?L Р(т>п) p^iintk+1iu/th+l)] + i)/(^vW^) 

< Xi/y/tk+i, i = l , . . . , k + l | T > ntfc+i) 

- - ^ = P ( W + ( t i / t f c + i ) < а*, г = 1 , . . . , fc + 1). (20) 

Если T ^ ntfc+i, то ln(^[ntfc+1] + 1) = 0 и неравенство Zn(tk+i) ^ #fc+i выполняется 
автоматически, поэтому 

Р2{п) - P(Zn(U) < х*, i = 1 , . . . , fc; n < Г ^ nt fc+i) - P3(n) - P4(n), 

где 

P3(n) = P(Zn(U) ^ xu i = 1 , . . . , fc; T > n), 
^4(n) = P(Zn(ti) ^ ж.,1 = 1 , . . . ,fc;T > ntfc+i). 

По предположению индукции 

lim E ^ 4 = P ( W + ^ A r ) ^ ^ ' t = l,...,fc), (21) 
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Аналогично (20) выводится, что 

lT p ^ ^ T = - i = P ( W + ( * i / * * + i ) < x 4 , < = l , . . . , f c ) . (22) 

Из соотношений (18), (20)-(22) следует, что левая часть (17) равна 

^ ^ ( р ( ^ + ( ^ ) ^ ^ , г = 1,...,А: + Л _ P ( V + ( ^ ) ^ , * = 1,...,AA) 

+ P(W+{UAT) ^ ^ , г = 1 , . . . ,fc), 

и с учетом леммы 1 получаем для нее представление 

P{W+(ti)^Xi,i = l,... ,fc + l ; r > t i b + i ) - P ( W + ( t i ) < a : i , i = l 1 . . . , Л ; г > ^ + 1 ) 
-f Р ^ + ^ Л т ) <ж4,г = 1 , . . . ,fc). 

Осталось заметить, что правая часть соотношения (17) равна 

P(W+(UAT) <ж»,г = 1 , . . . ,fc + l T > t f c + i ) 
+ Р (И н " (^Лт ) ^ж»,г = 1 , . . . ,fe + l ;r<tjfe+ i) 

= P ( W + ( t i ) < *г, г = 1, . . . , к + 1; Г > tfc+x) 

+ P(W+(t< Л г) < хи г = 1 , . . . , /с; г ^ *fc+1) 
= P(VTh(*i) ^ хи г = 1 , . . . , к + 1; т > tfc+1) 

+ P(W r + ( t i Ar) <ж*,г = 1 , . . . ,*) 
- P ( W + ( t i ) <я?г,г = 1 , . . . , f c ; r> t f c + i ) . 

Итак, соотношение (17) доказано, а следовательно, установлена сходимость конеч­
номерных распределений. 

Для функции f € D[u,v], 0 ^ и < v < оо, введем модуль непрерывности 

wf(6, и, v) = sup |/(5) - f(t)\, 

где супремум берется по всем s,t таким, что 

s,te[u,v], \t-s\<5, 5 е (0,оо). 

Покажем, что при любом фиксированном v > 0 

lim lim P(wZn (S, 0, v) > e I Г > n) = 0. (23) 
54,0 n—юо 

Если v ^ 1, то соотношение (23) является следствием (1). 
Пусть v > 1. Без ограничения общности можно считать, что v — 1 кратно S. 

Положим (v — 1)/5 — 1 = ко. Очевидно, что 

P(wZn{5,0,v) > e,T>n) 
ко 

= P(wZn(S,0,v) > е,Т > vn) + Y^P{wZn(6,0,v) > е,Т е (п(1 + к6),п(1 + (к + 1)6\). 
fc=0 
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Преобразуем отдельное слагаемое суммы, стоящей справа. Ясно, что 

P(wZn (5,0, v) > е, Г € (n(l 4- fc5, п(1 4- (fc 4- 1)5)]) 
= P(wZn (5, 0,1 + (fc -f 1)5) >e,Te (n(l + fc5), n( l 4- (fc 4- 1)5)]) 
= P(wZn (5,0,1 + (fc + 1)5) > e, T > n( l 4- fc5)) 

- P(ti;z„ (5,0,1 + (fc + 1)5) > e% T > n(l + (fc 4- 1)5)) 
= (P(wzn (5,0,1 + kS) > e, T > n(l 4- kS)) 

- P{wZn (5,0,1 + (fc 4- 1)5) > e, T > n(l + (fc + 1)5))) 
4- (P(^z n (5,0,1 4- (fc 4-1)5) > e, T > n(l 4- fc5)) 
- P(wZn (5,0,1 + fc5) > e, T > n(l 4- fc5))). 

Обозначим первое и второе выражения, стоящие в скобках в последнем члене ра­
венства через а,к{п,6) и bk(n,5) соответственно. Положим 

ко 
5i(n,5) = Y^ak{n,5), ' 

к=0 
ко 

S2(n,6) = J2bk(n>S). 
fc=0 

Таким образом, 

P{wZn(6,0,v) > е, Т > п) = P(wZn(6,0,v) > е, Т > vn) + 5i(n) + S2{n). (24) 

Нетрудно видеть, что 

Si(n,5) = P(wZn(6,0,1) >е,Т>п)- P{wZn(8,0,v) > s,T > nv), 

и поэтому, учитывая справедливость соотношения (23) при v = 1, получаем, что 

! & Ш в № ч ч(Р(^гп(Д,0,«) > £,Т > пи) + 5i(n,<5)) = 0. (25) 

Рассмотрим теперь 5г(п, 5). Заметим, что 

bfc(n,8) = P(wZn{8,0,1 + fc<5) < г,wZ n(8,0,1 + (fc + 1)8) > е,Т > п(1 + кб)) 
< P(wz„(5,1 + (fc - 1)5,1 + (к + 1)5) >е,Т>п(1 + кб)) 
= ck(n,6) + dk(n,6), 

где 

ск(п,5) = P(wZn(6,1 + (к- 1)6,1 + {к + 1)6) >е,Т>п{1 + {к + 1)6)), 
dk{n,8) = P(wZn(8,1 + (fc - 1)6,1 + (fc + 1)8) >e,Te (n(l + kS),n(l + (fc + 1)8)}). 

Итак, 

S2{n,8)^S3(n,8) + S4(n,6), (26) 
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где 
ко 

S3(n,6) = y^cfe(n,J), 
к=0 
ко 

S4{n,5) = ^dk(n,5). 
fc=0 

Рассмотрим Ck(n, 6). Зафиксируем к между 0 и ко и положим 

1 + (к- 1)6 = ti, 1 + (к + 1)6 = t2, nt2=n. 

Ясно, что 

ск(п,6) ^ 2Р sup | Zn{t) - Zn(t2)\ > е/2,Т> п 
\tZ\tlte] ) 

2Р sup 
V«€[ t i , t 2 ] 

m£[n(t/t2)] _ In £[„] 

ay/ft a\ffi 
>mT>h, 

но последняя вероятность, деленная на Р(Т > n), ввиду соотношения (1) стремится 
при п —> оо к 

Р ( sup \W+(t/t2) - W+{1)\ > - 4 = I < Р [ sup |W+(*) - W + ( l ) | > 'S 

^€[ti,*2] 2V?2 у ^«€[1-25,1] 

Следовательно, учитывая, что Р(Г > n) ^ P(T > п), получаем, что 

S 3 ( M ) ^ - 1 ' 

2^v 

lim ^ sup | W + ( t ) - W + ( l ) | > 
2 у ^ 

(27) 

n-»oo P ( T > П) * J \ t € [ l - 2 5 , l 

Применяя теперь лемму 3, приходим к равенству 

lim lim ^,m —г = 0. 
610 n-+oo P ( T > ft) 

Наконец, рассмотрим dk(n,6). Очевидно, что 

dk(nj) < P ( 3 s i , 5 2 G [*ь*2]: ^n(si) >s,Zn(s2) = 0) 

= P(3ni ,n 2 € [[n*i],n*2]: и > ee">^ - l ,£n a = 0). 

Положим 
x(e, n) = exp(ecr\/n) — 1 

и пусть Тх означает момент первого достижения полуоси (ж, оо) случайной последо­
вательностью {^n,n ^ [nti]}. Тогда 

P 7 r (3n b n 2 € [[nti],nt2]: ^П1 >х(£,п) ,£П 2 = 0 ) 

= £ P - f e > » ) = m,^m = I)(Pim )(T < nt2 - m))<, (29) 
m,l 

(28) 

file:///tZ/tlte
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где суммирование ведется п о т е [ [ ^ I ] , ^ ] » I € {х{£,п),ос), Р^ означает, что ве­
роятность находится при фиксированной среде {тгп}, а Р^ т означает, что рассмат­
ривается ветвящийся процесс, начинающийся с одной частицы из т—го поколения. 
Известно [9], что при п € No 

PAT < n) = 1 - —J-7-, 

откуда вытекает, что при т € [[nti],n*2], ' € (ж(е, п),оо) и достаточно больших (в 
зависимости от S) п 

^ М(Р»(Г < 35п))х(е 'п) (30) 

< М ( 1 
0[3«n] + b[3Sn] 

Из соотношений (28)-(30) получаем, что при достаточно больших п 

dk(n,6) ^ J > ( f x ( £ , n ) = m,U = / ) М ( Р М ( Г ^ п*2 - т))1 

т,1 

/ 1 \ ехр(ео-Л/п) 
< М 1 — Р(Г > nh). 

exp(ecrv/n) 

<1[36п] + &[3<5п 

Поскольку Р(Т > п) ^ Р(Г > nti), то 

п-»оо Р(Г >п) 5 \ (1[36п] + Ь[3<5п] 

Применяя теперь лемму 4, приходим к равенству 

Um щи £gh*L = о. (31) 
$±0 n-+oo Р(Г > n) V ' 

Из соотношений (26), (27) и (31) вытекает, что 

И т Ш п - ^ ^ = 0. (32) 
610 п->оо Р(Т > п) K J 

Из соотношений (24), (25) и (32) следует соотношение (23). Из сходимости конечно­
мерных распределений и соотношения (23) в силу теорем 15.1 и 15.5 из [3] получаем 
утверждение теоремы 3. 

Теорема 4. В условиях теоремы 1 при п -> оо 

fln(g[nt] + l)^ «^ 1 _£̂  + Л t € 
[ сг0г n J 

Доказательство. Поскольку вторая компонента линейно зависит от £, ввиду теоре­
мы 3 достаточно доказать, что сходятся конечномерные распределения последова­
тельности двумерных случайных процессов 

{Zn(t),tT/n, t е [0, оо) | Т > п}, 

4 Дискретная математика, т. 11 №2 
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а для этого достаточно показать, что при любых фиксированных к G N, неотрица­
тельных t\, х\,... ,tk,Xk на 

lim P(Zn(U) < Xi, г = 1 , . . . , к; Т/п > а \ Т > п) 

= P(W+(tiAT) < x i , i = l , . . . ,к;т>а). (33) 

Если о € (0,1], то при условии Т > п автоматически выполняется неравенство 
Т/п > а, кроме того, известно, что т > 1, поэтому (33) сразу следует из теоремы 3. 

Пусть а > 1. Тогда 

P(Z„(ti) ^Xi,T/n>a\T> n) 

Р(Т>п) V aV™i у/а ' J 

Отсюда ввиду теоремы 3 и соотношения (19) следует, что 

lim P(Zn(ti) < х{,Т/п> а\Т>п) 
п—>оо 

= _ p ( W + ( ( t 4 / a ) Л г) ^ Xi/y/a, i = 1 , . . . , к). (34) у/а 

По лемме 2 правые части соотношений (33) и (34) совпадают. Итак, доказана спра­
ведливость соотношения (33), а, следовательно, и теоремы 4. 

Пусть £>о[0,оо) — подмножество в £>[0,оо), состоящее из всех неубывающих не­
отрицательных функций. Рассмотрим на £>о[0,оо) топологию, индуцированную то­
пологией Скорохода в Z)[0,oo). Пусть Хп и Фп — случайные элементы /)[0,оо) и 
Д)[0, оо) соответственно. Известно (см., например, [3]), что если 

(Хп,Фп) А(Х,Ф) 
и 

Р(Х е С[0,оо)) = Р(Ф € С[0,оо)) = 1, 
то 

Х п о Ф п - Л Х о ф 
(здесь Хп о Фп означает композицию Хп и Фп). В силу сказанного из теоремы 4 
вытекает, что в условиях теоремы 1 

{ln(£[tT] + l)/{ay/n),t е [0,оо) | Т > n} A {W+((*r) Лт),* € [0,оо)}. 

В [6] (см. теорему 4) установлено, что совпадают конечномерные распределения про­
цессов {W+(tr), t e [0,1]} и {Wo'(t)/a) t e [0,1]}, где W0

+(£) — броуновская экскурсия 
[2], а — случайная величина, равномерно распределенная на (0,1) и не зависящая 
от процесса {Wo~(t),t £ [0,1]}. Итак, доказана следующая теорема. 

Теорема 5. В условиях теоремы 1 

{1п(£ |я1 + l)/(<ry/n),t€ [0,1] | Т > п} - Л {W+(t)/a,t e [0,1]}, 

где а — случайная величина, равномерно распределенная на (0,1) и не зависящая 
от WQ . 
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4. Приступим к доказательству теоремы 1. Очевидно, что 

sup in = sup f[tT], 
n€N 0 *€[0,1] 

поэтому достаточно показать, что при х —> оо 

Р(х) = Р ( sup 1п(£[*п + 1) > * ) ~ - • (35) 
\*€[0,1] / X 

П р и любом ф и к с и р о в а н н о м £ > О 

Р(х)=Р1(х,е) + Р2(х,е), (36) 

где 

Pi(a:,e) = Р [ sup ln(f[tT] + 1) > ж, Г > ех2 ) , 
\*€[0.1] / 

Р 2 ( ж , е ) = Р [ sup ln(£ [ t T ] + 1) > ж, Г < ех2 ) . 
\*€[0,1] J 

Сначала рассмотрим Pi(x,e). Очевидно, что 

Рг(х,е) = Р [ sup ln(6tn + 1)/(<ту/ёх) > l/(*Ve) \T > ехА Р(Г > еж2), 
\*€[0,1] У 

и, следовательно, в силу т е о р е м ы 5 и соотношения (19) 

lim хРг(х,е) = ^=Р I sup W+(t)/a > \/((Jy/~e)) . (37) 
х-+°° >Л Vt€[o,i] I 

Ясно, что 

Р ( sup W+(t)/a > 1/(<гл/£) ) = 4 = / Р [ sup W0
+(t) > U / ( ( JV^) ) du 

/ £ ./0 \t€[0,l] J 

1 

Vе Vt€[0,l] / \А 

a P sup W 0
+ ( t ) >v)dv. (38) 

Уо \t€[0,l] / 

И з соотношений (37), (38) следует, что 

lim lim ХРЛХ,Е) = ас2М sup Wn
+(£). 

В [10] показано, что 
М sup W+(t) = ^Рф. 

*€[0,1] 

Итак, установлено, что 

lim lim xPi(x,e) ~ Co, (39) 
е\& х—юо 
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где Со = сгс2 \Дг/2. 
Теперь рассмотрим Р2,(х,е). Очевидно, что 

ехрж —1 

ехрж —1 

Р2(х,е) = Р[ sup £п > ех - 1,Г ^ ех2 . 
VneNo / 

Полагая 
а = ехрж — 1, Та = inf{n > 0: £п € (а, оо)}, 

запишем, что 

Р * ( sup £п>а,Т*:ех2) = У ) Р » ( Г в = ra,£m = /)(Pim )(T < ex2 - m))z, 

где суммирование ведется по всем га £ [0,£х2], I £ (а, оо). Следовательно, 

Р2{х,е) = ; Г Р ( Г а = m,^m = /)М(Р£">(Г < ex2 - тп))1. 
7П,/ 

Так же, как при выводе соотношения (30), находим, что при га £ [0,ех2], i! £ (о, оо) 

М ( р С т ) ( т ^ £Д.2 _ m) )Z ^ М ( ! * 
V а[ехЦ + 0[£Х2] J 

Таким образом, 

Р2(х,е) < Р ( sup £п > а) М ( 1 ^— ) 
VnGNo / V а[ех*) + 0[£Ж2] / 

Но последнее соотношение вследствие леммы 4 и определения Р(х) означает, что 

Р2(х,е) = Р(х)а(х,е), (40) 

где 

lim lim a(x,e) = 0. (41) 

е4-0 х—>оо 

Из соотношений (36) и (40) вытекает, что 

Pi(x,e) ^P(x) *£ Рг(х,е) + а{х,е)Р(х), 
откуда при достаточно малых е и достаточно больших (в зависимости от е) х полу­
чаем, что 

и, следовательно, 

lim lim xPi(x,e) ^ lim xP(x) ^ lim xP(x) 
е4.0 х-+оо х-+оо х-»ос 

1 

< lim xP\(x,e) 
х-кх> 1 _ lim^o Нт^-^оо а(х, е) 
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Применяя теперь соотношения (39) и (41), приходим к (35). Теорема 1 доказана 
Докажем теперь теорему 2. Очевидно, что 

оо 

sup Zn^YjZn^T sup £n . (42) 
nGN0 n=Q n<EN0 

Д л я произвольного £ б ( 0 , 1 ) и х > 0 

P ( Г sup £n > x) ^ P ( T > x£) + P ( sup£n > xl~E 

В силу соотношения (19) и теоремы 1, при х —» оо 

С2 Р(Г > .т£) 
ж е / 2 ' 

Р ( SUP ^ П > Х 1 - Ч - С° 
^nGNo / ( 1 - е ) In ж 

Таким образом, 

lim lna;P ( T sup ^ n > ж ) ^ - ^ - . (43) 

Ввиду соотношений (42), (43) и теоремы 1 

Со = Н т 1пжР I sup £п > х 
х->°° \nGNo 

/ о о \ 

^ lim In x P I Y ^ £п > х I 
Ж^°° \п=0 / 

^ ШтТ 1пхР ( У " £п > х ) ^ ~^-
\ п = 0 / 

Поскольку £ е (0,1) произвольно, отсюда следует утверждение теоремы 2. 
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