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Ю. Е. Егоров, А. И. Комеч 

ОБ АТТРАКТОРАХ И АСИМПТОТИКЕ РЕШЕНИЙ В НЕЛИНЕЙНОЙ 
ЗАДАЧЕ Л АМБА 

В настоящей работе исследуется асимптотическое поведение реше­
ний системы 

t) = Tu"(x, t), ш « \ 0 , * G = # , (1) 

m'y(t)=F(y(t)) + T[u'(0+, t)-u'{0-, /)], 

m > 0 , y ( < ) s a ( 0 ± , /), (2) 

(i, 7 > 0 . Точкой обозначается (обобщенная) производная по t, штри­
хом— по х. Система (1), (2) описывает взаимодействие одномерного 
осциллятора массы т и однородной бесконечной струны с натяжением 
Т и постоянной линейной плотностью р,. 

Формально систему (1), (2) можно записать в виде нелинейного 
волнового уравнения 

( 1 + т 6 ( х ) ) и ( х , t) = uT(x9 t) + 8{x)F(u(x, t)). 

Асимптотическое поведение решений гиперболических уравнений с дис­
сипацией в ограниченной области при £->оо достаточно хорошо изуче­
но (см., например, книгу А. В. Бабина, М. И. Вишика [1] и библиогра­
фию к ней). 

Асимптотика решений нелинейных волновых уравнений во всем 
пространстве без диссипации исследовалась в [2—7]. В работе Ламба 
17] система (1), (2) рассматривалась в линейном случае, когда F(y) = 
=*—ky. В [2—7] доказывалась локальная сходимость решений к нуле­
вому решению при /-><». 

В [8—10] изучалась сходимость решений системы типа (1), (2) при 
/->оо к аттрактору, состоящему из стационарных состояний. При этом 
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аттрактор может быть бесконечным в отличие от работ [2—7]. Для не­
которого специального класса начальных данных было доказано, что 
решение существует, единственно и стремится при (-> + оо к одному из 
стационарных решений равномерно на каждом компакте. Аналогичная 
асимптотика имеет место и при t-+—оо. 

В данной работе мы обобщаем этот результат на все решения ко­
нечной энергии. При этом на потенциал силового поля F, действующе­
го на осциллятор, налагается дополнительное условие невырожденно­
сти. Это один из основных результатов работы. Второй основной ре­
зультат — доказательство необходимости введенного условия невы­
рожденности потенциала для стабилизации всех решений конечной 
энергии. А именно, если это условие нарушено, в работе строятся при­
меры решений конечной энергии, которые не сходятся при f - * ± o o ни 
к какому стационарному решению. 

1. Постановка задачи. Предполагается, что силовое поле F — ло­
кально липшицева функция, следовательно, его потенциал V(y) = 
=—SF(y)dy^Cl(R). Кроме того, потенциал предполагается ограничен­
ным снизу: существует константа V0^R, для которой 

У (У) ^ П Р И любом y^R. (3) 

Введем класс функций <§, в котором будем искать решение системы 
(1), (2). 

О п р е д е л е н и е 1. Функция и(х, 6, если: 1) u(=C{R2) и 
2) и, ^ e L ? 0 c ( / ? a ) . 

Задача Коши состоит в отыскании решений и^ё для системы 
(1), (2), удовлетворяющих заданным начальным условиям. Эти усло­

вия различаются в случаях т>0 и т = 0 : 

и|/=о=и 0(*)> ^ к - о = М * ) , УФ)=*Уи (4) 
если т > 0 , и 

u\t=o = u0(x), u\t=,o = u1(x)1 (5) 
если т = 0 . 

Укажем, как понимаются уравнение (2) и условия (4), (5) для ре­
шений уравнения (1). Как известно, для w=D'(R2) уравнение (1) 
эквивалентно разложению 

и{х, t)=f±(x—at) + g±(x + at), ± * > 0 , (6) 

где а = Л/ — , а / ± , g± E D ' (R). Дифференцируя, получим 
f \х 

и (х, t) = — af± (х— at) + ag± (х + at), 
"'(*, t) = f±(x—at) + g±(x + at). (7) 

Исходя из этих соотношений, определим правую часть (2) и условия 
(4) и (5) следующим образом. 

О п р е д е л е н и е 2. Для функций вида (6) полагаем в уравне­
нии (2) 

и'(0±, t)=f±(-at) + g±{at). (8) 

З а м е ч а н и е 1. Из условия ш=<§ следует, что /±, g± <= Li2

0C (R). 
Поэтому при тФО из (2) и (8) получаем у (t) ЕЕ L\0C(R), следовательно, 
y(t)z=0(R). 
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О п р е д е л е н и е 3. Для решений системы (1), (2) при лю­
бом t^R функции й (•,*), u'(-,t) определяются формулами (7). 

Ввиду этого определения и замечания 1 начальные условия (4) и 
(5) имеют смысл. 

2. Разрешимость задачи Коши. При т > 0 рассматривается систе­
ма (1), (2) с начальными условиями (4). 

Введем фазовое пространство системы, для которого 6 будет со­
ответствующим пространством траекторий. 

О п р е д е л е н и е 4. Обозначим через Е совокупность троек 
М О , М О , Ух), где: 1) ио'( . )€=1 2 (Я); 2) и,(-)€=1, 2 (Я); 3) y^R. 

Пусть ||-1| — норма в L2(R). Пространство Е является банаховым 
с нормой 

I K M - ) , М О . Л ) 1 1 Б = 1 " О ( 0 ) | + 1 К Н + 1 К 1 1 + 1 У 1 | . 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть т>0. Тогда: 
1) для любых начальных условий ( M O , Ui(-), У\)^Е существует 

единственное решение и (x,t)^S задачи (1), (2), (4); 
2) при любом t^R отображение St:(u0(-), М О , У\)~^ 

-+(u(-,t), u(-,t), y(t)) непрерывно из Е в Е\ 
3) для решений н е ё системы (1), (2) справедлив закон сохране­

ния энергии 
+ 00 

y2(t) 

+ V (у (t)) = const, t<=R. (9) 

В случае m = 0 задания начальной скорости в точке х=0 не требу­
ется, поэтому фазовое пространство будет другим. 

О п р е д е л е н и е 5. Через Е0 обозначим множество пар 
. ( М - ) . М О ) , где Wo'(0> M 0 e L 2 ( f l ) . 

С нормой | | ( и 0 ( 0 , M O ) l k = Iw 0(0)| + 1 К ( 0 1 1 + 1 1 М 0 И пространство 
EQ становится банаховым. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть m = 0 , ( М О » Ui(-))^E0. Тогда: 
1) существует единственное решение « е б задачи (1), (2), (5); 
2) St°: ( М О , Ui(-))-+(u(-,t)y и{-,t)) — непрерывное отображе­

ние из Е0 в Е0 для любого t^R; 
3) для решений и^в системы (1), (2) выполняется закон сохра­

нения энергии (9). 
Предложения, подобные 1 и 2, были доказаны в [10] для решений 

и(х, / ) , постоянных при | x | > c o n s t + a | / | . . Для этого система (1), (2) 
с помощью разложения (6) сводилась к уравнению 

ту ( 0 = F(y (t)) + 2Т Гл ( 0 — l - i { t ) ] , (10) 

где h(t)=g%(at)— /'_(— at)(=L2(R+), а функции f_ и g+ находились 
при z>0 по формулам Даламбера 

м _ г ) = M r i L + J L r°Bl©dfc e + ( 2 ) = - 2 s ^ L + - ^ - ^ 1 © d E . 
а -z О 

(П) 

Доказательство предложений 1 и 2 в нашем случае почти дословно 
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совпадает с доказательством аналогичных теорем в работе [10]. Отли­
чие состоит в выводе следующей априорной оценки. 

Л е м м а 1. При т=0 всякое непрерывное решение уравнения (10) 
ограничено функцией const- (t1,2+ 1). 

Утверждение леммы следует из конечности интеграла диссипации: 
4-ос 

J yi(l)dl = J<+00. (12) 
U 

Это важное соотношение мы докажем для всех т > 0 . 
и2 (t) 

Обозначим через Е (t) = m * у } -f V (у {t)) полную энергию осцил­
лятора. Поскольку V^C1, функция V(y(t)) абсолютно непрерывна. При 
т > 0 это вытекает из замечания 1, при т = 0 — это следствие уравне­
ния (10). Поэтому, умножая (10) на y(t) и интегрируя от т до t, по­
лучим 

* t 

E(t) = E(x)-^^ у* ( I ) dl + 2T Ц) h © dt < 
T T 

t t t 

< £ (т) - ^ « (g) dt + 2T ( J L J f (i) d l + ±. J & (i) dt). (13) 
T X T 

Отсюда согласно условию (3) на потенциал при т = 0 имеем 
/ -{-оо 

^y2(l)dl^jr\E(0) + aT J h*(%)dl-V0\ 
о о 

что и дает нам (12). 
Лемма 1 обеспечивает существование глобального решения систе­

мы (1), (2) в случае т = 0 . Из нее следует также п. 2 предложения 2. 
3. Стационарные решения. Теорема о стабилизации. Найдем ста­

ционарные решения и(х, t) =и(л:)е<§ системы (1), (2). Из (1) имеем 

0 = и"(х)*$и(х)=а±х + b±y ± J C > 0 . 

Ввиду конечности энергии и'(x)=a±^L2(R±) у поэтому а ± = 0 , а из усло­
вия непрерывности функции и(х) в нуле вытекает, что b+=b-=b. Сле­
довательно, все стационарные решения постоянны. Но тогда из (2) по­
лучаем 

F(b) = 0. (14) 

Обратно, всякая функция u(x,t)=b, если b удовлетворяет условию 
(14), является стационарным решением системы (1), (2). 

Таким образом, и(х) — стационарное решение системы (1), (2) 
тогда и только тогда, когда u(x)=b<=S, где 5 —множество нулей 
функции F. 

Потребуем, чтобы потенциальная энергия удовлетворяла дополни­
тельному условию 

V(y)-++oo при \у\ оо. (15) 

З а м е ч а н и е 2. Так как V{-)eCl(R) и выполнено (15), то мно­
жество S непусто. 
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З а м е ч а н и е 3. Из закона сохранения энергии (9) следует, что 
функция V(y(t)) ограничена сверху для всех Ввиду (15) это 
означает, что y(t) —ограниченная функция. 

Нам понадобится 
О п р е д е л е н и е 6. Потенциал V(y) называется невырожденным, 

если Р(у)фО ни на каком непустом интервале Ь\<у<Ь2, и вырожден­
ным в противном случае. 

Основной результат этой работы состоит в доказательстве того, что 
множество стационарных решений является точечным аттрактором [1] 
системы (1), (2), но не в топологии пространства £ , а в более слабой 
топологии равномерной сходимости на компактах. 

Т е о р е м а 1. Пусть невырожденный потенциал V(y) удовлетво­
ряет (15) и u(x,t) —решение системы (1), (2) класса &. Тогда суще­
ствуют числа 6 ± e S , для которых при любом г>0 

и(х, t)-+b± равномерно для \х\ <г при t-+ ± оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем теорему для случая t-^ + oo. Слу­
чай f ->—оо рассматривается аналогично. 

Волны f± и g±, входящие в разложение Даламбера (6), при z>0 
связаны согласно (2) соотношениями 

M-*)=i/(^-)-g+(2)> £ - ( 2 ) = </(-̂ )-M-Z)- (16) 
При х е [ 0 , г) и t>r/a, пользуясь (6), (И) и (16), получим 

и(х, t) = f+(x-at) + g+(x + a t ) = y ( t - ^ -

—g+(at—x) + g+ {at+x) = y(t— + 

at+x 

J Mi) 4 = 

at+x 
u0 (at + x) — u0 (at — x) . 1 

2 2a 
at-x 

= y ^ — i L j + o ( l ) при / ^ + oo, 

так как u0', U{EEL2(R). Аналогично при — r<x<0, t-++oo имеем 

u(xy t) = y(t + ^+o{\). 

Эти две формулы объединим в одну: 

и(х, o=»('-J7-)+°(1) П Р И ^ + °° ( 1 7 ) 

равномерно по *€=[—г, г]. Утверждение теоремы вытекает теперь из 
следующей леммы. 

Л е м м а 2. Если потенциал V невырожден, то существует такое 
число что 

y{t)-+b+ при t-+ + <x>. (18) 

При этом если т > 0 , то 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем (18). Пусть т = 0 . Тогда из (13) 
получаем 

t t 

^ ^ ( 0 ) - ^ ( у М ) 1 = 2 г | - ^ р ч Ю 4 + ^ й ) г / ( Ю 4 • о 

при т ,*-* + оо, поскольку # ( • ) , Л ( - ) ^ L 2 ( R + ) . Таким образом, V(y(t)) 
имее,т предел при f-* + oo, а согласно условию невырожденности потен­
циала это означает существование предела у функции y(t). 

Рассмотрим теперь случай т > 0 . Предположим, что при t-+ + °o 
функция y(t) не стремится ни к какому предельному значению. Тогда 
по замечанию 3 найдутся интервал (Ь~, Ь +) и последовательность мо­
ментов tk ± k-+oo + оо, такие, что у {tk ) = Ь 1 , 2 , 3 . . . . Мы можем 
считать, что tk <t£< tfc+\ и y(t)(=(b , b+) при t e [tk, tk] для всех 
k. Обозначим (J = (b , fe+), Дл = [^» 'Л- Пусть 6 — произвольная точка 
интервала р. Тогда существует последовательность моментов времени 
{ / Л ( ( > ) б А Л } ы , такая, что y(tk)=b. Из (13) при i<j получаем 

my*(tt) my2(tj) 

tf 

(20) 

Поэтому последовательность y2(tk(b)) имеет при &-> + оо предел, кото­
рый мы обозначим Л(&). Очевидно, значение А (Ь) неотрицательно и не 
зависит от выбора последовательности 4 ( 6 ) . 

П р е д л о ж е н и е 3. Для всех Ь^р выполняется А(Ь)=0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что, напротив, существует 

точка Ьо^Р, для которой А{Ьо)=Ао>0. Тогда в точке Ь0 функция 
А : р->/? непрерывна. Чтобы показать это, возьмем произвольное число 
е е ( 0 , А0) И найдем окрестность U точки b0i для которой \А(Ь)—Л0|< 
< е как только b^U. Из (20) следует, что начиная с некоторого номе­
ра k0 для каждой точки b интервала р выполняется неравенство 

\y2(tk(b))- -А(Ь))\<£-9 k>k0, 
4 

(21) 

справедливое и для точки Ь0. Поскольку е<А0=А(Ь0), при k=k0 имеем 
\У (tk0(b0))\ > 0 . Это с учетом замечания 1 позволяет нам выбрать ок­
рестность W точки tk0(b0)yB которой функция y(t) строго монотонна и, 
кроме того, 

\у2 (t)-y2(tkAb0))\<Y- (22) 

Функция y(t) отображает интервал W на окрестность точки Ь0, 
которая и есть искомая окрестность U. Действительно, для любой точ­
ки b^U мы можем взять £ (ty^W и тогда в силу (21) и (22), где 
полагаем k = k0 и t = tk0{b), получим \А(Ь)—Л0|<е. 

Из доказанной непрерывности функции А в точке Ь0 следует, что 

в некотором интервале Ро^бо выполняются неравенства <А(Ь) < 
2 
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< 2Л 0, 6 e p o . Учитывая (21), отсюда имеем 

- j - < y 2 ( 4 ( 6 ) ) < 4 ^ 0 , (23) 

если k>k0 и Ь е р 0 . 
Теперь для каждого k>k0 мы можем найти такой интервал A^czAfe 

временной оси, для которого выполняется условие (23), причем 
#(Afc)z>p0. Например, в качестве А* можно взять интервалы монотон­
ности функции y(t)9 содержащие tk(b0). Из правого неравенства (23) 
получим оценку длины интервалов А*: 

Отсюда из левого неравенства (23) находим 

О k=kQ ~ ft=:fc0 

для всех n>k0, что противоречит конечности интеграла диссипации 
(12). Предложение доказано. 

Для произвольной точки feep и соответствующей последовательно­
сти tk(b)^Ak соотношение (13) запишется в следующем виде: 

tk(b) tk(b) 

т y 2 ( t * i b ) ) +V(b)=E(0)-^ J * © * + 2 Г $ A ©J , (24) 
о о 

Из предложения 3 вытекает, что y(tk(b))-+0 при &->оо. Переходя в. 
(24) к пределу при k-^oo и учитывая (12), получим 

-f-oo 

^ (* -*») 1МТДГ 
8 

V(6) = £ ( 0 ) — f - / + 2Г J. А(5) у (|) dg 

для каждой точки б е р . Но это противоречит невырожденности потен­
циала V(y). Таким образом, при *-> + оо функция y(t) стремится к 
какому-то значению ft, т. е. утверждение (18) доказано. 

Докажем (19). Из (13) получаем 
+<* 

mJ№--+E(0)--?£- J + 2T Г h(l)y(l)dl-V(b) 
2 a J 

о 

при ?-> + оо. Но тогда y(t) имеет предел при t-^ + oo. Однако ввиду 
доказанного утверждения (18) этот предел может быть равен только 
нулю. 

Нам осталось показать, что F ( b ) = 0 . Для этого проинтегрируем 
(10) от 0 до t 

t t 
т {у (0 -Ух) = ^F(y ©) d\+2T J A (Q d\—1- {у (t)-y (0)), 

о о 

где у\ — начальное значение у из (4). Переходя в этом равенстве it 
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пределу при ^ + оо и учитывая доказанные соотношения (18) и (19), 
получаем 

J F (y(l))dl\<+oo. 
о 

Следовательно, F (b) = lim F(y(t)) = 0. Доказательство леммы 2, а с 

ней и основной теоремы закончено. 
З а м е ч а н и е 4. Условие роста потенциала на бесконечности ис­

пользовалось нами лишь при доказательстве стабилизации в случае 
т > 0 . При т = 0 теорема 1 остается справедливой, если вместо (15) по­
требовать, чтобы функция V (у) не имела конечного предела при £->• 
—> оо и /-> + оо. 

4. Отсутствие стабилизации в случае вырожденного потенциала. 
Покажем, что требование невырожденности потенциальной энергии V 
внешнего силового поля является необходимым для стабилизации всех 
решений системы (1), (2). 

Т е о р е м а 2. Пусть V — произвольный вырожденный потенциал. 
Тогда существует решение u(x,t)^& системы (1), (2), которое в каж­
дой фиксированной точке х не имеет предела при t-+ + oo. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть функция V постоянна на интервале 
(bub2). Так как значение решения и(х91) в точке х выражается через 
значение y{t)=u(Q,i) по формуле (17), достаточно доказать отсутст­
вие предела в точке х = 0 . Это мы сделаем, опираясь на следующую 
лемму. 

Л е м м а 3. Пусть F(z)=0 на некотором непустом интервале £<= 
^{bub2). Тогда найдется такая функция h^L2(#+), что решение y(t) 
уравнения (10), удовлетворяющее начальным условиям у(0)=Ьи у(0) = 
= 0 , не имеет предела при t-^ + oo. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Разобьем полупрямую £>0 на от-
k 

резкиДь = [ 4 , 4+i] , ^ = £ *2» & = 0, 1, 2, . . . , и определим функцию 
1=0 

v(t) следующим образом: 
[Л 2(b2-b1) 

( * + 1 ) 2 
, * = 0, 1, 2, 

а на отрезках tk, и 2 
, 4+i функция v(t) 

линейна. 
Функция v(t) обладает следующими свойствами: 

б) i > ( ) e L 2 ( # + ) ; 

в) O ( . ) E L 2 ( / ? 4 

Действительно, прямое вычисление дает \v2(t) 

(t)at = 1 i » откуда получаем свойства б и в . 
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Покажем теперь, что функция 

У(0 = б 1 + ^ ( В « (25) 

при t>0 является решением уравнения (10) при некоторой h^L2(/?+). 
Из свойства а следует, что y(t)^[bub2] для всех £>0, поэтому 

F(y(t))=0, t>0. Подставляя (25) в (10), найдем, что при h(t) = 
ttl ' 1 

= - ^ - а ( 0 + — ^ ( 0 функция y(t) удовлетворяет (10). Из свойств б и в 
получаем, что Л е £ 2 ( / ? + ) . При этом решение y(t) совершает колебания 
между значениями Ьх и 62> не стремясь при /-* + оо ни к какому пре­
делу. Это вытекает из свойства а. Лемма доказана. 

Положим теперь 

"о М = h + J ^ © d|, иг (х) . 0, У 1 = 0, (26) 

где и'(х) = 
2/i 

0, х < 0 ; 
/ * \ а функция ft построена в лемме 3. Трой-

ка начальных условий (и0(-), щ(-), ух) принадлежит Е (в случае т= 
= 0 имеем (и0(-), Ui(-))^E0). Пусть и(х, t) — решение системы (1), 
(2), удовлетворяющее этим начальным условиям. Тогда, как следует 
из (11) и (26), y(t) =и(0, t) удовлетворяет уравнению (10) с построен­
ной в лемме 3 функцией к. Кроме того, при / = 0 получаем у(0)=ио(0) = 
=ЬХ и г/(0) =0. Следовательно, по лемме 3 функция y(t) не имеет пре­
дела при /-* + оо. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 5, Можно показать, что построенное в теореме 2 ре­
шение u(xyt) в каждой фиксированной точке не имеет предела и при 
t-+—оо. 

Работа выполнена при частичной поддержке Франко-Русского цент­
ра им. А. М. Ляпунова при МГУ и РФФИ (грант № 96—01—00527). 
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