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где условию (6) отвечает б + , а условию (7) соответствует б~. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (6), (7), (37), (38) имеем дифференциальное урав­

нение 
Q' (z) = 8±Q (z) + К0 (z)IK (z), z> 0. (40) 

Здесь мы воспользовались тем, что мера р определена с точностью до мультиплика­
тивной константы, и опустили множитель ау перед К0 (z)lК (z). Далее функция Q (z) 
ограничена при z —» сю. Отсюда и из (40) вытекает (39). 

Заметим, что в условиях (6) или (7) имеет место неравенство 

0 < у + Щ < V (х)< у, 

из которого сразу следует, что мера р конечна тогда и только тогда, когда конечна 
мера л , т. е. когда 

оо 

ц < 0 , [ хП0(ёх)<оо. (41) 
о 

Перейдем к заключительному случаю (6). 
Теорема 5. Пусть ц. ̂  0 и выполнены условия (1), (5). Тогда 

оо 

P(z) = - ^ e x V { ^ ( z - y ) } - ^ j - d y , z > 0 . (42) 
i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (5), (37) получаем уравнение 

-аР' (z) +JP (z) = -К0 (г)1 К (z). 

Единственное решение этого уравнения, ограниченное при z —» со, имеет вид (42), 
что и требовалось доказать. 

Из (42), легко следует, что в случае (5) мера р конечна тогда и только тогда, когда 

Г К9(у) 

о 
Нетрудно видеть, что это условие может иметь место и при нарушении условия (41). 
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ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ РОСТА ДЕРЕВЬЕВ 

1. При рассмотрении переноса веществ в древовидной транспортной системе, 
например, в дереве или системе кровеносных сосудов (см. [1—5]) оказывается суще­
ственным то обстоятельство, что часть дерева, заполненная веществом, переносимым 
системой от источника, расположенного в корне дерева, является связным поддеревом, 
содержащим корень. Этот факт можно объяснить требованием неразрывности потока, 
естественным для движения жидкости. 

Если рассматривать дерево, т. е. связный граф без циклов с отмеченным реб-
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ром (корнем), как частично упорядоченное множество Т, считая, что а > 6, если ребро 
Ь лежит на пути соединяющем ребро о с корнем, то связные поддеревья, содержащие 
корень, оказываются идеалами ЧУМ'а Т, т. е. множествами, содержащими вместе 
с каждым своим элементом все элементы меньше его. 

В этой работе мы рассматриваем марковский процесс с дискретным временем и 
фазовым пространством, образованным связными поддеревьями, содержащими корень 
дерева. Точки фазового пространства мы будем называть неразрывными конфигура­
циями. Этот процесс определяется следующими условиями: " 

а) если в момент времени t ребро а не принадлежит конфигурации и его присо­
единение к конфигурации не нарушает неразрывности, то с вероятностью г (а) ребро а 
принадлежит конфигурации в момент времени t + 1; 

б) если в момент t ребро а принадлежит конфигурации и его удаление не нару­
шает неразрывности, то с вероятностью р (а) ребро а не принадлежит конфигурации 
в момент t - j - 1; 

в) различные ребра присоединяются к конфигурации и удаляются из нее на каж­
дом временном шаге независимо друг от друга, но так, чтобы при этом не нарушалась 
неразрывность конфигурации. 

Для построения такого процесса мы используем случайные события X (а, / ) , 
состоящие в том, что в момент времени t элемент а принадлежит конфигурации систе­
мы. При этом свойство неразрывности конфигурации выражается включениями 
X (a, t) С X (Ь, t), которые должны выполняться для каждого t и всех а ^ 6. Закон 
эволюции системы задается с помощью теоретико-множественных соотношений свя­
зывающих события X (a, t), X (Ь, t + 1) и некоторые «внешние» случайные еобытия, 
играющие ту же роль, что и белый шум в стохастических дифференциальных урав­
нениях. 

Основной целью работы является изучение стационарных состояний системы и 
предельных состояний, отвечающих различным начальным состояниям. Полные до­
казательства основных результатов этого сообщения будут опубликованы в «Трудах 
Московского Математического общества». 

Рассмотренная в работе модель роста родственна моделям активных сред, назы­
ваемых средами Ставской [6], изучавшихся в работах [7, 10]. Однако в этих работах 
порядковая структура не использовалась. В работах, цитированных в [11] использо­
вались конструкции, основанные на отношении порядка, существенно отличные от 
применяемых в данной работе. 

2. Пусть Т"— счетное частично-упорядоченное множество (ЧУМ), обладающее 
единственным минимальным элементом 0 и удовлетворяющее условиям: 

а) для любого элемента а е. Т множество Ia = {Ъ е Т, Ъ <^ а) конечно; 
б) для любого о - е Т \ {0} существует единственный элемент b e Т, такой, 

что Ъ <С а и из того, что Ь ^ с ^ а следует, что Ъ = с или а — с. Этот элемент обозна­
чается в дальнейшем й; 

в) для любого а е Т множество С (а) элементов, непосредственно следующих 
за а, конечно; 

г) С (а) f] С (Ь) = 0 для любых двух различных элементов о, b <= Т. 
Графом такого ЧУМ является корневое дерево со счетным числом ребер. Поэтому 

мы будем называть такой ЧУМ деревом. Если в дополнение к условиям а)—г) выпол­
няется условие 

Bjy) для любого о, принадлежащего Т, множество С (а) состоит ровно из N эле­
ментов 

то мы будем называть ЧУМ деревом Кэли и обозначать его TN. Графом дерева 
Кэли TN является правильное дерево с Л^-кратным ветвлением. 

Подмножества / CZ Т, содержащие вместе с каждым элементом а все элементы Т, 
меньше а, называются идеалами. Множество всех идеалов в Г образует дистрибутив­
ную решетку SS (Т). Через SSU (Т) мы будем обозначать подрешетку конечных идеалов. 

Подмножества F CL Т, содержащие вместе с каждым элементом а все элементы, 
больше а, называются фильтрами. Заметим, что если / — идеал, / = Т \ / — 
фильтр, и если F — фильтр, то F — Т \ F — идеал. 

Если / — идеал, то через д1 мы будем обозначать множество максимальных 
элементов в / . Если F — фильтр, то через dF обозначается множество минимальных 
элементов в F. В частности, д! есть множество минимальных элементов фильтра 
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Для каждого конечного идеала / е= 320 (Т) положим 

^ = {К е= SB (Т), 

и обозначим 2 0 а-алгебру подмножеств в SB (Т), порожденную множествами 1 у 

1 е SB, (Г)}. 
Пусть (Q, 2 , Р) — вероятностное пространство. Процессом роста на Г мы будем 

называть марковский процесс с дискретным временем и фазовым пространством {SB [Т), 
2 0 } . Пусть {St, t = 0, 1 . . .} такой процесс. При каждом t, St является измеримым 
отображением St:. Й —» SB (Т). Пусть 1а = {Ь s= Т, Ъ < а). Положим Xt (а) — 
= S71 (Жт ). Очевидно, Xt (а) есть событие (измеримое подмножество Q) причем, 
если Ъ > а то из включения Iа С / ь следует, что & г С , откуда в свою очередь 

Ь а 
получаем, что Xt (Ъ) С Xt (а) . 

Произвольное отображение Z: 71 —> 2 мы будем называть полем событий на Т. 
Поле событий будем называть неразрывным, если из того, что Ь J> я следует, что 
Z (b) CZ Z (а). Из сказанного выше вытекает, что каждый процесс роста порождает 
последовательность неразрывных полей событий. Обратно, всякое неразрывное поле 
событий Z порождает отображение 

S-: <> — '£ (Т), 
где 

Sz (со) = {а <= Т; Z (а) =э со}. 
Из неразрывности поля Z следует, что Sz (со) есть идеал в Т для всех (о е й . 

Пусть Xt — последовательность неразрывных полей событий на Т. Обозначим 
2*=' о-алгебру, порожденную событиями {Xs (а), а <= Т, s < t} и через 2 = f о-алгебру, 
порожденную полем Xt. Последовательность Xt назовем марковской, если для всех 
t > s > 0 и любого В cz 2 = г , 

Р (В | 2 « s ) = Р (В\ 2 = s ) 

почти наверное. Очевидно, если Xt — марковская последовательность неразрывных 
полей на Т, то соответствующие последовательности отображений St= S 1 являются 
процессом роста и обратно. Поэтому, в дальнейшем мы не различаем понятия процесса 
роста и соответствующей марковской последовательности неразрывных полей собы­
тий. 

В этой работе мы будем изучать специальный класс процессов роста, для которого 
оказывается естественным описание в терминах неразрывных полей событий. 

Пусть \t и щ — поля событий на Г, и 2 | ^ порожденные ими о-алгебры. Пред­
положим, что семейство о-алгебр { 2 ^ , t i= Z +} независимо в совокупности. Пред­
положим далее, что для каждого t е Z + и любого a <= Т \ {0} выполняется соот­
ношение 

It (а) С rjt (А) (1) 
(здесь и далее через А обозначается событие, противоположное А)._ 

Пусть Х 0 — неразрывное поле событий, Х 0 (0) = Q и последовательность полей 
определена соотношением 
f ' j C m ( t t ) = U Xt(b){J(%(a)[]Xt(a))[j(lt(a)r]Xt(a)f]Xt(a)), а е Г \ { 0 } , 
) ЬеС(а) 

j x , + 1 ( 0 ) = Q, (2) 
где поля if и т){ удовлетворяют указанным выше условиям. Тогда последовательность 
{Xt, t е Z + } является процессом роста на Т. Для доказательства этого утверждения 
необходимо проверить, что поле Xt неразрывно при каждом t e= Z + и что семейство 
полей Xt является марковским. Неразрывность поля Xt+1 следует из неразрывности 
поля Xt и соотношений (1), а марковость вытекает из независимости «внешних» полей 
It и Tit при различных t. Поясним смысл соотношений (2). Будем называть идеалы в Т 
конфигурациями неразрывного поля событий, а само случайное событие Xt (а) интер­
претировать как высказывание «элемент а принадлежит конфигурации в момент вре­
мени г». Тогда соотношение (2) означает, что 

(i) если элемент а принадлежит конфигурации в момент времени t, то элемент а 
принадлежит конфигурации в момент t + 1; 
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(И) если элемент а принадлежит границе конфигурации в момент времени i ж 
произошло событие % (о), то элемент а не принадлежит конфигурации в момент t - \ - Л 
(«гибель элемента»);] 

(iii) если элемент а не принадлежит конфигурации в момент t, но а принадлежит 
ей, и произошло событие (а), то а принадлежит конфигурации в момент / + 1 («рож­
дение элемента»). 

Таким образом, внешние поля |< и щ описывают «намерение» элементов родиться 
или погибнуть в момент времени t, а вероятности событий ^ ( а ) и Щ (а) суть условные 
вероятности рождения и гибели элемента а при условии, что это не противоречит не­
разрывности полей 

Условия, наложенные на внешние поля | j ит)^, являются все еще слишком общими 
для того, чтобы можно было изучать уравнение (2). Для конкретизации модели роста, 
описываемой соотношением (2), мы потребуем, чтобы эти поля удовлетворяли следую­
щему условию: 

(А) Для любых конечных подмножеств Л 1 5 Аг С Т имеет место равенство 

Р(( П М « ) ) П ( П %Ш= П Г Н П ( ! - Р ( 6 ) ) . <з> 
а е А , Ь е А 2 

а е А , Ь е А 2 \ А , 
где \Л = {a, a s= A}, a г (о) и р (а) — функции на Т со значениями в интервале (0, 1).. 

Равенство (3) означает, во-первых, что последовательность полей | j жщ стационар­
на по t и, во-вторых, что ст-алгебра 2 ^ есть фактор ст-алгебры, порожденных сово­
купностью независимых событий по идеалу, описываемому соотношениями (1). Такая 
интерпретация соотношений (3) дает возможность доказать существование полей \% 
и T)t , удовлетворяющих этим соотношениям. С точки зрения процессов роста соотноше­
ния (3) означают, что, во-первых, переходные вероятности не зависят от времени и , 
во-вторых, несравнимые элементы рождаются и гибнут в данный момент времени не­
зависимо друг от друга.| 

3. Основной результат настоящей работы состоит в описании предельных ж ин­
вариантных распределений процесса роста,3 описываемого соотношениями (1)—(3). 
Для того чтобы сформулировать его, введем понятие корреляционной функции не­
разрывного поля X на Т. Для этого заметим, что отображение 5 х определяет вероят­
ностную меру рх на {S3 (Т), 2 0 } , которая является образом меры Р. Мера рх есть рас­
пределение вероятностей поля X или, эквивалентно, «случайного идеала» S x . 

Корреляционной функцией меры и. на {S3 (Т), 2 0 } будем называть функцию G:. 
SB (Т) —• [0, 1], определенную равенством 

Заметим, что поскольку семейство {&v I е S6Q (Г)} замкнуто относительно пересе­
чения (ибо из определения следует, что &х к = ^I\JK) и порождает о-алгебру 
2 0 , корреляционная функция G определяет меру LI однозначно. 

Корреляционную функцию меры рх, порождённой неразрывным полем событий X , 
будем называть корреляционной функцией поля X. В силу марковости процесса роста 
и однозначности соответствия между мерами и корреляционными функциями, процесс. 
Xf полностью) описывается последовательностью соответствующих корреляционных 
функций Gf. Уравнения, определяющие могут быть выведены из (1)—(3). Они: 
имеют вид: 

G ( + i ( / ) = 2. / 4 K ( l - p - r ) S f n a K r K T ( _ 1 ) | i c \ r | - | K M | ^ W i 

{ 0 } = j f c ( Г ) (*>. 
Gt ({0}) = 1. 

Здесь р и г функции, определенные в (3) и для любой функции /: Т -» R и конечного 
подмножества А с : Т мы полагаем 

/А= П /(«о 
Уравнения (4) являются основой для изучения процесса роста, заданного соотноше­
ниями (1)—(3). Ниже мы укажем некоторые стационарные решения этих уравнений,. 
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которым соответствуют инвариантные состояния процесса роста и выделим в этом 
классе предельные состояния, отвечающие финитным начальным условиям, т. е. по­
лям Хд, распределения вероятностей которых сосредоточены на множестве £? 0 (Т) 
конечных идеалов.' 

Пусть р (а) есть отношение вероятностей рождения г (а) и гибели р (а) элемента 
а (= Т \ {0} и функция v: Г —» [0, 1] есть любое решение уравнений] 

; ' v (a ) П . ( l - v ( b ) ) = P ( a ) ( l - v ( e ) ) , a fe Г \ {<>} 

.. ' ЬеЕС(а) (5) 
. v ( 0 ) = l . 

Следующее утверждение устанавливает связь уравнений (4) и (5). 
Теорема 1. Пусть v: Т —» [0, 1] произвольная функция, такая что v (0) = 1. Тогда 

функция G^: SBo (Т) —» [0, 1] , определенная соотношением 

G ( v ) ( / ) = V I ) (Г), (6) 

является корреляционной функцией некоторой вероятностной меры на {SSg (Т), 2 0 } . 
2. Если функция v: Т —» [0, 1] удовлетворяет соотношениям (5), то корреляцион­

ная функция G^v', заданная формулой (6), есть стационарное решение уравнения (4). 
Если дерево Т конечно и вероятности"р, г отличны от нуля и единицы, то процесс 

роста является неприводимой цепью Маркова с конечным числом состояний. В этом 
случае, согласно известной теореме Перрона — Фробениуса существует единствен­
ное инвариантное состояние, являющееся одновременно предельным распределением 
для любых начальных условий. Уравнения (5) в этом случае так же имеют единственное 
решение, которое строится следующим образом. Пусть дТ — множество максимальных 
элементов дерева. Для каждого а s= дТ множество С (а) пусто, откуда, в силу (5), 
следует, что для таких а 

V (а) = р (а)/(1 + Р (а)). (7) 

Положим А0 = дТ, и определим Ац С Т условием, что а е А^ тогда и только тогда, 
1С— 1 , 1С —1 

когда С (a) a U А ,аф IJ А,. Очевидно, что для некоторого ft множество Ац = 0 , 
j'=o 1 i=o 

R - l I 
и Т = \J А.. Действительно, для каждого I \J А. есть фильтр в Т, и Ai+X есть гра-

/ о 1 i о ^ 
ница дополнительного идеала. Если функция v определена на множестве U А., урав-

j а • 
пение (5) однозначно определяет ее на А1+1. Поскольку на 4 0 функция v определена 
соотношением (7), мы получаем единственное решение уравнений (5) для конечного 
дерева. В силу теоремы 1, инвариантное состояние процесса роста конечного дерева 
имеет вид (fi). 

4. В случае произвольного бесконечного дерева неизвестно ни описание решений 
уравнения (5), ни тем более описание всех стационарных решений уравнения (4). 
Некоторую информацию удается получить только для случая деревьев Кэли TN и, 
постоянных функций р (а) = р. 

Среди всех решений уравнения (4) в этом случае можно выделить однородные ре­
шения, т. е. такие, для которых v (a) = v при а е= Т \ {0}. Для того, чтобы такая 
функция была решением (4), необходимо и достаточно, чтобы параметр v удовлетворял 
алгебраическому уравнению вида 

(1 - v) (Р - v (1 - v f ' 1 ) = 0. (8) 
Решение V — 1 этого уравнения существует независимо от Р и N и соответствует мере,, 
сосредоточенной в единственном идеале / = ТN. Это решение мы будем называть три­
виальным. Нетривиальные решения уравнения (8) в интервале (0, 1) имеются тогда 
и только тогда, когда 

^<f,% = (N - l f - 1 / N N . 

В этом случае при N > 1 имеется в точности два корня v 1 ( v 2 , удовлетворяющих не­
равенствам 

U < V , ч b'-V ч v , < l . 
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Мера p l t отвечающая корню v 1 ? сосредоточена на решетке конечных идеалов SBU (Т) 
и является единственной предельной мерой процесса роста, заданного соотношениями 
(1)—(3) на дереве TN при условии р = const, если начальные условия финитны. По­
скольку множество SB'„ (Т) счетно, эта мера может быть задана своими значениями в 
точках SB0 (Т). Можно показать, что имеет место равенство 

Р, < { / } ) = P |J |-X (1 -

При Р < р^ имеет также место равенство 
/ 1 _ v 2 yv 

P2(SS(T)\SS0(T)) = l - ( T - - ^ - j , 

где р 2 — мера, отвечающая корню \>2 уравнения (8). 
Если Р > р^, то предельным состоянием процесса роста при любых начальных 

условиях является мера, отвечающая тривиальному решению уравнения (8). 
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ОЦЕНКА ПАРАМЕТРА НЕЛИНЕЙНОСТИ В НАЧАЛЬНО—КРАЕВЫХ 
ЗАДАЧАХ С ГАУССОВСКИМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ 

Введение. Квазилинейные уравнения в частных производных, находящиеся: 
под воздействием случайных гауссовских полей, являются хорошей математической 
моделью для многих процессов естествознания и техники. В ряде случаев важно знать-
величину нелинейного члена (например, с целью упрощения модели путем, отбрасы­
вания нелинейных членов), причем такой вывод требуется сделать по наблюдениям 
за решением. 


