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ЧЕТВЕРИЧНЫЕ КОДЫ И ДВУХФАЗНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ, 
ПОЛУЧЕННЫЕ ИЗ КОДОВ НАД Z8 

Построено новое семейство четверичных циклических кодов, полученных из 
констациклических кодов над Zs с константой 5 с помощью композиции отоб­
ражения Карле с отображением, обратным к отображению Грея. Мотиваци­
ей к написанию статьи послужило семейство четверичных кодов, построенное 
Шанбагом, Кумаром и Хеллесетом, улучшающее характеристики кодов Дель-
сарта - Геталса. Мы полагаем, что эти коды над Z4 являются нелинейными. 
В качестве приложения построены новые семейства четырех- и двухфазных 
последовательностей. 

§ 1. Введение 

Пионерские работы [1, 2] и работа [3], получившая широкую известность, вызвали 
интерес к четверичным кодам, т.е. к кодам над алфавитом из четырех элементов. 
Соответствующий интерес вызвало построение семейства четверичных последова­
тельностей большой мощности, основанное на кодах Дельсарта - Геталса [4]. Со­
ответствующее семейство кодов было улучшено в [5] с помощью локальных оценок 
Вейля [6]. 

Целью настоящей статьи является построение кодов над кольцом Z4 с аналогич­
ными характеристиками, но с меньшей линейностью. Мы рассматриваем аналог кон­
струкции [5] над кольцом Zs. В частности, мы определяем отображение Z кольца Z& 
в кольцо Z4 х Z4. Это отображение является композицией отображения Карле [7] с 
отображением, обратным к отображению Грэя. Оно является масштабной изометри-
ей (см. [8]) однородного веса с весом Ли. Оно отображает констациклические коды с 
константой 5 в циклические коды и совпадает с отображением ф2 из [9]. Комбинируя 
оценку Вейля со свойствами нашего отображения Z, можно получить оценку снизу 
минимального расстояния Ли четверичных кодов, являющихся образами Zs-кодов 
при отображении Z. Так как эти четверичные коды могут быть в принципе нели­
нейными, необходимо провести спектральный анализ отображения Z, аналогичный 
анализу отображения MSB (в наиболее значимый бит) в [10]. Из этого мы получаем 
оценки для корреляции соответствующей четверичной последовательности. 

Статья организована следующим образом. В § 2 изложен необходимый материал 
из теории колец Галуа. В § 3 изучаются свойства отображения Грея. В § 4 вводятся 
канонические многочлены над кольцами Галуа, которые затем используются в § 5 
при построении кодов над Zg. В §§ 6 и 7 оцениваются корреляции четверичной и дво­
ичной последовательностей. И наконец, в § 8 мы рассматриваем последовательности 
с удвоенным периодом в случае четного расширения Zg. 

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований (номер проекта 03-01-00098). 
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§ 2. Предварительные результаты 
2.1. Кольцо Галуа характеристики 8. На протяжении всей статьи п = 2т. Пусть 

R = GR(&,m) - кольцо Галуа характеристики 8, содержащее 8 т элементов, £ -
порождающий элемент кольца Я, т.е. ord(£) = п - 1. Имеет место £ п - 1 = 1 и £п ф\ 
при 0 < п' < п — 1. Тогда множество Тейхмюллера для кольца R определяется 
следующим образом: 

Г = { 0 } U { e ' , j = 0 , l , . . . , n - 2 } . 

Для любого элемента х Е R справедливо 2-адическое разложение 

х — и + 2v + Aw, 

где u,v,w Е Т. Для такого х определим оператор Фробениуса 

F{u + 2v + Aw) = и2 + 2v2 + Aw2 

и след из кольца GR(8, га) в кольцо Zs 
т—1 

j=o 

Аналогично, пусть tr - след относительно расширения полей ¥2^/^2, и пусть у Е 
EF2m. Тогда 

т — 1 
*(у):=£у. 

j=o 

Положим /3 = 5£. Поскольку в кольце Z8 выполняется равенство 52 = 1, получаем 

/ Г " 1 - (5£)п _ 1 - 5, 

и следовательно, /32(п-1) = 1. 
Заметим, что элемент /3 играет центральную роль в построении констацикличе-

ских кодов длины п — 1 с константой 5. 
2.2. Локальная граница Вейля. Напомним теорему 1 из [6]. Пусть f(x) E R[x], т.е. 

f(x) - многочлен с коэффициентами из кольца GR(8,m). Тогда, применяя 
2-адическое разложение для коэффициентов, имеем 

f(x) = F0(x)+2F1(x) + 4F2(x). 

Обозначим через щ степень многочлена Fi(x) относительно х. Для произвольного 
многочлена f(x) его взвешенную степень обозначим 

Df = max{4no,2ni,n2}. 

Пусть гр - произвольный аддитивный характер кольца GR(8, га). В обозначениях, 
введенных выше, при несущественных дополнительных условиях (см. [6]) имеет ме­
сто следующая оценка: 

| £>(/(*)) |<(D/-ljV2^. 
хет 

§ 3. Определение отображения Z 

Пусть и) = е2™/8 = (1 + i)/y/2, г — л/—Т, - примитивный корень восьмой степе­
ни из единицы, принадлежащий полю комплексных чисел. Пусть xpi - аддитивный 
характер кольца Z8 такой, что ipi(x) = u>lx. 
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Для любого х = (xi, X2,...,ЖА;) € Z | , где А: > 1 - целое число, положим 

к 
в8(х) = £ w * ' € L = Q(t,w). 

Поскольку поле Q(z,o;) является алгебраическим расширением поля рациональных 
чисел Q, порожденным элементами i и CJ, где г = о;4, имеем X = Q(z, u;) = Q(CJ). Для 
любого вектора у = (г/i, у^ , . . . , уг) G Z£, где г > 1 - целое число, положим 

в4(у) = £ > ' Gtf = Q(i). 
i= i 

Заметим, что [L : if ] = 2 и нетривиальный элемент группы Галуа Gal(L/K) отобра­
жает и в и5 = —и. Таким образом, для любого а + шЬ € L имеем 

Тгь/*г(а + ^Ь) = (а + ub) + (а - vb) = 2а G К. 

О п р е д е л е н и е 1. Зададим отображение Z из кольца Z8 в кольцо Z4 x Z4 сле­
дующим образом. Для произвольного элемента CLQ -f- 2ai + 4а2 G Zs, где ao, ai, a2 € 
G Z2, положим 

Z(a0 + 2ai + 4a2) = (аг + 2(a0 -f a2), al + 2a2) G Z4 x Z4 . (1) 

Кроме того, в кольце Zs справедливо равенство 

5(a0 + 2ai + 4a2) = a0 4- 2ai + 4(a0 + a2), 

а по определению отображения Z имеем 

Z(5(a0 + 2ai + 4a2)) = (a2 + 2a2, a2 + 2(a0 + a2)). (2) 

Обозначим через Т оператор сдвига для Z4 x Z4 . Тогда для любого a G Zs спра­
ведливо 

Z(5a) = T o Z ( a ) . 

Напомним, что впервые понятие однородного веса было введено в [11] как отоб­
ражение w: Z m —* R, удовлетворяющее следующим свойствам: 

(И^1) для любого х G Z m : w(x) = О <=> а; = О, 
(И^2) для любого х G Z m \ {0} : w(x) = w(dx), 
(W3) для любого х, у G Z m : w(x + у) < w(x) -f ^(y)? 
(W4) для любого х G Z m \ {0} : dxw(x) = гпф{т'), 

где dx - наименьшее общее кратное чисел х и т , 0 - функция Эйлера, а га' -
произведение простых делителей числа га. 

Заметим, что так как отображение Грея является взаимно однозначным, оно 
обратимо. Таким образом, наше отображение Z является композицией -ф о ф~1, где 
-ф - обобщенное отображение Грея из кольца Z8 в F | (см. [7]), которое для любых 
а, 6, с G Z2 определяется как 

•ф(а + 26 + 4с) = (с, с + а, с + 6, с + а + 6), 

а 0 - 1 - обратное к отображению Грея 0 (см. [3]) из Z4 в F | , которое для любых 
а, 6 G Z2 определяется как 

0(а + 26) = (6,6-h а). 
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Частным случаем [9, утверждение 2] при к — 2 является 
Л е м м а 1. Отображение Z является изометрией кольца Z8 с однородным ве­

сом и кольцом Z4 х Z4 с весом Ли, являющимся также однородным. 
Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно следует из соответствующих изометриче­

ских свойств отображений Карле и Грея и того факта, что однородный вес на Z8 
определен как вес Хэмминга образа при отображении Карле. А 

Для любого целого к > 1 продолжим наше отображение до отображения (обо­
значим его также через Z) Ъ\ъЪ\хЪ\. 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть с = (c i , c 2 , . . . , с*) € Zg и Z(CJ) = {a>j,bj) Е Z4 x Z4 , 
j = 1,2,.. . , к. Определим Z следующим образом: 

Z(c) = (а, 6), (3) 

где а = {ai,a2,.. . ,afc) € Z£ it 6 = (61,62,- •• A ) € Z j . 
Определенное нами отображение имеет следующее корреляционное свойство. 

Л е м м а 2. Для любого целого числа к > 1 и х € Z8 гшеел* 

0 4 № ) ) = Тг ь /^(08(Ж)) = 08(Ж) + 08(5х). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку отображение ТТЬ/К является линейной функци­
ей, то достаточно проверить утверждение для к = 1. Пусть х — а$ + 2ai + 4a2 € Z8, 
где a0, ai, a2 € Z2, тогда 

ТгЬ /к(08(я)) = u;«o+2(a1-H2a2) + ^ ( а о + З ^ + г^)) = 

= 2 a i + 2 a 2 ( c i ; a o +(j 5 a o ) = z a i + 2 a 2 a; a o ( l + ( - l ) a o ) , 

так как J1 = г и a;4 = - 1 . По определению Z(:r) = Z(a0 H- 2ai + 4аг) = (ai + 2(ao + 
+a 2 ) ,a i + 2a2). Таким образом, 

0A{Z{x)) = iai + 2(aoH-a2) + ia1+2a2 = fai + 2 a 2 (1 + (-1)°°). 

Заметим, что в случае, когда х Е Z8 является четным (соответственно, а;0 = 1), 

TrL/K(08(x)) = 0A{Z(x)), 

а в случае, когда х является нечетным (соответственно, 1 -f- (—1) = 0), 

TrL/K(98(x)) = 0t(Z{x)) = 0. A 

§ 4. Многочлены над кольцом Галуа GR(8, m ) 

Многочлен 
d 

f(x) = Y2cjXj G R[x] 

назовем каноническим^ если все коэффициенты при четных степенях х нулевые, т.е. 
Cj = 0 для всех четных j . 

Пользуясь 2-адическим разложением коэффициентов, получаем 

f{x) = /о(х) + 2/1(x) + 4/2(х), где /,•(*) € Т[х]. (4) 

Заметим, что многочлены /0(ж), / i (x) , /2(2:) являются каноническими многочленами 
нечетных степеней, которые мы обозначим, соответственно, d0, di, d2. Напомним, 
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что взвешенная степень многочлена f(x) равна 

Df — max{4d0,2di, d2}. (5) 

Для произвольного положительного целого числа D > 4 положим 

So = {/(^) £ R[x] : Df < D,f - канонический}. 

Заметим, что множество So является GR(8, т)-модулем. Основным результатом § 4 
является оценка мощности этого множества. 

Л е м м а 3. Для любого целого D > 4 справедливо 

\sD\ = 2(°-Ш)"\ 
где \х\ - наибольшее целое число < х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению взвешенной степени имеет место неравен­
ство 

max {4d0,2di, d2} < D, 

и в частности, 

Ado < £>, 2di <D, d2 < D. 

Поскольку d2 нечетное, получаем 

D-l 
d2 <D2 + 1. 

Аналогичным образом, для числа d\ имеем 

D-2 
di < D1 

для числа do имеем 

• D-A 
do<D0 

+ 1, 

+ 1. 

Таким образом, для тройки нечетных чисел Do, D\, D2 получаем 

\{f(x) e R[x] : / - канонический; d0 < Do,d\ < D\,d2 < D2}\ = 

В результате 

A) + l Dl + l ^2 + 1 D - 4 
I 8 \ 

+ D-2 

L 4 J 
+ D-l 

[ 2 J 
+ 3. (6) 

Поскольку для произвольного вещественного числа х и целого j имеет место равен­
ство 

[х + j \ = [х\ + j , 

то правая часть в (6) равна 

D + 4 

L 8 J 
+ £> + 2 

[ 4 \ 
+ D + 1 

[ 2 \ 
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Ясно, что существуют целые числа г и к такие, что D = 8/с + г, где 0 < г < 7, и 
данное выражение становится равным 

7/с + 
г + 1 

2 + г + 2 
4 + г + 4 

8 

Прямая проверка для случаев г = 0 , 1 , . . . , 7 показывает, что 

г + 1 

L 2 J 
+ г + 2 

L 4 J + г + 4 

l_ 8 J 
Поскольку к — [D/8\, то выражение (7) становится равным 

7k + r = D- [D/8J. А 

(7) 

§ 5. Коды над кольцом Галуа GR(8, m) 

Напомним, что п = 2 т . 
Л е м м а 4. Пусть f(x) € Д[а;] - канонический многочлен взвешенной степе­

ни Df. Положим у = £(ж) € Z™-1 х Z " - 1 , где х = ( х 0 , ж ь . . . ,жп_2) и Xj = 
= T r ( / ( / ^ ' ) ) e Z 8 , j = 0 , l , . . . , n - 2 . Тогда 

Ыу)\ < 2(Df-l)V?^. (8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя лемму 2, получаем 

п - 2 п - 2 

3=0 3=0 
(9) 

Заметим, что (3 = 5£ G Я, где £ - порождающий элемент множества Тейхмюллера 
(ord(£) = п — 1). Поскольку в кольце R выполняется 52 = 1 и / - канонический 
многочлен, то 

ЯР) \ 5 / ( £ 

) для четных j , 
5/(f7) для нечетных j . 

В (9) переставим местами слагаемые, соответствующие четным значениям j . По­
скольку Тг - линейная функция над Zg, то правая часть переписывается как 

п - 2 п - 2 

3=0 j^o 

Заметим, что 5 / - канонический многочлен взвешенной степени < Df. Для произ­
вольного такого многочлена хорошо известна [6] оценка 

Е» Тг(/(х)) < (Df - l)VZ" 

О п р е д е л е н и е 3. Для произвольного целого D > 4 обозначим через Cs(ra, D) 
множество, являющееся ^-линейным кодом длины п — 1 : 

Ca{m,D) = {х = (х0)хи ... ,хп_2) £ Z^1 : Xj=Tr{f(p)), f £ SD} (10) 
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Л е м м а 5. Определим множество ZC±(m,D) = Z(C8(m,D)) как образ множе­
ства C8(m,D) (см. (10)) при отображении Z (см. (3)). Тогда множество 
ZC±(m, D) - циклический код над Z4 длины 2(п — 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что множество ZC4 (га, D) состоит из слов длины 
2(п-1). Пустьс=(с0 ,С1, . . .,cn_2)GC8(ra,jD) и Z(c) = (a, Ъ), где а = (а0, аъ .. . , а п _ 2 ) , 
Ь = (Ь0, b i , . . . , bn-2) и Z(CJ) = (а^, fy) € Z4 x Z4. 

Поскольку код C&(m,D) - констациклический с константой 5, то (5сп_2, со, . . . 
• ••,сп_з) Е Cg(m,D). По определению (2) имеем Z(5cn_2) = (&n_2,an_2) и, таким 
образом, кодовое слово 

Z((5cn_2 , О),. . . ,сп_3)) = (bn-2,ao,ai , . . . , a n _ 3 | a n _ 2 , 6 0 , 6 Ь .. . ,6п-з) 

является циклическим сдвигом слова (ао, сц , . . . , an_2 |60 , &i, . . . , 6n-2)- * 
В итоге мы имеем следующее утверждение. 
Т е о р е м а 1. Множество ZC±(m,D) является дистанционно-инвариантным 

циклическим Ъ^-кодом длины 2(п — 1) мощности п°~^т\ с минимальным рассто­
янием Ли > 2(п - 1) - 2(2? - 1)у/п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Дистанционная инвариантность следует из свойств изомет-
рии (см. лемму 1) для отображения Z. Мощность кода следует из леммы 3, а нижняя 
граница расстояния Ли вытекает из леммы 4 и связи между расстоянием Ли и ком­
плексной корреляцией (см. [3, §2.3]): 

dL(x,y) > п - Re(04(a - у))- А 

Рассмотрим код С4(га + 1, D)', который получается из кода С4(га + 1, D) вычер­
киванием двух позиций. Тогда этот код имеет такую же длину 2(п — 1), что и наш 
код ZC4(ra, Z>), расстояние 2(п — 1) — \/2(D — 1)у/п и мощность 4(2n)3D/4, в то время 
как наш код содержит n7D/8 слов. Таким образом, код ZC4(ra,D) имеет меньшее 
расстояние, но большую мощность при га > б + 16/D. 

§ 6. Семейство четверичных последовательностей 

Поскольку код ZC± может быть не Z4^HHeftHbiM, то знание границы для 04(ж) 
при каждом х € ZC± не является достаточным для оценки взаимной корреляции, 
соответствующей четверичной последовательности. Запишем отображение Z в виде 
двух компонент: 

Z(u) = {Z1(u),Z2(u)). 

Для любых двух слов и, v € С8(т, D) определим значение взаимной корреляции их 
образов при отображении Z для временного сдвига т как 

п-1 
S(Z)UiV(r) = ] Г (iZi(uj)-Z1(vj + T) + iZ2(uj)-Z2(vj+r)\ 

J=l 

Следуя идеям работы [10], применим спектральный анализ к отображению Z. Для 
любого целого числа к пусть и = е2™/8 и ф^ ~ аддитивный характер кольца Ъ8 
такой, что 

Мх) = *кх 

для всех x G Z s . 
Наша задача представить iZl и i7,2 как линейную комбинацию этих характеров. 
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Л е м м а 6. Пусть ш = е27"/8 - примитивный корень восьмой степени из едини­
цы и положим ipk(u) = u)hu, где к - целое. Тогда для произвольного и € Zs имеют 
место следующие равенства: 

iZ2M = liMu)+ii51>s(u), 

где /i! = (1 - u;3)/2, /i5 = (1 + u;3)/2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним понятие преобразования Фурье на аддитивной 

группе Z8. Пусть у. - произвольная функция из Z8 в поле комплексных чисел. Тогда 
при любом и Е Zs имеет место разложение 

7 1 7 

А^Н = 5 Z ^ j H , где /ij = - ^ / i ( x ) ^ ( - ^ ) - I11) 

В частности, при у(и) = г ^ 2 ^ и ж = ао + 2ai -f- 4a2 получаем 

п. = - Х^ ^a i+2a2^- i (oo + 2ai+4a2) 

ao,<i i ,ci2 

Упростив это выражение, получим 

н = I(i + w - i ) ( i + r > + 1 ) ( i + ( - i ) -> + 1 ) . 

Прямая подстановка j = 0 , 1 , . . . , 7 и соответствующие упрощения дают окончатель­
ный результат (в частности, fij = 0, j' ^ 1; 5). Оценка для Zi получается аналогич­
ным образом. А 

Непосредственной проверкой получена 
Л е м м а 7. В обозначениях леммы б имеет место равенство 

где /xi = (1 + и;7)/2, /х5 = (1 + а;3)/2. 
Два кодовых слова гх и v кода Се (га, £>) назовем т-эквивалентными, если гл по­

лучается из Av (где A G Zg = {1, 3, 5, 7}) сдвигом на т позиций. 
Т е о р е м а 2. Для произвольных кодовых слов и,v £ Cs{m,D), не являющихся 

т-эквивалентными, имеет место следующая оценка: 

|6(Z) t t |W(T)| < (2 + V2)(D - 1)>/2^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 
п - 1 

Рассмотрим сначала вклад от Z\. Применяя лемму 6, имеем 

Далее получаем 
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что можно записать в виде 

Затем мы воспользуемся оценкой сумм характеров, которая в данном случае при­
менима, так как слова и, v не являются т-эквивалентными, и заметим, что 

|/il|2 + lM5|2 + |/il7i5l + l/^57Ii| < (|/il| + Ы ) 2 -

Пользуясь этим неравенством, оценкой для сумм характеров и леммой 7, получаем 

| п - 1 
< (|М1| + |/х5|)2(^-1)У2^ = (l + l/V2)(D-l)V2^. у^^1(^-)-^1(^-+г) 

Вклад от Z2 оценивается так же. А 
Как и в [10], мы избавляемся от зависимости аргументов от т путем разбиения 

многочленов, определяющих кодовые слова Cg(m,D), на классы эквивалентности 
по модулю действия мультипликативной группы Zg x T* на аргумент многочлена. 
А именно два многочлена f(x),g(x) G R[x] будем считать эквивалентными, если 
д(х) = f(axa) для некоторых а £ Zg и а £ Т*. Легко видеть, что введенное таким 
образом отношение эквивалентности разбивает множество So на классы эквива­
лентности. Обозначим через iSs(m,D) множество представителей (из So) этих клас­
сов. Заметим, что в каждом классе эквивалентности содержится не более |Zg| x |Т*| 
многочленов. 

Если вещественная функция f(n) от целого аргумента п ограничена сверху ве­
личиной кд(п), где п стремится к бесконечности и к - некоторая константа, то 

g(n) = 0(f(n)). 

Т е о р е м а 3. Множество iz(sa(m>D)) содержит 0(T^7 D /8^ - 1) последовательно­
стей длины Т = 2 (2 т — 1) с автокорреляцией и взаимной корреляцией, не превос­
ходящей (1 + y/2){D - 1)л/2™. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мощность множества следует напрямую из определения 
Sg(m, D). Длина последовательности вытекает из уравнения (2) и свойства циклич­
ности кода Cs{m,D). Оценка для корреляции вытекает из теоремы 2. А 

Для сравнения семейство четверичных последовательностей, получающихся из 
кода С4(га, D) работы [5], содержит порядка T 3 D / 4 элементов длины Т = 2 т - 1 с 
автокорреляцией и взаимной корреляцией, не превосходящей (D — l ) v T . 

§ 7. Двухфазные последовательности 

Напомним, что отображение Z (из кольца Zs в кольцо Z4 x Z4) было введено 
следующим образом: пусть и — ао + 2ai + 4a2 £ Zg, где ao, ai, a2 € Z2, тогда 

Z(u) = (Z1(u),Z2{u)) = ( a 1 +2(a 0 + a2) ,ai + 2a2). 

Определим отображение MSBZ: Z8 —» Z2 x Z2 следующим образом: 

MSBZ{u) = {MSB(Z1{u)),MSB{Z2(u))), 

а именно 

MSBZ(a0 + 2a! + 4a2) = (a0 + a2, a2), 

т.е. рассматривая старшие биты каждой из компонент отображения Z (элементов 
кольца Z4). 

58 



Для любых двух слов и, v £ С8(га, D) определим значение взаимной корреляции 
их образов при отображении Z для временного сдвига г как 

e(MSBZ)u>v(r) = 
п - 1 

= V ^ / r /_ 1 \M5B(Zi ( t i J - ) ) -M5B(Z l ( t ; i + T)) + ( _ 1 j M 5 B ( Z 2 ( t i i ) ) - M 5 B ( Z 2 ( t ; i + T ) ) y 

j = l 

Применим технику дискретного преобразования Фурье к функциям (—l)MSB(ZlM\ 
(—1)M5B(Z2(U)), отображающим элемент а0 + 2а\ + 4а2 кольца Z8 , соответственно, в 
(_Х)а0-ьа2 и (_1)аа. Тогда имеет место 

Л е м м а 8. Пусть и = е27"/8 - примитивный корень восьмой степени из едини­
цы, положим -фкЫ) = шки, где к - целое. Тогда имеют место следующие равенства: 

( - l ) M 5 S ( Z l ( u ) ) = M i ^ i H + кЫ") +ЦьФь(и) + Ц7ФТЫ), 

где 

/X! = - ( 1 + и; - о;2 Н- a;3), /i3 = - (1 + w + J2 + CJ3), 

/i5 = - ( 1 - и; - J1 - a;3), /i7 = - (1 - w + a;2 - u;3); 

кроме этого 

(Ы + |Мз| + Ы + Ы)2 = 2 + ^2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим преобразование Фурье на аддитивной группе Zg. 

Пусть /i - произвольная функция из Zg в поле комплексных чисел. Тогда при любом 
и £ Zg имеет место следующее разложение: 

7 х 7 

Ми) = 5ZwMu)» где ^ = дХ^м(жЖ-(-^)-
j = 0 x = 0 

В частности, при /i(w) = (—l)M5B(zi(^)) и ж = а0 + 2ai + 4a2 получаем 

„ . _ £ V ^ / '_^ , \ao+a2C ( ;-j(ao+2ai+4a2) 
о ^—^ ao,ai,a2 

После упрощения получим 

^ = l a - ^ K i + r ^ a + c-i)1^'). 
Прямая подстановка j = О ,1 , . . . , 7 и соответствующие упрощения дают окончатель­
ный результат (в частности, /ij = 0, j = 0,2,4,6). Для функции [-\)MSB(<Z^U)) 
результат получается аналогичным образом. • 

Т е о р е м а 4. Множество (-i)MSBZ(s8(m,D)) со^ержит 0{T^D^~l) последо­
вательностей длины Т = 2 (2 т - 1) с автокорреляцией и взаимной корреляцией, не 
превосходящей 2(2 + y/2)(D - 1)>/2™. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мощность множества следует из определения Ss(m,D). 
Длина последовательностей вытекает из уравнения (2) и свойства цикличности кода 
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Cs(m,Z>). Оценки корреляции получаются методом, аналогочным теореме 2, с ис­
пользованием леммы 8. В частности, для взаимной корреляции получаем 

\0(MSBZ)UiV(r)\ < 2(2 + V2)(D - l )V2^. A 

Для сравнения, семейство двухфазных последовательностей S(m, D), получаю­
щихся из кода C±{m,D) работы [5], содержит порядка j 1 ^ / 4 ) - 1 элементов дли­
ны Т — 2 ( 2 т — 1) с автокорреляцией и взаимной корреляцией, не превосходящей 
2{D - 1)V2T. 

§ 8. Коды над кольцом Галуа Gi£(8, га) в случае четного га 

Положим п — 2 т , где га - четное целое число. Пусть /3 = >/5£> где у/Ъ - решение 
уравнения х2 — 5 = 0 (например, у/Б = 1 + 2а € Д, где а Е Т такое, что а2 + а = 1 
(mod 2)). Поскольку в кольце Z8 имеет место равенство (л/5)4 = 1, то 

/?2(n-D = ( ^ ) 2 ( п _ 1 ) = 5, 

и следовательно, /34(п-1) = 1. 
Л е м м а 9. Пусть f(x) £ R[x] - канонический многочлен взвешенной степе­

ни Df. Возьмем у = Z(x) G Z4^n _ 1 ) х Ъ^п~ \ где х = (x0 ,a ; i , . . . ,Х2П-з) и %j = 
= Tr{f(P>))£Zs, j = 0 , l , . . . , 2 n - 3 . Тогда 

Ыу)\ < 4 ( 2 3 , - l ) v ^ . (13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя лемму 2, имеем 
2п-3 2п -3 

04(у) = Тг(0(Ж)) = £ с ^ ' ^ ) ) + £ а , № < ' ^ » . (14) 

Напомним, что /3 = y/b£ € Я, где £ - порождающий элемент множества Тейхмюлл ера 
(соответственно, £ n _ 1 = 1). Пусть 

g(x) = f(y/Ex)/Vb. 

Заметим, что если многочлен / - канонический, то многочлен д - также канониче­
ский. Поскольку в кольце R имеем (>/5)4 = 1, то 

№) = < 

{ /(£'"), если j = О (mod 4), 
/ ( V ^ ) , е с л и 3 = 1 (m°d 4), 
/ ( 5 ^ ) , если j = 2 (mod 4), 

I / ( 5 V ^ ) , если j = 3 (mod 4). 

Разобьем первую сумму в (14) на четыре подсуммы, объединив в одну подсумму сла­
гаемые, соответствующие одному значению j по модулю 4. Таким образом, данная 
сумма принимает вид 

£^(/К')) + £ WTV(/(^» + J2^{mJ)) + £ с^Я5^*'». (15) 
j = 0 j=l 3 = 2 3=3 

Аналогичным образом вторая сумма в (14) принимает вид 

у ^ ш 5 Т т ( / « ' ) ) +у2ш5ТгЩу/Ъ*')) + V ^ w 6Tr ( / (^ ) ) + Y ^ W 5 T T ( / ( 5 V ^ ^ ) ) B ( 1 б ) 
j = 0 jf=l .7 = 2 j = 3 
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По определению многочлена р, поскольку функция Тг является Zs-линейной, выра­
жение (15) принимает вид 

3=0 j=l 3 = 2 3=3 

Аналогичным образом выражение (16) принимает вид 

£ Ji*(5/«'')) + ^ ^ ( 5 ^ ^ ) ) + ̂ ^ ( / « ^ + ^ C J i > ( ^ « i ) ) . (is) 

Поскольку ri — 1 является нечетным и j пробегает все множество значений 0 , 1 , . . . 
. . . , п - 2, то 2j и 2j + 1 пробегают все множество значений 0 , 1 , . . . , п — 2 по модулю 
п - 1. Таким образом, поскольку £ - элемент порядка п - 1, то, объединяя первую 
сумму в (17) с третьей суммой в (18), получаем 

^ ^ т г с / ^ ) ) ^ ^ ^ ^ / ^ ) ) = ^ Т г Ш Г ) ) (19) 
3=0 j = 2 3=0 

Аналогично, объединяя вторую сумму в (17) с четвертой суммой в (18), третью с 
первой, а четвертую со второй, получаем, что выражение (14) принимает вид 

У^Тг(/(^")) + ^ ^ Т г ( 5 / ( ^ ) ) у ^ ^ Т г ( ^ ( е ) ) + у ^ Т * ( 5 ^ « ' ' ) ) ш 

j=0 3=0 3=0 3=0 

Заметим, что наряду с / многочлены 5 / , д и Ъ^/Ъд - также канонические многочлены 
взвешенной степени < Df. Для таких многочленов справедлива следующая оценка 
(см. [6]): 

£»-JTr(/(z)) < (Df - 1)V2" 

О п р е д е л е н и е 4. Для произвольного целого D > 4 и многочлена f(x) E S# 
обозначим через C|v(ra, D) следующий Zg-линейный код длины 2(п — 1): 

C8
ev(m, D) = [х = (хо ,* ь • • • ,*2п_з) € zf1"1 5 : х3- = Тг (/(/?*)), / € 5 D } . (20) 

Л е м м а 10. Обозначим через ZC%*(m,D) = Z(Clw(m,D)) образ кода С™(m,D), 
определенного в (20), при отображении Z (см. (3)). 7Ьг(?а множество ZClv(m,D) 
является циклическим кодом над Ъ± длины Цп — 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о идентично доказательству леммы 5. 
Аналогом теоремы 1 является 
Т е о р е м а 5. Код ZC^(m,D) является циклическим Ъ^-кодом, возможно, не­

линейным, дистанционно-инвариантным, длины Цп — 1), мощности nD~^-I, с ми­
нимальным расстоянием Ли >4 (п — 1)—4(D — \)у/п. 

Для сравнения рассмотрим код C4(m+2, D)\ который получается из кода С±{т-\-
+2,D) вычеркиванием четырех позиций. Тогда этот код имеет такую же длину 
4(п — 1), минимальное расстояние Ли > Цп — 1)— 2(D — l)^/n и мощность порядка 
4(4n)3D//4. Таким образом, код ZC|v(m, D) имеет меньшее расстояние, но большую 
мощность (порядка n 7 D / 8) при больших п. 
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§ 9. Замечания и нерешенные задачи 
В данной статье мы построили аналог четверичной (над кольцом Z4) конструк­

ции, предложенной Шанбагом, Кумаром и Хеллесетом над кольцом Zg. Резуль­
тирующие четверичные коды и двухфазные последовательности имеют сравнимые 
характеристики для минимального расстояния Ли и комплексной корреляции, 
как в [5]. 

Основным открытым вопросом остается вопрос линейности над Z4 наших четве­
ричных кодов и №2-линейности для последовательностей. Из [9, теорема 5] следует, 
что эти две задачи являются эквивалентными. 

Авторы выражают благодарность рецензенту, замечания которого способствова­
ли улучшению статьи. 
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