
Т функция, у д о в л е т в о р я ю щ а я по х условию Л и п ш и ц а в области (s , x )G 
QRy^D' 

| ф ( 5 , X ) — ф ( 5 , Xi)\^L\x—Xt\. (43) 

Д л я функции f (t, х9 у)9 определенной в области 

№11 (44) 

условия I, II выполняются , когда величина 

Мг= max |q>(s, (45) 

да 
постоянные R=2L/%0 и К, Q, определяемые неравенством ( 4 ) , удовле­
творяют соотношениям 

-^<* (^-S-)-i-<'-
В качестве Л м о ж н о взять тождествецный оператор . Требование 

монотонности функции f(t, х, Ax)=f(t9 х, х) по переменным х и Ах 
позволяет , к а к и в работе [ 1 0 ] , отыскивать периодические приближе­
ния, о х в а т ы в а ю щ и е снизу и сверху искомое периодическое решение. 

Оператором А м о ж е т служить , наконец, ф у н к ц и о н а л : 

Ax(t) = (x(t,), x(h), , х(Ь), x(tp))9 (47) 

где tt, t%9 ..., tj, ..., tp — числовая последовательность . П р о в е р к а усло­
вий I, II в этом случае приводит к неравенствам, аналогичным приве­
денным д л я случая оператора сдвига (36) . 
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УДК 517.977.5 
С. А. МИНЮК 

К ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ 
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ 

В работе приведены необходимые и достаточные условия у п р а в л я е ­
мости линейных систем с последействием. Проведено исследование 
управляемости таких систем в некоторых гильбертовых пространствах . 

1. Введение. Пусть объект управления описывается системой у р а в ­
нений 
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x(t)=A(t)x(t)-\-Ai(t)x(t-h)-f $R(t, x)x{t-x)dx+ 
0 

+B(t)u(t)+f(t)9 te[t09 T]f ( i ) 

x(t)=q>(t)9 tG[to-h9t0)9 x(to)=x0. (2) 

Здесь x'(t) = {xi(t), . . . , Xnit)} — вектор, описывающий п о л о ж е н и е 
системы в момент времени t\ u(t) = {m(t), ur(t)}—вектор-функ­
ция, з а д а ю щ а я величину у п р а в л е н и я в момент t\ A(t)9 Ai(t)9 R(t9 т) — 
кусочно-непрерывные я Х я - м а т р и ц ы , о т р а ж а ю щ и е динамические свой­
ства объекта ; B(t)—кусочно-непрерывная яХ/*-матрица, х а р а к т е р и ­
з у ю щ а я свойство входного устройства; 0 < А — з а п а з д ы в а н и е ( ч и с л о ) ; 
f(t) — к у с о ч н о - н е п р е р ы в н а я /г-вектор-функция, о т р а ж а ю щ а я неоднород­
ность объекта ; кусочно-непрерывная /г-вектор-функция ф(^) и я -вектор 
х0 з а д а ю т начальные условия , u£U(-) — {u(t) : u(£)GL 2[Yo, Т]}. 

Д л я системы (1) вектор x(t) у ж е не является состоянием. Состоя­
ние системы (1) в ы р а ж а е т функция #*(•) = {х(х)9 x£[t—A, t]}, отра­
ж а ю щ а я поведение объекта в прошлом в течение времени A (t—h^. 
^ x ^ i ) . Это элемент функционального пространства , и т а к и м образом 
пространство состояний системы (1) бесконечномерно. 

П р и сделанных предположениях решение х(t)9 t£[tQ9 Т], системы (1) 
с начальным условием (2) — а б с о л ю т н о непрерывная функция (это сле­
дует, например , из интегральной ф о р м ы представления р е ш е н и я ) . 

П о аналогии с [1] м о ж н о показать , что решение системы (1) с на­
ч а л ь н ы м условием (2) представимо в виде 

п 

x(t)=F{t,to)xo+ J F(t, s+h)Ai{s+h)(f{s)ds+ 
U-h 

U h 

+ J [ $ Fit9x+s)R(x+s9x)dx]<?(s)ds+ 
to—h tor—s 

t t 
+ $F(t9x)B(x)u(x)dx+$ F(t9x)f(x)dx9 (3) 

to to 

где F(t9 x) — решение матричного уравнения 

dF(t, x) 
дх 

h 

= - F ( f , x)A{x)-F{t9 T + f t ) 4 i ( T + A ) -

h 

— J* F(t9 s+x)R(s+x, s)ds 

при условиях F{t9 t) =E, F(t9 x) =0 д л я x>t. 
Н а й д е м условия , при которых д л я любой абсолютно непрерывной 

функции г |5(т), т б [ Г — А , Г ] , существует допустимое у п р а в л е н и е u(t)y 

t£[t0, Г ] , такое , что траектория системы (1 ) , п о р о ж д е н н а я фиксирован­
ным н а ч а л ь н ы м условием (2 ) , удовлетворяет равенству х(^) =if>(^) , 
t&[T—А, Т]. Д л я простоты изучим случай, когда система (1) является 
стационарной (A(t)=A9 At\(t)=Au R(t9 x)=R(x), B{t)=B). 

У т в е р ж д е н и е 1. Указанное выше свойство д л я системы (1) 
имеет место л и ш ь в исключительном случае , а именно тогда и только 
тогда , когда r a n k 5 = я . 

Действительно , в случае r a n k S = n построим у п р а в л е н и е u(t), 
6[^о, ?Ъ следующим образом . Д л я t£[t09 Г—А] выберем u(t) из условия 
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J" F(T-h, x)Bu(x)dx=$(T-h)-[F(T-h9 t0)x0+ 
n 

U U h 

+ j F(T-h,x+h)Aw(x)dx+ J [ j" F(T-h, x+s)R(x)dx J q>(s)ds+ 
t0-h U-h U-s 

T-h 

+" J F(T-h9x)f(x)dx]9 (4) 
to 

что всегда возможно , т а к как , очевидно, д л я любоготг-вектора р , \\р\\Ф 
Ф09 имеем p'F(T—h, х)Вф09 т б [ ^ 0 , Г - А ] . 

Д л я /б(Г—/г , Г] определим и ( 0 равенством 
h 

u{t)=B-*[i(t)—Ay(t)—Atx(t—h)- $ R(x)x(t-x)dx-f(t) ] , 
о 

где x(t), tG[to, Г—Я] вычислено по формуле (3) при некотором у п р а в ­
лении u(f), у д о в л е т в о р я ю щ е м соотношению ( 4 ) . 

Построенное управление осуществляет перевод траектории x(t) 
системы (1) на абсолютно непрерывную функцию ^{t), t£[T—h, Т]. 

Если г а п к 5 < я , то найдется я-вектор g, H g l l ^ O , такой, что g'B=0. 
И з (1) при x(t)=y(t)9 t&[T—h, Г ] , имеем 

h 

J Rm(T-x)dx+g'f(T)] = 0 . 
о 

(5) 
Отсюда следует, что возможен перевод траектории x(t) системы 

(1) л и ш ь на функции ty(t), /б [Г—/г, Т], которые удовлетворяют к р а е ­
вому условию ( 5 ) / 

В связи с этим естественно изучать з а д а ч у управляемости в том или 
ином функциональном пространстве . 

Рассмотрим наблюдения Х{={х(Т)9 u(t)£Li[U9 Т]}9 Х2={х{-) : 
х(-) = {х(х)9 г 6 ( Г - А , Г]), u№U[U9 Т]}}9 Х 1 , 2 = { х ( . ) :х(-)=.{х(Т)9 

х ( т ) , xu(T—h9 Г ] , u(t)£L2[to9 Т]}} при фиксированном начальном со­
стоянии (2 ) . 

О п р е д е л е н и е 1. Объект (1) назовем у п р а в л я е м ы м в простран­
стве RnXb2[T—h9 Т] (Rn соответственно L2[T—-h9 Т])9 если наблюде­
ние X i , 2 (Xi соответственно Х2)9 когда управление u(t) пробегает все 
множество управлений, з а м е т а е т аффинное подпространство, всюду 
плотное в RnxL2[T—h9 Т] (Rn соответственно L2[T—h9 Т]). 

Здесь Rn — я-мерное евклидово пространство. 
З а м е ч а н и е 1. Управляемость в смысле определения 1 д л я част­

ных случаев изучалась в р я д е работ советских и з а р у б е ж н ы х авторов . 
П о д р о б н а я библиография приведена в [2] (см. т а к ж е [ 3 ] ) . В [3] 
управляемость в пространстве RnXL2[T—h9 Т] н а з в а н а «е -управляе-
мостью», в [4] управляемость в пространстве Rn отождествляется с 
«относительной управляемостью». В этой работе проводится единая 
точка зрения. 

2. Нуль-полностью управляемые системы. Непосредственным обоб­
щением определения управляемости по Р . К а л м а н у на системы с после­
действием служит 

О п р е д е л е н и е 2. Систему (1) (R(t9 х)=0) назовем нуль-пол­
ностью управляемой , если существует линейное всюду плотное в 
L2[U9 Т] многообразие F9 что д л я к а ж д о г о начального состояния (2) 
и любого f£F найдется управление u(t)9 u(t)&L2[t09 Г ] , такое , что т р а е к ­
тория x(t) системы (1) удовлетворяет условиям 

x(T)=09 Ai(t)x(t—h)=0 д л я почти всех td[T, T-j-h). (6) 
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З а м е ч а н и е 2. П о д о б н а я з а д а ч а ( / = 0 ) д л я систем с з а п а з д ы ­
ванием впервые изучалась в р а б о т а х Н . Н . Красовского и А. Б . Кур-
ж а н с к о г о [5, 6 ] . В [2] имеется подробная библиография . 

Используя теорию линейных уравнений и л е м м у типа Л а г р а н ж а , 
м о ж н о показать , что справедлива 

Т е о р е м а 1*). Система ( 1 ) нуль-полностью управляема тогда и 
только тогда, когда системе уравнений 

г(0 + A'(t)z(0 +А[ (t+h)z(t+h) = 0 , B'z(t) = 0 , 

рассматриваемой при t&[U, Т], удовлетворяет лишь функция, почти 
всюду равная нулю. 

Д л я стационарных систем имеет место 
Т е о р е м а 2*). Система ( 1 ) нуль-полностью управляема (T—to> 

>nh) тогда и только тогда, когда выполнены два условия: 
1) r a n k Я (Я) = г а п к [ £ , ( Л + Л 4 е х р (-Xh))B,... 

..., (A+Ai exp (—Xh)) п ~*В] =n хотя бы при одном X; 
2) для всех Хо таких, что rankiC(Ao) <Сп, справедливо r a n k [ХоЕ—А— 

—Ai exp (—Xoh), В]=п. 
Н а й д е м необходимые и достаточные условия , которым д о л ж н а удо­

влетворять функция u(t), чтобы система (1) (R(t, х)=0, / ( £ ) = . 0 ) пере­
ш л а из з аданного начального состояния (2) в конечное состояние, удо­
в л е т в о р я ю щ е е соотношениям ( 6 ) . 

У т в е р ж д е н и е 2. Управление u(t), td[to, Т], р а з р е ш а е т ука ­
з а н н у ю выше з а д а ч у тогда и только тогда, когда оно удовлетворяет 
р а в е н с т в а м 

г и 

J z'(t)B(t)u(t)dt=—z'(t0)xo— [z'(t+h)At(t+h)y(t)dt, (7) 
to to—h 

где z(t) — л ю б о е решение системы уравнений 

z(t)+A'(t)z(t)+A[(t+h)z(t+h)=0, te[t0jTl (8) 

порожденное н а ч а л ь н ы м и условиями z(T)=Zo> z(t) =[i(t), id(T, T+h]; 
Zo — произвольный я-вектор, \i(t)—любая непрерывная функция . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть выполнены равенства ( 7 ) . Р е ш е н и е 
системы (8) с н а ч а л ь н ы м и условиями z(T)=Zo, z(t)=\i(t)9 td(T, T+h] 
з а п и ш е м в виде 

T+h 

z(t)=Fl{t, T)z0+ J Fi(t, x-h)A[{x)^x)dx, (9) 
T 

где Fi\(t, т) — матричное решение системы уравнений 

i - ^ - L =Fa(t, х)А'{х)+Р^, x-h)A[ (r-h), 

Fi(t,t)=E, Fi(t,x)Ss0, x<t. 

П о д с т а в л я я (9) в (7 ) , имеем 
Т Т T+h 

Z' J F[(t, T)B(t)u(t)dt+$[\»'(х) [Fiit, x-h)A\(x)}'dx]B(t)u(t)dt= 
Jo T 

T+h 

= -z'QF\(U, T)x0- j v.'(*)[F*(to, %-h)A[ ( т ) ] ' Л х в -

*> Подробное доказательство теорем 1 и 2, в том числе для более общих случаев, 
имеется в статье автора «Полная управляемость и наблюдаемость линейных систем с 
запаздыванием», которая опубликована в сборнике «Математические исследования», 
Гродно, 1979. По этой причине оно здесь не приводится. 
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tv—h 
U T+h 

- J [ J ^ W I F i ^ + f c , т - Л ) Л ; ( т ) ] ^ т \Ai{t+h)4i(t)dt. (10) 

У ч и т ы в а я , что соотношение (10) выполняется д л я любого я-вектора z9 

и любой непрерывной функции р , (т) , х£(Т, T+h], получим 1 *• 

J Р[ (t, T)B(t)u(t)dt=—F[ (to, Т)х0- J F[ {t+h, T)Ai{t+h)if(t)dt, 
t0 ta-h 

T 

A i ( t ) J F\(t, x-h)B(t)u(t)dt=-Ai(x)F[ (fo, t - f t ) * o -
to 

- A i ( t ) J F[ (t+h, %-h)At(t+h)v(t)dt (11) 
U-h 

д л я почти всех тб)[Г, Т+h]. 
Решение системы (1) (R(t, т ) = = 0 ) с начальным условием (2) ПреД-

fo 

с т а в и м о в виде x(x)=F(x, t0)xQ+ § F(x, t+h)Ai(t+h)q>(t)dt+ 
to—h 

т 

+ jF(x, t)B(t)u(t)dt, где я Х я - м а т р и ч н а я функция F(x, t) удовлетво-

р я е т системе уравнений 

d F § t ] =-F(x, t)A(t)-F(x, t+h)Ai(t+h), t<x, 

F(%i%)=E, F(x,t)=0 при t>x. 

Т а к к а к F[ (t, x)=F(x, t), то из (11) получаем х ( Г ) = 0 , Ai(x)x(x— 
—h) = 0 д л я почти всех т б [ Г , T+h], что совпадает с (6 ) . 

Необходимость выполнения равенств (7) следует из соотношения 

т т т 

J z'(t)x(t)dt—\ z'(t)A(t)x(t)dt—\ z'(t)Ai(t)x(t—h)dt= 
to to to 

T 

= J 2'(t)B(t)u(t)dt=z/(T)x(T)-z'(to)xo-
to 

U T 

- J z'(t+h)Ai(t+h)q>(t)dt+ J z'(t+h)Ai(t+h)x(t)dt. 
ta-h T-h 

З а м е ч а н и е 3. И з д о к а з а т е л ь с т в а у т в е р ж д е н и я 2 следует, что 
в (7) можно р а с с м а т р и в а т ь только решения системы ( 8 ) , порожденные 
б а з и с н ы м и начальными условиями (базисом) пространства RnXL2[T, 
Т+h]. В этом случае число равенств (7) счетно. 

3. Исследование управляемости системы ( 1 ) в гильбертовых про­
странствах. Изучим з а д а ч у управляемости системы (1) в смысле опре­
д е л е н и я 1 в пространстве RnxL2[T—h, Т]. 

В силу формулы (4) и определения 1 без ограничения общности счи­
т а е м Ф ( 0 = 0 , / £ | > о - М о ) ; х 0 = 0 ; / 4 0 = 0 , T]i. 

И з теоремы Хана — Б а н а х а следует, что система (1) у п р а в л я е м а 
в пространстве RnXL2[T—h, Т] тогда и только тогда, когда тождество 
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J(u)=g'x(T)+ j.p'(x)x(x)dx=0 Vu(t)£L2[U, T] 
T-h 

в силу системы (1) выполняется л и ш ь при 1|£||яп+11р( •) Иь 2[г-л, г ] = 0 . 
П р е о б р а з у е м функционал J(и)\ Пусть я -вектор-функция z(t) удо ­

влетворяет условию z(T) =g. И м е е м 

т т т 

J(u)=z'(T)x(T) + J p'(t)x(t)dt= j z'(t)x(t)dt+]z'{t)x(t)dt+ 

T-h U t0 

T T T 

+ J p'(t)x(t)dt=$ z'(t)x{t)dt+\ z'(t)A(t)x(t)dt+ 

T-h U *o 

T-h T-h h 

+ J jf{t+h)Ai(t+h)x(t)dt+ J [ J z'(s+t)R(s+t, s)ds]x(t)dt+ 
to to 0 

г т 

+ J* z'(t)B(t)u(t)dt+ J p'(t)x(t)dt. (12) 
to T-h 

Выберем функцию z(t), t£[U, T), к а к решение системы уравнений 

h 

z(t)+A'(t)z(t)+A'i(t+h)z(t+h)+ $R'(s+t, s)z(s+t)ds=0, 

0 

T-h), (13) 

z(t)+A'(t)z(t)+p(t)=0, t&[T-h,T).' 

И з (12) и (13) получим 
г 

](и)=\ z'{t)B(t)u{t)dt. (14) 
to 

И з приведенных выше рассуждений и (14) следует 
Т е о р е м а 3. Система (1) управляема в пространстве RnxL2[T— 

—h, Т] тогда и только тогда, когда из того, что п-вектор-функция z(t) 
удовлетворяет системе уравнений 

h 
z(t)+A'(t)z(t)+A'i(t+h)z(t+h)+ $R'(s+t, s)z(s+t)ds=0, 

о 

Щи, T-h), z(t)+A'(t)z(t)+p(f)=0, te[T-h,T)9 (15) 

z'(t)B(t)=0, Щи,П, z(T)=g, 
следует g=0, \\p(.) \\L2[T-h, r ] = 0 . 

С л е д с т в и е 1. Система (1) управляема в пространстве R n тогда 
и только тогда, когда из того, что z(t) удовлетворяет системе уравне­
ний (15) при p(t)=0, ЩТ—h, Т], следует g—Q. 

С л е д с т в и е 2. Для управляемости системы (1) в пространстве 
L2[T—h, Т] необходимо и достаточно, чтобы из того, что z(t) удовле­
творяет системе уравнений (15) при g=0, следовало \\р(*)\\ь2[т-н,т]=0-

В случае стационарных систем вида (1) имеет место 
Т е о р е м а 4. Для управляемости системы (1) в пространстве 

RnXL2[T—h, Т] при T—U>nh необходимо и достаточно, чтобы выпол­
нялись два условия: 

1) r a n k [ХЕ—A— Ai exp (-Xh)-rR(X), В]=п для всех ХбС; 
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2) r a n k [Ai exp (—Kh)+R(k), B]=n хотя бы при одном №С, где 
h 

R(X) = J exp (—Xs)R(s)dsJ С — поле комплексных чисел. 
о 

З а м е ч а н и е 4. Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4 проводится исследо­
ванием системы (15) с помощью преобразования Л а п л а с а . 

Условие 1) нужно проверять л и ш ь д л я тех А,, д л я которых r a n k { 5 , 
[ A + A i e x p {-Kh)+R(k)]B, [ Л + Л х е х р {-Xh)+R(K)]^B}<п. 

З а м е ч а н и е 5. В случае стационарных систем условия теоремы 4 
я в л я ю т с я достаточными д л я управляемости в пространствах Rn и 
Lz[T—h, Т]. Д л я получения необходимых и достаточных условий 
управляемости в у к а з а н н ы х пространствах можно использовать методы 
исследования , предложенные в [2, 7 ] . 

Приведем соотношения, которым д о л ж н а удовлетворять функция 
u(t), tfi[to, Т], чтобы система (1) ( / ( / ) = 0 ) перешла из нулевого на­
чального состояния в конечное состояние хт{ •) = {x{t) =\|) (t), £6 [ Г — h , 
Г ] } , где i |)(i) , t£[T—h, Г ] , — абсолютно непрерывная функция . 

У т в е р ж д е н и е 3. Если управление и(t), /б[ to , Т], удовлетв©-* 
ряет соотношениям 

т т 

J z?{t)B{t)u{t)dt=z'^{T)+ I g'(t)W).dt (16), 
U T-h 

д л я всех решений системы уравнений 
h 

z(t)+A/(t)z(t)+A'i(t+h)z(t+h)+ $R'(s+t, s)z(s+t)ds=Q, 
о 

te[t09T-h), z{t)+A'{t)z{t)+g{t)=b, ЩТ—h, T), z(T) = z 0 , 

где функция g(t) пробегает базис пространства L2[T—h, Т], а г 0 — б а ­
зис пространства Rn, то оно осуществляет перевод траектории системы 
(1) из нулевого начального состояния в конечное состояние хт(-) = 
= {x\t)=ip(t), t£[T-h, Т]} и наоборот. 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 3 проводится по схеме д о к а з а т е л ь с т в а 
утверж д е ния 2. 
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УДК 517.977 

В. И. ПЛОТНИКОВ, М. И. СУМИН 

О ПОСТРОЕНИИ МИНИМИЗИРУЮЩИХ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

В настоящей статье изучается связь м е ж д у элементами минимизи­
рующих последовательностей и принципом минимума Л . С. Понтрягина . 
Н а примере простейшей з а д а ч и оптимального управления показывает ­
ся, что к а ж д ы й элемент минимизирующей последовательности необхо-
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