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SKRUQIVANIE KVANTOVYH GRUPP I

NEKOMMUTATIVNA� TEORI� POL�

�� Vvedenie

Odin iz podhodov k issledovani� struktury prostranstva�
vremeni na plankovskih masxtabah sv�zan s vozmo�no� nekom�
mutativnost�� prostranstva�vremeni i	 sledovatel�no	 s ne�
kommutativno� geometrie� 
sm� ssylki v �
	 ���� V �to� rabote
my hoteli by obratit� vnimanie na vozmo�nye sv�zi nekommu�
tativno� kvantovo� teorii pol� s kvantovymi gruppami ���� V
poslednee vrem� provod�ts� aktivnye issledovani� po nekommu�
tativno� teorii pol�	 sv�zannye s nekommutativno� geometrie�

sm� obzory ��	 �� i privedennye tam ssylki�� Istoqnikom pri�
merov nekommutativno� geometrii �vl��ts� kvantovye gruppy
��	 �	 ��� Osnovo� dl� �togo �vl�ets� tot fakt	 qto poslednie	
grubo govor�	 �vl��ts� deformacie� grupp Li	 kotorye predo�
stavl��t mnogoqislennye geometriqeskie struktury� Sootvet�
stvu�wie struktury voznika�t i v kvantovyh gruppah 
KG�	
kogda kommutativna� algebra funkci� F �G� na gruppe Li G
deformiruets� v podhod�wu� nekommutativnu� algebru Fq�G�	
kotora� opredel�ets�	 naprimer	 obrazu�wimi i sootnoxeni��
mi ���� Odnorodnye prostranstva tak�e deformiru�ts�	 napri�
mer	 SL��� � SLq��� ili SU ��� � SUq ��� i dvumerna� ploskost�
�x� y� � v �kvantovu� ploskost�� �x� y�q 	 ili dvumerna� sfera
v q�sferu Podlewa �x� y� z� � �x� y� z�q� R�dom avtorov bylo ot�
meqeno 
sm� naprimer	 ��	 �	 
�	 

��	 qto teori� skruqivani�
kvantovyh grupp predostavl�et oqen� udobny� sposob postroe�
ni� nekommutativno� geometrii prostranstva�vremeni	 vkl�qa�
vektornye rassloeni�	 mery	 uravneni� dvi�eni� i ih rexeni��
Naibolee va�nym prostranstvom rel�tivistsko� teorii �vl��

ets� qetyrehmernoe prostranstvo�vrem� Minkovskogo M	 s ko�
ordinatami x� i de�stvu�we� na x� algebro� Puankare� Dl� po�
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stroeni� nekommutativno� teorii pol� kommutativna� algebra
funkci� C�M� na M deformiruets� v nekommutativnu� 
NK�
associativnu� algebru C��M�� �ta algebra poro�daets� NK ko�
ordinatami x�	 udovletvor��wimi	 vozmo�no	 proste�xim so�
otnoxeni�m

��x�� �x�� � �x��x� � �x��x� � i��� � 

�

s posto�nno� antisimmetriqno� matrice� � 
sm� ��	 ����
Imeets� mnogo dopustimyh kommutacionnyh sootnoxeni�


KS� dl� x�	 x� s pravo� qast�� line�no� ili kvadratiqno� po
x� 
sm� �
�	 
���� Odnako napisannye vyxe KS poluqa�ts� pri
special�nom predele iz teorii struny �
�� i privlekli nai�
bol�xi� interes�
Qtoby postroit� teori� pol� na nekommutativnom prostran�

stve�vremeni s KS 

� dl� koordinat	 neobhodimo zamenit� kom�
mutativnu� algebru pole� 
funkcie� na M� nekommutativno�
algebro� C�� V naxem sluqae KS 

� suwestvuet sootvetstvie
Ve�l��Mo�ala �tih algebr posredstvom preobrazovani� Fur�e�
Ono otobra�aet gladkie funkcii ��x� � C�M� na �lementy ne�
kommutativno� algebry C�

���x� �
�

�����

Z
d�k 	��k� exp�ik�x�� 
��

gde 	��k� � Fur�e preobrazovanie funkcii ��x� i k�x � k��x�

	��k� �

Z
d�x��x�e�ikx�

Togda nekommutativnoe proizvedenie v algebre C� mo�no zapi�
sat� tak

���x�g��x� �

Z
dk�
�����

dk�
�����

	��k��	g�k��e
ik��xeik��x

�

Z
dk�
�����

dk��
�����

	��k��	g�k
�
� � k��e

�i��k��k
�

�
�eik

�

�
�x� 
��

gde vvedeno oboznaqenie ��k� p� 
� �
��

��k�p� dl� antisimmetriq�
no� kvadratiqno� formy�
�to pozvol�et interpretirovat� svertku preobrazovani� Fu�

r�e 	��k�� i 	g�k�� s vesovo� funkcie� exp��i��k�� k��� kak preobra�
zovanie Fur�e novogo proizvedeni� ��proizvedeni�� �lementov
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��x�	 g�x� � C�M�

��x� � g�x� �

Z
dk�
�����

dk��
�����

	��k��	g�k
�
� � k��

X
n

�

n�
��i��k�� k

�
���

neik
�

�
x�


��
Netrudno proverit�	 qto �to proizvedenie associativno	 hot�
i nekommutativno� �ksponencial�na� funkci� exp�ik�x� poro�da�
et simmetrizovannye proizvedeni� �x� ili simmetrizovannye ��
proizvedeni� x�	 kotorye sovpada�t s obyqnymi proizvedeni��
mi kommutiru�wih x�� Sleduet otmetit�	 qto ���proizvedenie�
�vl�ets� standartnym pon�tiem deformacionnogo kvantovani�

sm� obzor �
����
Sledovatel�no	 teori� pol� na NK prostranstve�vremeni 

�

mo�no stroit� ispol�zu� obyqnye pol� ��x� � C�M�	 no s umno�
�eniem	 opredel�emym ��proizvedeniem 
��� Qtoby zadat� de��
stvie	 nu�no imet� line�ny� funkcional na C�	 kotory� pred�
stavl�ets� obyqnym integralom na C�M�	 no soder�awim ��
proizvedeni�	 naprimer

S��� �

Z
dxf

�

�
�����x��

� �
m�

�
���x��� �

��

��
���x����g� 
��

Otmetim	 qto integral ��proizvedeni� neskol�kih funkci� in�
varianten tol�ko otnositel�no cikliqesko� perestanovki	 po�
dobno sledu operatorov	Z

dxf��x� � f��x� � � � � � fn�x� �

Z
dx f��x� � � � � � fn�x� � f��x��

Pri vybrannom ��proizvedenii 
�� verno tak�e ravenstvoZ
dxf��x� � f��x� �

Z
dxf��x� � f��x��

i NK teori� pol� sovpadaet s kommutativno� teorie� pol�
dl� svobodnyh pole� 
de�stvie soder�it tol�ko kvadratiqnye
slagaemye�� Odnako qlen vzaimode�stvi�	 zapisanny� kak ��
proizvedenie	 opisyvaet nelokal�noe vzaimode�stvie pole�	 na�
primer	 dl� ����teoriiZ

dx ���x���� �

Z Y
a

�
dka
�����

	��ka�

�
exp��i

X
b�c

��kb� kc��	�
X
j

kj�

�

Z Y
a

dxa ��x����x����x�� exp��i�x� � x���
���x� � x����
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sqita�	 qto matrica � obratima 
ili ograniqiva� indeksy na
te xj	 dl� kotoryh �ij imeet obratnu���

Kvantovanie skal�rnogo pol� s de�stviem S��� 
�� posred�
stvom kontinual�nogo integrala daet standartnu� teori� voz�
muweni�	 no verxiny vzaimode�stvi� ime�t dopolnitel�ny�
oscilliru�wi� mno�itel�

V �k�� � � � � k�� �
��

��
	�
X
a

ka�
Y
b�c

e�
i
�
���k

�

b
k�c �

�tot mno�itel� obladaet tol�ko cikliqesko� simmetrie� 
bla�
godar� del�ta�funkcii� i daet otliqnye ot lokal�no� KTP
vklady	 i da�e razliqnu� strukturu fe�nmanovskih diagramm

planarnye i neplanarnye�� Diagrammny� analiz unitarnosti
privodit k uslovi� na ��� � ��j � 
� Takim obrazom vremenna� ko�
ordinata kommutiruet s prostranstvennymi i mo�no primenit�
gamil�tonov formalizm k de�stvi� 
���

Pereformulirovav teori� pol� na NK prostranstve�vremeni
kak obyqnu� teori� s nelokal�nym vzaimode�stviem 
��	 mo�no
ispol�zovat� standartnu� tehniku dl� ee kvantovani�� Oqevid�
nym nedostatkom stanovits� naliqie posto�nnyh ��� 	 naruxa�
�wih Lorentc invariantnost�� x� � ��

�x
�	 ��� � ��

��
�
� �

�� �e��� �� ��� � Dl� ustraneni� �to� problemy predlagaets� ispol��
zovat� metody teorii kvantovyh grupp�

�� Skruqivanie kvantovyh grupp

Pri �tom ispol�zovanii nam ponadob�ts� takie pon�ti� teo�
rii kvantovyh grupp kak algebra Hopfa H	 ee H�modul� algebra
A	 H�modul� i A�moduli V�W 
line�nye prostranstva H� i A�
predstavleni��� Odnovremenno	 �ti pon�ti� ime�t fiziqesku�
interpretaci�� H � �to algebra simmetrii issleduemo� siste�
my	 A � algebra nabl�daemyh	 a ih prostranstvo predstavleni�
� prostranstvo sosto�ni� sistemy� Ponadob�ts� tak�e dopol�
nitel�nye struktury takie kak ��operaci� 
invol�ci�	 vewe�
stvennye formy�	 skal�rnoe proizvedenie i t�d�	 kotorye budut
opredeleny dalee�

Simmetri� rel�tivistsko� teorii pol� opisyvaets� univer�
sal�no� obertyva�we� algebro� U�P� algebry Li gruppy Pu�
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ankare P s generatorami transl�ci� P� i vraweni� M��

�P�� P�� � 
�

�M���M��� � �i�
��M�� � 
��M�� � 
��M�� � 
��M����

�M��� P�� � �i�
��P� � 
��P���


��

Suwestvenna� qast� strukturnyh otobra�eni� algebry Hop�
fa H�m��� �� �� 
sm� opredeleni� v ��	 ��� zadaets� associativ�
nym proizvedeniem m� H � H � H 
s kommutacionnymi soot�
noxeni�mi 
�� dl� U�P� v naxem sluqae� i koproizvedeniem
� 
 H � H � H	 opredel��wim de�stvie algebry Hopfa H v
tenzornom proizvedenii dvuh 
ili bolee� predstavleni�� De��
stvie generatorov Y � P v tenzornom proizvedenii V �W zada�
ets� simmetriqnym otobra�eniem 
koproizvedeniem�	 gomomor�
fizmom� ��Y � � Y � � � �� Y 	 ili

��Y ��v � w� � ��Y v� �w � v � � �Y w�� 
��

gde xl�pka oznaqaet de�stvie �lementa algebry Hopfa v soot�
vetstvu�wem prostranstve predstavleni�� Imeets� dva drugih
otobra�eni� v opredelenii algebry Hopfa� koedinica � 
 H � C

odnomernoe predstavlenie H� i antipod � 
 H � H	 �vl���
wi�s� antigomomorfizmom algebry� Koneqno	 �ti otobra�eni�
udovletvor��t celomu r�du aksiom ��	 ��� Na generatorah U�P�
antipod i koedinica takovy� ��Y � � �Y 	 ��Y � � 
	 ���� � ��
Suwestvuet poleznoe preobrazovanie 
skruqivanie ili tvist�

strukturnyh otobra�eni� algebry Hopfa	 kotoroe zadaet soot�
noxenie �kvivalentnosti sredi algebr Hopfa	 sohran�� katego�
ri� ih predstavleni�� �to preobrazovanie H �Ht opredel�et�
s� obratimym �lementom skruqivani� �
��

F �
X
i

f i� � f i� � H�H�

Skruqivanie ne men�et umno�eni� v H	 no preobrazuet koproiz�
vedenie sledu�wim obrazom

��h�� �t�h� � F��h�F��� h � H�

Preobrazovanie podobi� sohran�et koassociativnost� koproiz�
vedeni�	 esli F udovletvor�et uravneni� tvista 
uslovi� dva�
kocikla� v H�H �H �
��

F����� id�F � F���id���F � �� � id�F � �� �� 
��
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gde F�� oznaqaet
P

i ��f
i
��f

i
� � H

��	 a ���id�F 
�
P

i��f i���f
i
� �

H���
Skruqivanie ne men�et gomomorfizma koedinica	 no podobno

preobrazuet antipod�

��Y �� �t�Y � � u��Y �u��� gde u �
X
i

f i� � ��f
i
�� � H� 
��

Kak pravilo �lement tvista F ne simmetriqen otnositel�no
perestanovki ego tenzornyh mno�itele� F �� F�� �

P
i f

i
� � f i��

Sledovatel�no	 skruqennoe koproizvedenie �t�h� 
�
P

h��� � h���
to�e	 voobwe govor�	 ne simmetriqno

�t�h� �� �op
t �h� �

X
h��� � h����

Odnako	 v sluqae kvantovyh grupp koproizvedenie �t�h� i pro�
tivopolo�noe koproizvedenie �op

t �h� sv�zany preobrazovaniem
podobi� s R�matrice�

R�t � �op
t R� R �

X
R� �R� � H �H�

V naxem sluqae	 naqina� s simmetriqnogo koproizvedeni� 
�� s
ediniqno� R�matrice�	 dl� �t poluqaem R � F��F���
V teorii kvantovyh grupp imeets� r�d horoxo izvestnyh

utver�deni�	 kotorye budut ispol�zovany v naxem opisanii
konkretnogo prostranstva�vremeni� Pri zadannom de�stvii H na
associativno� algebre A s usloviem soglasovani� koproizvede�
ni� H i proizvedeni� A 
pravilo Le�bnica�	

�h�a � b� �
X

��h���a� � ��h���b��

umno�enie v A dol�no byt� preobrazovano posle tvista H �Ht

qtoby sohranit� soglasovannost��
Novoe proizvedenie v At ravno

a � b �
X

���f
i

�a� � �
��f
i

�b�� a� b � At� 

��

gde vvedeno oboznaqenie F�� 
�
P �f i� �

�f i� dl� obratnogo �le�
menta	 a de�stvie �lementov H na �lementy A to �e	 qto i do
skruqivani��
Proizvedenie kvantovyh pole� s nezavisimymi argumentami

��x�� � ���x
�
�� prinadle�it tenzornomu proizvedeni� dvuh kopi�
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algebry C��M�� Izvestno	 qto posle skruqivani� H �lementy
razliqnyh mno�itele� tenzornogo proizvedeni� A � A	 voobwe
govor�	 ne kommutiru�t�

�a� � ����� a�� � �a� � a��� no

�� � a���a� � �� � � �R�a��� � �R�a�� �� �a� � a��� �a�� a� � A� 


�


Napomnim	 qto xl�pka oznaqaet de�stvie �lementov algebry
Hopfa na zadannyh prostranstvah predstavleni� H�� Esli do�
polnitel�no k �tomu my imeem H�kovariantnoe predstavlenie
algebry A na vektornom prostranstve V 	 togda de�stvie �lemen�
tov A na vektory V posle skruqivani� H tak�e budet izmeneno�

a � v � a � v �
X

���f
i

�a� � �
��f
i

�v��

Va�no	 qtoby vewestvennye formy sohran�lis� i posle skru�
qivani�� Napomnim	 qto ��operaci� na algebre Hopfa	 oprede�
l��wa� vewestvennu� formu	 �vl�ets� antiline�nym invol��
tivnym antiavtomorfizmom algebry i avtomorfizmom koalge�
bry� V silu edinstvennosti antipoda vsegda verno ravenstvo
� 	 � � � 	 ���	 i mo�no pereopredelit� vewestvennu� formu kak
��n 	 � dl� l�bogo celogo n� Mo�no tak�e rassmatrivat� go�
momorfnye i anti�kogomomorfnye antiline�nye operacii vida

 � ��n	� 	 ��
Qtoby byla soglasovannost� me�du vewestvennymi formami

i de�stviem H na danno� A s anti�invol�cie� a� �a	 nu�no po�
trebovat� ravenstva �ha� � ��h���a dl� h � H i a � A� Tem samym
dl� vewestvenno� formy kvantovo� algebry my budem sqitat�
gomomorfnu� i anti�kogomomorfnu� antiline�nu� invol�ci�

 � � 	 ��
Posle skruqivani� algebry Hopfa H � Ht ta �e sama� ��

operaci� opredelena na Ht	 esli tvist F udovletvor�et uslovi�

F� �
X

f�� � f�� � F�� �
X

�f� � �f�� 

��

Dl� invol�cii 
 analogiqnym estestvennym trebovaniem budet
���

�
 � 
�F � � �F� 
� F�� �
X

f� � f�� 

��

gde � � perestanovka mno�itele� v H�H�
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Predpolo�im teper�	 qto A obladaet mero� �	 t�e� line�nym
funkcionalom	 polo�itel�nym na �lementah vida a��a 
kak napri�
mer	 algebra funkci� na lokal�no kompaktnom topologiqeskom
prostranstve�� Ta �e sama� mera verna i dl� At	 poskol�ku �ti
H�modul� algebry A i At sovpada�t kak line�nye prostranstva

���� De�stvitel�no	 my imeem a � �a � �f�a � �f��a � �f�a � �
� �f��a�� Esli
verno to�destvo 

��	 to imeet mesto i ravenstvo �f� � 
� �f�� �

� �f�� � �f�	 i	 sledovatel�no	 �f� � 
� �f�� mo�no predstavit� kak
summu

P
�i � �i� Dalee	 imeem a � �a �

P
�ia � �ia	 takim obrazom

��a��a� 
 
� V sluqae vypolneni� 

�� mo�no rasxirit� algebru
Hopfa	 dobavl�� kvadratny� koren� �lementa u	 opredelennogo v

��� Legko proverit�	 qto kompozici� kograniqnogo tvista vida

��u�
�

� ��u
�

� �u
�

� � i posledu�wego tvista �u�
�

� �u�
�

� �F���u
�

� �u
�

� �
udovletvor�et 

��� �to dvo�noe preobrazovanie osuwestvl�et�

s� posredstvom ��kocikla ��u�
�

� �F���u
�

� �u
�

� �	 i trebuemoe svo��
stvo 

�� legko sleduet iz 

�� i svo�stva �u� u�� �� � ���F��� �
F��u�	 vernogo dl� l�bogo rexeni� uravneni� tvista �
�� 
�le�
ment u tot �e	 qto i v opredelenii antipoda
����

Takim obrazom my mo�em ispol�zovat� vse predyduwie ras�
su�deni� s �tim sostavnym tvistom	 kotory� otliqaets� ot is�
hodnogo tol�ko na vnutrenni� avtomorfizm�

�� Skruqivanie algebry Puankare

Prodeformiruem universal�nu� obertyva�wu� U�P� alge�
bry Li P gruppy Puankare kak algebru Hopfa posredstvom pro�
stogo �lementa skruqivani�	 zavis�wego lix� ot generatorov
sdviga P� 
abeleva podalgebra P� ����

F � exp

�
i

�
���P� � P�

�


��

s posto�nno� matrice� ��� 
my sqitaem ee vewestvenno� i an�
tisimmetriqno��� Kak associativna� algebra Ut�P� ne men�et�
s�	 t�e� my imeem te �e kommutacionnye sootnoxeni� dl� ge�
neratorov M�� � i P�� 
��	 ne men�ets� i koproizvedenie P��
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�t�P�� � ��P�� 
��� Odnako	 men�ets� koproizvedenie M��

�t�M�� � � Ad

�
exp

�
i

�
���P� � P�

��
��M���

� ��M��� �
�

�
��� ��
��P� � 
��P��� P� � P� � �
��P� � 
��P��� �



��

U�e upominalos�	 qto koproizvedenie opredel�et de�stvie
algebry Hopfa na proizvedenii �lementov iz A� i �to proiz�
vedenie v A tak�e sootvetstvenno men�ets�	 ostava�s� soglaso�
vannym s �t� Algebra C�M� poro�daets� �lementami x� i posle
skruqivani� C�M�� Ct�M� s novym proizvedeniem

x� � x� �
X

���f�x
�����f�x

��

�
�X
k
�

�i���k

k�

kY
j
�

��j ��j ���� � � ���kx
�� ���� � � � ��kx

��

� x�x� �
i

�
��� � 

��

Sledovatel�no	

�x�� x��� 
� x� � x� � x� � x� � i��� � 

��

qto daet Ct�M� � C�� Mo�no proverit�	 qto otnositel�no de�
formirovannogo koproizvedeni� 

�� �ti KS invariantny k de��
stvi� M�� ����
Sleduet upom�nut�	 qto interpretaci� ��proizvedeni� Ve�l��

Mo��la s ispol�zovaniem abeleva tvista sravnitel�no davno
izvestna v deformacionnom kvantovanii 
sm� �
�	 
�� i citiro�
vannu� tam literaturu��
Mo�no �vno zapisat� ��proizvedenie x� i funkcii ��x� so�

glasno 

��

x� � ��x� � x���x� �
i

�
�������x�� 

��

��x� � x� � x���x��
i

�
�������x��

Sledovatel�no	 ��umno�enie na x� mo�no predstavit� kak de��
stvie operatora x� � i

��
���� v prostranstve C�M�� Analogiqno	
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zvezdoqka � proizvedenie ��x� i g�x� mo�no predstavit� kak de��
stvie psevdodifferencial�nogo operatora D	 na vtoro� mno�i�
tel�

��x� � g�x� 
� D	g�x�

�

�
���x� � �X

k
�

�i���k

k�

kY
j
�

��j ��j ���� � � ���k��x�� ���� � � ���k �

�
A g�x��



��

Mo�no	 odnako	 ispol�zovat� vmesto obyqnyh funkci� na pro�
stranstve�vremeni Minkovskogo s ��proizvedeniem algebru	 po�
ro�dennu� nekommutativnymi koordinatami �x��
Sootvetstvie me�du bazisami �tih algebr 

�	 

�� daets�

poro�da�wimi funkci�mi bazisov exp�ikx� i exp�ik�x� 
sm� 
����
Pri �tom de�stvie generatorov algebry simmetrii mo�no vy�
razit� i v terminah �x� i proizvodnyh 
sm� �
	 
����
De�stvie generatorov transl�ci� P� na klassiqeskie i kvan�

tovye pol� ��x� predpolagaets� odinakovym

P���x� � i
�

�x�
��x��

Odnako v klassiqesko� teorii pol� zada�ts� gladkimi funkci�
�mi kak �lementy C�M� s razlo�eniem Fur�e 
��	 a generatory
P� de�stvu�t kak qastnye proizvodnye P� � i���x�� V kvantovo�
teorii ��x� i P� �vl��ts� fiksirovannymi operatorami � �le�
mentami algebry nabl�daemyh A� De�stvie P� na ��x� zadaets�
kommutatorom

P� � ��x� � �P�� ��x���

qto sootvetstvuet H�kovariantnomu de�stvi� algebry Hopfa na
A ���h� � h��� � h�����

�h � a � h���a��h�����

Ispol�zu� Fur�e razlo�enie polevogo operatora ��x� po opera�
toram ro�deni� i uniqto�eni� a�k�	 ay�p�	 poluqaem

�P�� a�k�� � �k�a�k�� 
���

Mo�no primenit� preobrazovanie skruqivani� k algebre Pu�
ankare U�P� posle perehoda k kvantovo� teorii pol� ����	 kogda
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osnovnymi ob�ektami stanov�ts� operatory ro�deni� i uniqto�
�eni��
Ispol�zu� tvist F � exp� i��

��P� � P��	 my dol�ny izmenit�
proizvedenie v algebre nabl�daemyh soglasno obwemu pravilu


��

a � b � m 	 �e�
i
�
���P��P� ��a � b�

� m 	

� �X
n
�

�

n�

�
�i

�

�n nY
j
�

��j�jadP�j � adP�j

�
�a� b�� 
�
�

Takim obrazom	 skruqennye proizvedeni� operatorov ro�deni�
i uniqto�eni� sv�zany s ishodnymi proizvedeni�mi

a�k� � a�p� � a�k�a�p�e�i��k�p�� 
���

a�k� � ay�p� � a�k�ay�p�ei��k�p�� 
���

Vidno	 qto ��proizvedenie �ksponent 
�� i operatorov uniqto�
�eni� 
��� ime�t tot �e samy� mno�itel�� V terminah ��
proizvedeni� kommutacionnye sootnoxeni� ime�t vid

a�k� � a�p� � a�p� � a�k�e��i��k�p�

a�k� � ay�p� � e�i��k�p�ay�p� � a�k� � 	�k � p�� 
���

gde ��k� p� � ���p� k� � �
��

��k�p�� Sootnoxeni� 
��� vosproizvo�
d�t skal�rnu� algebru Zamolodqikova�Faddeeva� Protivopo�
lo�na� faza	 nesoglasovanna� s de�stviem skruqenno� algebry
Puankare	 byla vvedena v ��
� s odnovremenno� nekommutativno�
st�� kak operatorov a�k�	 ay�k� tak i koordinat x� 
sm� kommen�
tarii v ������ Otmetim tak�e	 qto	 poskol�ku ishodna� algebra
operatorov ro�deni� byla kommutativno� i volnovye funkcii
zadavili odnomernye predstavleni� simmetriqesko� gruppy	 to
posle preobrazovani� skruqivani� �to svo�stvo sohran�ets��
Odnako sleduet ispol�zovat� obobwenny� operator perestanov�
ki �R � � 	 R s de�stviem universal�no� R�matricy

�Ra � b � m� 	 � 	 R�a� b� � m 	 F 	 � 	 F�
���a� b�

� m � F 	 � 	 F���f�a � f�b� � m 	 �f�b� f�a�

� a � b�� � bR�b� � � bR�a���
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�� Deformaci� gruppy Puankare

Parametry ��
����� a

� global�nyh preobrazovani� Puankare
poro�da�t algebru funkci� F �G� na gruppe Puankare G� �ta
kommutativna� algebra dual�na algebre U�P� i posle skruqi�
vani� U�P� � Ut�P� proizvedenie v dual�no� algebre Hopfa
�U�P��� � F �G� men�ets��
Va�nym ob�ektom	 sv�zyva�wim paru dual�nyh algebr Hop�

fa	 �vl�ets� kanoniqeski� �lement 
biharakter� ���

T �
X

ek � ek� ek � H
�� ek � H� hek� e

mi � 	mk �

gde ek i em � dual�nye line�nye bazisy v H� i H� V naxem slu�
qae	 ispol�zu� sokrawennye oboznaqeni� a� � P� 
� a�P�	 imeem

T � exp�ia�P�� exp�i�
��M�� ��

Pri skruqivanii 

�� generatory 
parametry� ��� ili ��
����

osta�ts� kommutativnymi	 v to vrem� kak a� stanov�ts� nekom�
mutativnymi 
sm� �
�	 ��	 ����

�a�� a�� � i��� � i��
��

�
��

��� 
���

�to mo�no poluqit� iz RTT�sootnoxeni� ���	 ispol�zu� matriq�
noe predstavlenie U�P� i R�matricu

R � F��F
�� � exp��i���P� � P��

ili sledu� obwemu pravilu 

�� i ispol�zu� strukturu U�P� �
bimodul� algebry Hopfa �U�P���� V silu kommutativnosti ����
v predstavleni�h V �to� algebry �Ut�P��

�
� 	 gde �

�
� � 	�� 	 generato�

ry a� � to�e kommutativny� Odnako	 esli ��
� �� 
	 to generatory

a� ne kommutiru�t i ne mogut byt� vse nul�mi�
Preobrazovanie koordinat x� daets� levym kode�stviem 	�

C� � F��G� �C�	

	x� 
� 	�x�� � ��
� � x� � a� � �� 
���

Uqityva� 
���	 preobrazovannye generatory udovletvor��t to�
mu �e KS �	x�� 	x�� � i��� � Sledovatel�no	 nekommutativnoe
prostranstvo�vrem� invariantno otnositel�no skruqenno� alge�
bry Puankare Ut�P�� Mo�no prointegrirovat� de�stvie algebry
generatorov

df

d�
� �jYjf � f�� � � exp��jYj� �f�
��
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Odnako	 qtoby poluqit� analogiqnoe de�stvie na ��proizve�
denii f � g	 parametry � dol�ny byt� nekommutativnymi

sm� 
�����
Rassmatriva� tenzornoe proizvedenie dvuh 
i bolee� kopi�

algebry NK prostranstva�vremeni C� � C� s generatorami x�� �
x��� i x�� � ��x� 	 ih KS poluqa�ts� soglasno 


� s R�matrice�
R � exp ��i���P� � P��

x��x
�
� � x��x

�
� 
� x� � x� � ��� x���x� � ��

� x� � x� �
�X
k
�

�i�k

k�

kY
j
�

��j ��j ���� � � � ��kx
��� ���� � � ���kx

��

� x� � x� � x� � x� � i��� � i��� � 
���

�to svo�stvo daet dopolnitel�ny� mno�itel� v preobrazovanii
Fur�e vakuumnogo o�idani� kvantovyh pole� h��x�� ���x�� � � � ��
��xn�i �
��� Issleduets� tak�e ispol�zovanie abelevogo tvista
v kalibrovoqnyh teori�h pol� 
sm� ���� i citiruemu� litera�
turu��

�� Deformaci� superalgebry Puankare

Rassu�deni� raboty ��� mo�no primenit� i v sluqae s ras�
xirenno� supersimmetrii i superalgebry Puankare sP s do�
polnitel�nymi superzar�dami 
neqetnymi generatorami super�
transl�ci�� Q�� �Q �� dl� poluqeni� NK superprostranstva	 pred�

lo�ennogo	 naprimer	 v ����� Kommutacionnye sootnoxeni� su�
peralgebry Li sP dopolnitel�no k ��� vkl�qa�t 
kommutatory
�vl��ts� Z��graduirovannymi	 t�e� esli oba �lementa � neqet�
nye	 to �to antikommutator�

�P�� Q�� � 
� �M��� Q�� � i�����
�
� Q��

�Q�� Q�� � 
� �M��� �Q ��� � i������
��
��
�Q ���

� �Q ��� �Q ��� � 
� �Q�� �Q ��� � ���
� ��
P��

Generatory P�	 Q� obrazu�t abelevu 
superkommutativnu��
podalgebru i mo�no postroit� abelev tvist	 zavis�wi� tol�ko
ot neqetnyh generatorov podobno ne graduirovannomu sluqa�	
naprimer	

F � exp�C��Q��Q�� � ��C��Q��Q�� detCQ�Q��Q�Q�� 
���
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s simmetriqno� matrice� C�� � C��	 tak qto F�� � F��� Po�
kazatel� v 
��� vosproizvodit puassonov tenzor	 opredel��wi�
super�skobki 
sm� ������ Tako� �lement skruqivani� mo�no is�
pol�zovat� dl� postroeni� NK super�prostranstva sohran�� ko�
variantnost� otnositel�no preobrazovani� super�Puankare ���	
����
Algebraiqeskie struktury skruqenno� super�algebry Hopfa

ne men��ts�	 tak�e kak i koproizvedenie v abelevo� podalgebre

super� sdvigov P�	 Q�� Odnako	 men�ets� koproizvedenie M�� 	
�Q ��

�t�M��� � F��M���F
��

� ��M��� � ifC�������


� �C�
�����

�
�gQ
 � Q��

�t� �Q �
� � �� �Q �
��C
����� �
 �Q� � P� � P� � Q�� �

Ispol�zu� standartnu� realizaci� superzar�dov

Q� � ����� � i��
� ��

��
�����x�� �Q �� � �����

�� � i����
� ��
���x�

poluqaem nekommutiru�wie generatory x�� ��� ��
�� superprost�

ranstva Minkovskogo sMt

���� ��� � �C��� �x�� ��� � �iC����� �

�� �
 �

�x�� x�� � �C����� �
�
�

� ��
�� �
 ��

�� �

�ti 
super�kommutatory � sledstvie ��proizvedeni� v obyqnom
super�prostranstve sM

�� � �� � �� � �� �C��� x� � �� � x� � �� � iC����� �

�� �
 �

x� � x� � x� � x� � C����� �

�� �
��

� ��
��
�� �

Kak i v predyduwem sluqae	 mo�no rassmatrivat� ��umno�enie
obyqnyh �lementov ��x� �� ��� algebry C�sM� na ��� ili na x��
kak de�stvie operatorov

��� � �� ��C�������� � i��
� ��

��
�����x���

x�� � x� ��iC����� �

�� �
 ������ � i��

� ��
��
�����x���
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Va�no otmetit�	 qto generatory 
parametry� skruqenno� super�

gruppy Puankare �Ut�sP��
� � ��� 	 b�	 ��	 ��

�� dvo�stvennye k M�� 	
P�� Q�	 �Q �� u�e ne budut superkommutativnymi� Odnako ih KS

budut otliqny ot sootnoxeni� generatorov Ct�sM��
Predstavl�� kanoniqeski� �lement T skruqenno� superal�

gebry Puankare Ut�sP� i ee dual�no� kvantovo� supergruppy
�Ut�sP��

� v vide

T � exp�i�� �� �Q ��� exp�i�
�Q�� exp�ib

�P�� exp�i�
��M���� 
���

mo�no na�ti	 naprimer pol�zu�s� RTT�sootnoxeniem metoda ���	
qto ��� 	 �� �� osta�ts� superkommutativnymi	 a �� i b� u�e ne
superkommutativny	 naprimer	

���� ��� � �C�� � ��S�����
�S����
�

�C

��

Otmetim	 qto v vyra�enii 
��� kanoniqeskogo �lementa genera�
tory b� ne �vl��ts� �rmitovymi� Skruqivanie 
��� tak�e ne so�
hran�et standartnu� ��operaci� superalgebry Puankare� Dl�
vyqisleni� ��proizvedeni� mo�no ispol�zovat� koproizvedeni�

��� 	 b�	 ��	 ��
��

������ � D���� � �� �� ���

����� � �� � � � �S������ � �� ����� ��� � �� �� � � � � �S���� ���� �
��
�� �

��b�� � b� � � � ������ � b� � �i���� �S���� ���� �
��
������ ��

�lement tvista 
��� i obwee pravilo 

��� D���� � �� � � �� �
r�d Bekkera�Kembela�Hausdorfa gruppy Lorentca	 ����	 �S���	

�S������ � matricy preobrazovani� Lorentca vektorov i ve��
levskih spinorov� Kommutacionnye sootnoxeni� NK superpro�
stranstva sMt invariantny otnositel�no skruqennyh superal�
gebry i supergruppy Puankare�
R�d sledstvi� skruqenno� supersimmetrii v primenenii k

modeli Vessa�Zumino obsu�daets� v �����

Avtor vyra�aet priznatel�nost� organizatoram konferencii
�Nekommutativna� geometri� i teori� predstavleni� v matema�
tiqesko� fizike�	 Karlxtad	 Xveci�	 ����	 a tak�e M� Qa�qi�
anu i A� Tureanu za poleznye obsu�deni��
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