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Рассмотрим систему трех уравнений с двумя нелинейностями 

dx 
~ ~ = ад + Фг (*2) + Фз (*з)> 
at л 

— 7 Г — # 2 1 * 1 + # 2 2 * 2 + а2ЪХ& 0 ) 
O f 

dx3 

— - — ^ 3 1 - ^ 1 I ^ 3 2 - ^ 2 " Г з̂з̂ з> 
ОТ 

где ф2(0) ^ Ф з ^ ) = 0 , ф 2 (х2) и Фз(л:з) удовлетворяют каким-либо условиям, 
обеспечивающим существование и единственность решений системы (1). При 
# 2 1 % ^ 0 система (1) линейным преобразованием приводится к виду 

dx 
— =—ax—q>(y) — f(z), 
at 

^ = х - Ь у , (2) 
at 

dz 
= x — cz. 

dt 
Случай a2ia3i = 0 частично рассмотрен в [1, 2]. 

Пусть система (2) удовлетворяет обобщенным условиям Рауса — Гурвица: 

а + Ь + с>0, с + 6 Ю- + аЬс>0у 

У * 

{ а + Ь) ^ - + (а + с) Ш- + (а + Ь)(Ь + с)(а+с)>0 (3) 
У * 

при у Ф 0, z Ф 0. 
Целью настоящей статьи является изучение поведения решений в целом 

системы (2) в следующих случаях: 

а) 6 > 0 , С > 0 , а + с<0, а + Ь<0; 

б) 6 < 0 , С > 0 , а + с>0, а + Ь<0. 
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Пусть Ь > 0, О 0, а + с < 0, а + b < 0. Введем обозначения 

• f Ф ( У ) /00 иъ Ь — с 9 = inf ^ v y / , m 2 = sup , /г2 = m 2 — с2, 

ф(</) = 

У 

а 

и = (а + Ь)х — 

Ь—с 

а+Ь 
Ь — с 

а+ Ь 

(k2 + Ь2) {/ — ф 4 (у), / (г) - т 2 г — / 4 (z), 

(k2 + Ь2) у + m2z, 7 = cm4 + bm2 + abc, 

L = (a + b)mi + (a + с) m 2 + (a + b) (b + c)(a+c)y N =a + b + c. 

Всюду в дальнейшем предполагается, что система (2) удовлетворяет усло­
виям (3). Следовательно, имеют место неравенства 

у 
. J^- , о < А121 < .L П р И у ф о, г ф 0. 
a + 6 z • Ь 

Т е о р е м а 1. £сли выполнены условия (3), то для устойчивости в целом 
нулевого решения системы (2) достаточно выполнение неравенства 

<Pi(y) 
У 

4c/Vfc2L 

4с (а + 6) А^ 2 + (с — b)*(ak* — bcNf Т ' 
(а + с)(/г 2 +6 2 )( /г 2 +с 2 ) 6 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию 

V(x, у, z) = y и 2 + у [(6 — с)х + 6(а + с)у — с(а + 6) г ] 2 + 

+ 6 2 ^ - [ ( а + с ) у - ( а + 6 ) 2 ] 2 -

ч 2 &2 + WV . Г , . tt feHclV . , 

где 

/е 2 + &2 

(а + Ь)2 

к? + с 2 

2(fe2 + c 2)JVfe 2- № - g) - ftggO T 

• ( с - Ь ) 2 2c (a + 6) JV&2+ (6—c) a k \ b c N T 
k2 + b2 

В силу предположений теоремы справедливо неравенство 

2V(x, у, z)>u2 + A [(b—c)x + b{a + с)у—с(а + b) z]2+ 

+ #А [(а + с) у - (а + Ь) г]2 - (Ь - с)2 у ^ 2 + 

(*) 

, ,2 £2 + cN + (6 —с) 2 — х 
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AcNtfAL *=wi -\ 
х

 Ща + ь ) т + ^ ° ) ' ^ 7 ^ \ L У ~ * 
. (a + c)(fc2 + fc2)(fc2 + c2) b 

Покажем, что W(х, у, z) — определенно положительная [квадратичная 
форма. В самом деле, предположим, что 

, , , Т - 4cNk?L 
М 4 - Т » . » ( 0 - <р-ЬП**-ЬсНТ Т 

(a + c)(k2 + b2)(k2 + c2) b 

Тогда система (2) устойчива в целом, так как для нее выполнены условия 
Рауса — Гурвица. Несложными, но громоздкими вычислениями j можно пока-

зать, что < 0 и множество, где - — = 0, не содержит целых траекто-
dt dt 

рий системы (2), отличных от О (0, 0, 0). Следовательно, утверждение дока­
зано [3]. Отсюда V(x, у, г) — определенно положительная и бесконечно боль­
шая функция. 

То же самое можно было бы установить с помощью критерия Сильвестра, 
однако это связано с чрезвычайно громоздкими вычислениями. 

Производная в силу системы (2) имеет вид 
dt 

= — No1 + 
dt 

, , b(b— с)2 {a + c) A , , , ч . 
a + b - ~——- A uf* (z) + 

(a + b)(k2 + b2) 1 1 

. , c(b-cf л 

a + b — A 
k2 + c2 

/ ч , (a + b)(b — c)2

U2A . ч 

k2 + c2 

о , -i dW 
Выше приведенные рассуждения относительно функции позволяют за-

dt 
ключить, что < и и множество, где = 0, не содержит целых траек-

dt dt 
торий, отличных от О(0, 0, 0). Итак, функция V(xt у, г) [обеспечивает 
выполнимость достаточных условий устойчивости в целом нулевого решения 
системы (2). 

Т е о р е м а 2. Если выполнены условия (3), а также 
ViQf) < -\cNk2L 

У ^ 4c(a + b)Nk2

+ ^-bf^-bcN)2 TJ 
(a - f c)(k2 + b2)(k2 + c2) b 

то система (2) предельно ограничена. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим снова функцию (%) и ее производную 

в силу системы (2). В силу условий теоремы (2) справедлию неравенство 
2V(х, у, z)>W(x9 у, z)-R\ 

где W(x, у, г) — определенно положительная квадратичная форма, a R2 — 
некоторая постоянная. 

Построим замкнутое ограниченное множество D, чтобы при р (х, у, z) £ D 

выполнялось неравенство — < 0. При \у\ > М, очевидно, имеем — < 0. 
dt dt 
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Выберем теперь и0 так, чтобы при \у < М и \и\ > ы„ выполнялось не-
dV 

равенство —— < 0 . Это неравенстю выполняется, если выбрать и0 из усло-dt 
вия 

N + 

ь Ь(Ь-с)*(а + с) А 

(a + b)(k2 + b2) 

4Ь (o + W-V *А 

> a + b 

k2 + b2 

с (b—c)2 

k2 + (? 
max | ф 1(г/)|. 

\у\<м 

Наконец, найдем такое z 0 , чтобы при \у\ < М, \и\ < ы0 и |z| > z n выполни-

лось неравенстю < 0 . Очевидно, можно выбрать z0 из неравенства 
dt 

(a+c)(b-cf k , A 

k2 + b2 
z 0 > 

(a + fc)(£2 + &2) 

Множество D = {jyj < Af, |a| < w0, |z| < z 0 } обладает требуемыми свой-
ствами. 

Построим замкнутое ограниченное множество Q=>£>, чтобы при р(х, у, z)£Q 

выполнялось неравенство V (ху уу z)>0. Q П { = 0 ] не содержит це-
I dt J 

лых траекторий системы (2). Отсюда любая траектория системы (2) с тече­
нием времени войдет в множество Q и в дальнейшем останется там. 

Т е о р е м а 3. Если выполнены условия (3), а также 

4 ( а + р » Т 

4b(a + b)2Nk2 — 
{c — b)2{ak2—bcNfL 

(a + с) (k2 + с2) (k2 + Ь2) 

\г\>М, 

то система (2) предельно ограничена. 
С л е д с т в и е . Если в условиях теоремы 3 имеем М = 0, то нулевое 

решение системы (2) устойчиво в целом. 
Теорема 3 и ее следствие доказываются с помощью функции 

V(x, у, г) = — " 2 + 4 [(b-c)x + b(a + c)y-c(a + b)z]2+ 
2 2 

- ( 6 - с ) 

+ k 2 - - [(a + c)y-(a + b)zy 
2 

я k2 + bN л Г , , ч - ( U ,2 k2 + cN 
2 А \ fx (u)du — (b — с)2 

k2+ b* k2 + c2 

у 
Л | Ф 1 (и) du, 

где 
о о 

- (а + Ь) [2 (а + Ь)2 (k2 + b2) Nk2 - ф - с ) (ak2 - bcN) L] 

(a + c)(k2 + c2) 
(a+c)(c-bf 

• в дальнейшем нам понадобятся некоторые вспомогательные предложения. 
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Л е м м а 1. Если ср (х)—непрерывная, неубывающая функция иО^С ^ 

< XQ> то при (у — х) х > 0 справедливо неравенство 
у х 

j y{u)du — | ф ( а ) ^ < ^ - (у2— х2). 

о о 
ф (*) 

Л е м м а 2. Если ф (*)—непрерывная, неубывающая функция и 0 < < 
х 

< Я 0 , т о справедливо неравенство 

Ф 2М I Ф (и) du < хф (х) — 
2Х0 

о 
Л е м м а 3. Пусть 

х у 
W(x, у) = ах2-2$ху + уу2 + 2щ J <p (a) da - 2 f i 2 j > ( a ) d a 

о о 
а выполнены условия 

1) H 2 > H i > 0 , ( a + ^ C v — fx2̂ ) — Р 2 > 0 при 0 < Я < Х 0 ; 
2) ф (я)—непрерывная, неубывающая функция и такая, что 0 < < Х0. 

х 
Тогда для того чтобы функция W (х, у) была определенно положитель -

ной и бесконечно большой, достаточно выполнения одного из следующих 
ау ft2 

неравенств: a) ji 2a ^ M-i IPI Н — > б) а > |р|. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Не нарушая общности рассуждений, можно пред­

ав ft2 

положить, что р > 0. Докажем лемму 3 при \х2а = щР Н—- — . 
a v ft2 

Случаи ц 2 а < | А 1 Р - 1 — - — и a > p рассматриваются аналогично. 

Рассмотрим множества 

Qi = {(y-x)x>0), Q2 = { ^ < 0 } , Q3 = \(x-y)y>0). 

На множестве Q4 в силу леммы 1 справедлию неравенство 

W (х, у) > ах2 - 2$ху + у у2 + ^ V 2 - р^у2 > 0. 

Так как р > 0, то на множестве Q 2 имеем 

(х, у) = ах 2 — 2$ху + уу2 + 2щ f Ф (a) da — 
о 

— 2(л2 J ф(и)du > уу 2 — 2|i 2 j* ф ( a ) d u > 0 . 

Для изучения функции у) на множестве Q 3 рассмотрим вспомогатель­
ную систему 

dx 
— a x + p y —|A i q>(x) f 
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Так как 

dy 
dt 

$х — уу + цг<р(у). (4) 

dW 
dt 

IdW 
(4) \ дх 

dW\2 

ду)' 
то функция W(x, у) не возрастает вдоль решений системы (4). 

Пусть М(х0, у0) — точка покоя системы (4), отличная от О (0, 0) и M£QS. 
Тогда, очевидно, имеют место 

и, далее, 
W > Ы> Ф («) = КУо П Р И Ы < И < Ы 

W (Хо, Уо) - (Wo — Мч*о) Ф1 (Уо) +- 2 (iij — ц2) j ф (и) du +2 [ г 1 Я 0 у 0 (х0 — у0) > 

+ (|*. — 2«/0Ф (Уо) 

КУо + ZPihyo 

ф2(Уо) 

Рг/0 — ц^оУо 

Предположим, что Н7(£, г | ) < 0 , где p(g, r))£Q 3 . Пусть ф(р, f) — траек­
тория системы (4), выходящая при t = 0 из точки р фазовой плоскости. 
Так как W (х, х ) > 0 , W (х, 0 ) > 0 и функция у) не возрастает вдоль 
решений системы (4), то ф(р, t)£Qz при всех t>0. Далее, вдоль ф(р, /) 
выполнено 

d ' ч о л ' 4 Г Р М > (*) — ^ Й 2 — ° Y ~ P j ф ( У ) + dt 
фх + ау)* = -2($х + ау) 

+ 
ау — б 2 

< 0 . 

Следовательно, траектория ф (р, )̂ ограничена при всех t > 0, система (4) 
в области Q 3 не имеет замкнутых траекторий, отличных от состояний равно­
весия. Отсюда 

Ф(р, 0 М(х 0 , г/0). 

Это противоречит тому, что W (х0, « / 0 )>0 . Предположение о том, что 

г|) = 0, также приводит к противоречию как в случае ^ <;0, 
dt 

так и в случае ——— = 0. 
dt 

Покажем, что W (х, у) — бесконечно большая функция. В областях Qt и 
Q 2 утверждение очевидно. В области Q 3 это следует из неравенства 

aW (х, у) = (ах.— 6г/)2 + 2aji t |' ф (и) du — 
6 

ау — Р2 

> 

2 

j |*<р(и)4и + 2 a Y ~ P ^[k0u — <p(u)]du> 
о 0 6 

г, ± 0 0 

2 a Y J [1 0а — ф (и)] du, если J [А,0а — ф (a)] du - + оо. 
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В противном случае это следует из условия (2) настоящей леммы. 
Т е о р е м а 3. Если с>Ь и ф4(и) — неубывающая функция, то для 

устойчивости в целом нулевого решения системы (2) достаточны усло­
вия (3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию 

2V(x, у, z) = и2 + А[(Ь — с)х + Ь(а + с) у — с{а + b)z]2 + 

+ k2A [(a + C)y-(a + b ) z } 2 - 2 ( b - с ) 2 A I ft(и)du + 

о 
У 

b(a + c) J 
о 

(c-b)(a + bf 

где 

+ 2 

А = 

be2 (а + с) 
(ak2 — bcN) \ ф! (и) du, 

(а + bf (k2 + b2) 
0 

b(a + c)(b — cf ' с — b 

Функцию V(x, у, z) можно представить в виде 

(У — г). 

2У{х, у, г) = b(a + c)\ k2 + Ы g k2+b2 

(a + b)2 ~~ k2+ bX\b(a + c) * b — c У' 

- ^ \ k 2

+ c 2 + C - ^ \ ( k 2 + b ^ 12 

b — с I b(a + c) 

z 

T (k2 + bN)z2 + 2 k \ + b N . f U(u)du + W(y, 0), 

где 

b2(a + c) b(a+c)' 

X = b—(a + c), 

b2(a + c) 

+ 
k2 + b2 

b(k2 + b%) a + с 
(k2 + b2) + b(k2 + N2) 

a+b 
a + с 

k2 (k2 + b2) + bc(k2 + N2) yQ + 

b {k2 + c2) (k2 + N2) - ( a + b ) 2 k2 (k2 + b2) 
a + c 

в 2 + 

+ 2 
k2 + bN 
b(a + c) j ф 1 (и) da+ 2 ^ b ^ (ak2 - bcN) \ ф, (u)du. 

be2 (a + c) 
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В силу леммы 3 W (у, 0) — определенно положительная и бесконечно боль­
шая функция, следовательно, такова же и функция V(x, у, г). Производная 
dV 
— в силу системы (2) имеет вид 
dt 

$L = - N u * + 2(a + b)и/, (г) - i £ ± * £ #zft(z)+2(a + b)иЪ(у) -
at b 

-(±±^- »m(У)- { ° ~ b ^ " \ b f № - bcN) (у - 6) [ ф 1 (у) - ф 1 (9)1. 
с bc(a + с) 1 J 

тг <Pi(y) r\ dV 
Если >o, то определенно отрицательная функция. В против-

у dt 
dV 

ном случае может обратиться в нуль только при и = 0, г = 0, а мно-
dt 

жество {и = 0, 2 = 0 } не содержит целых траекторий системы (2), отлич­
ных от 0(0 , 0, 0). 

Итак, наша функция обеспечивает выполнимость достаточных условий 
устойчивости в целом. 

Т е о р е м а 4. Если с<Ь и fi(u) — неубывающая функция, то для 
устойчивости в целом нулевого решения системы (2) достаточны усло­
вия (3). 

Теорема 4 доказывается с помощью функции 
2V(x, у, 2) = и2 + А[(Ь — с)х + Ь(а + с)у — с(а + Ь)2]* + 

у 
+ k2A [(a + c)y — (a + b) z]2 + 2 (k% + cN) ^q>i(u)du + 

о 

г 6 
+ 2 ^ ± - ^ (k2 + cN) j fi{u)du+2 { b ~ C )

c ^ + b ) (ak2-bcN) j*/4(a) du, 
о 0 

где 
с (b — с)2 с —b 

§ 2 
Пусть b<0, c>0, a + c>0, a + 6 < 0 . Введем обозначения 

m i n f J P M , m 2 = i n f ^ , k2^b-^-m2--c2

t fi(z)^f(z)-m2zy 

у z a+b 

<Pi (У) = - ^ (k2 + b2) у - Ф (У), и = ( а + ^ (k2 +b2)y + m2z, 
b — c b—c 

T = cmx + bm2 + abc, N = a + b + c, 
Ь = (а + Ь)т, + (a + c) m2 + (a + b) (b+ с) (a + c). 

В силу условий (3) функции ф4({/) и f^z) подчинены условиям 

у a+b z Ь 
Имеют место следующие предложения. 
Т е о р е м а 5. Если выполнены условия (3), а также 
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q»i(g) 

У 4c(a + b)Nk2 + 

— 4cNk2L 
(с — b)2(ak2— bcN)2 Т_ 

(a + c)(k2 + b2)(k2 + c2) b 

\у\>м, 

mo система (2) предельно ограничена 
С л е д с т в и е . Если в условиях теоремы 5 имеем М = 0, то нулевое 

решение системы (2) устойчиво в целом. 
Т е о р е м а 6. Если выполнены условия (3), а также 

< А(а + Ь)Ш2Т 

— 4b{a + b)2Nk2 + 
(c — b)2 (ak2 — bcN)2L 

(а + с) {k2 + c2)(k2 + b2) 

\г\>М, 

mo система (2) предельно ограничена. 
С л е д с т в и е . Если в условиях теоремы 6 имеем М = 0, то нулевое 

решение системы (2) устойчиво в целом. 
Т е о р е м а 7. Пусть 1) выполнены условия (3); 2) ak2—bcN>0\ 

3) f{ (и) — неубывающая функция. Тогда нулевое решение системы (2) устой­
чиво в целом. 

Т е о р е м а 8. Пусть 1) выполнены условия \3)\ 2) ak2—ftdV<0; 
3) ф 4 (и) — неубывающая функция. Тогда нулевое решение системы (2) 
устойчиво в целом. 

Теоремы параграфа 2 доказываются такими же методами, что и теоремы 
параграфа 1 соответственно с помощью следующих функций: 

2V ( J C , у, г) - и2 + А [ф — с) х + b {а + с) у — с (а + Ь) г] 2+ 

г 

+ * Ч [(а + с) у - (а + Ь) г]2+2 (с - bf A j ft (и) du -

Ь2 I cfJ 
- 2 (с— Ь)2 + С 

k2 + c2 

У 

j yy{u)du, 

(а + Ь)2 2 + с 2 ) (b-0(ak>-bcN) 
b(a + c) 

-{c-bf 2c(a + b)Nk2-i-(b-c) ak[ b f T 
k2 + b2 

2V(x, у, z) = « 2 - f A[(b — c)x + b(a + c)y — c(a + b)z]2+ 

+ k2A [(a + c)y-(a + b)z]2+2(c-b)'' k
2 + bN 
k2,+ b2 

г 

) du 

2{c — b)'' k2 + cN 
k2 + c2 

У 

(a + b) [2 (a + b)2 (k2 + b2) Nk2 —\b —c) {ak2 — bcN) L] 

(a + c)(c-b)2 2b(a + b)Nk2 + (b-c){ak2-bcN) 1 ' 
(a + c)(k2 + c2) J 
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21/ (х, у, z)^u2 + A [(b — с)х+Ь(а + с)у — с (a + b)z]2+ 

У 

+ k2A[(a + c)y-(a + b)z]2 + 2 ^±l(k2 + cN) ^Vi(u)du­

ct 
Z 0 

_ 2 ± ± ± + C N ) Г д ( И ) d u _ 2 ( Д - с ) . ( f l ; f e 2 _ Т Г F ( Ц ) D U > 

с J cfe2 J 
о 0 

j 4 g _ ( g f 6 ) ^ + c - ) | е = _ ^ _ ( ! / _ г ) ; 

с (с — bf с — b 

2V(x, y, z) = u2 + A[(b — c)x + b(a-\-c)y — c(a + b)z]2+ 

+ k2A \(a + c)y-(a + b)z]2-2 ( a + Ь)* (k2 + bN) Г fl(u)du + 
b(a + c) J 

о 

+ 2 £ - ± ^ - ( A » + WV) ( ' 9 l ( W ) d U -
6 ( a + c) J 

о 

be2 (a + c) J 
о 

b(a + c){c—b)2 c — b 

При доказательстве теоремы 7 нужно будет дополнительно воспользо­
ваться следующей леммой: 

Л е м м а 4. Пусть 

W (х, у) = ах2 + 2$ху + уу2 + 2\it f ф (и) du — 2р 2 1 ф (и) du 
о о 

и выполнены условия 
Л P i > P 2 > ° ' > « > 0 ; 
2) (a + p^)(Y —р 2 ^) — Р 2 > 0 при 0 < А , < Я 0 ; 
3) о ^ я 0 npw а ф 0. 

й 

Тогда Зля того чтобы функция W (х, у) была определенно положитель­
ной и бесконечно большой для любой непрерывной неубывающей функции 
у (и), необходимо и достаточно выполнение неравенства 

- ^ ^ + Р 2 ( у - а ) Я 0 + а у - р 2 > 0 . 
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