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В (*) была доказана теорема о неподвижных точках одного общего 
класса операторов, действующих в банаховых пространствах. Показано, 
что этот класс включает в себя сжимающие операторы, вполне непрерыв­
ные, а также суммы операторов указанных двух типов. Естественно воз­
никло желание получить более общий принцип неподвижной точки, кото­
рый, в частности, содержал бы и классический принцип А. Н. Тихоно­
ва ( 2 ) . Полученный на этом пути результат излагается в настоящей 
работе. 

О п р е д е л е н и е . Пусть Е — локально выпуклое линейное топологи­
ческое пространство. Действующий в Е непрерывный оператор / назовем 
обобщенно уплотняющим на множестве Т ^Е, если для любого множе­
ства Q ^ Т из /(Q) ^ Q и из бикомпактности множества Q \ co/(Q) вы­
текает бикомпактность Q. 

Т е о р е м а . Пусть Т(^Е) — выпуклое замкнутое множество. Пусть 
обобщенно уплотняющий оператор f переводит Т в себя: f(T) <^Т. Тог­
да f имеет в Т хотя бы одну неподвижную точку. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним некоторые сведения, относящиеся к 
обобщенным последовательностям. Обобщенной последовательностью эле­
ментов множества X называется отображение g: D-+X направленного 
множества D в X (направленное множество — это частично упорядочен­
ное множество, в котором каждое конечное подмножество имеет мажоран­
ту) . Точка х топологического пространства X называется обобщенной пре­
дельной точкой обобщенной последовательности g: D-^X, если для каж­
дой окрестности U точки х и любого d0^ D существует d0 такое, что 
g(d) е U. Каждая обобщенная последовательность в бикомпактном про­
странстве X имеет по крайней мере одну обобщенную предельную точку 

Пусть а — порядковое число; Аа — множество всех порядковых чисел* 
не превосходящих а. Докажем по индукции, что существует обобщенная 
последовательность g\ Ла,~+- Т, обладающая следующими свойствами: 
а) g($) — f[g($ — 1)L е с л и Р — порядковое число первого рода; б) g(fi) 
является обобщенной предельной точкой обобщенной последовательности g: 
А&-+Т (АР — множество всех порядковых чисел, предшествующих р ) , 
если р — порядковое число второго рода. 

Если а = 0, то существование такой последовательности очевидно. 
Пусть она существует для любого а < у. Покажем, что она существует и 
для а = у-

Если у — порядковое число первого рода, то мы можем доопределить 
обобщенную последовательность g: Ay-i ->- Г, положив g(y) = f[g(y — 1) ] . 
При этом, очевидно, получится последовательность, также удовлетворяю­
щая требованиям а) и б). (Здесь мы используем тот факт, что f(T) ^ Т.) 

Если у — порядковое число второго рода, то мы покажем предваритель­
но, что замыкание множества точек Q = {g(a), а < у} бикомпактно. 
Согласно условию теоремы и определению обобщенно уплотняющего опе­
ратора, для этого достаточно показать, что множество 

(см. ( 3 ) ,стр. 3 8 - 4 1 ) . 

Q \ c o / ( Q ) (1) 
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бикомпактно. Очевидно, / ( Q ) = {g(a), а < у, а — порядковое число пер­
вого рода}, так как по предположению индукции f[g(a)] = g(a + l) 
(отсюда, кстати, вытекает включение / ( Q ) ^ Q ) . Далее, если а —поряд­
ковое число второго рода, а <.у, аф 0, то, по предположению, g(a) есть 
обобщенная предельная точка последовательности g: Аа-^Т и, следова* 
тельно, 

g(a) e = / ( Q ) . 
Итак, 

Q\{g(0)}<=№), 
но тогда и подавно 

Q \{g(0)}eco /(Q). 
Отсюда следует, что 

Q \ c o / ( f l ) s 
так что множество (1), а следовательно, и Q бикомпактно. Поэтому обоб­
щенная последовательность g: Ау-+Т имеет предельную точку, которую 
можно принять за g(y). 

Итак, существование обобщенной последовательности, удовлетворяю­
щей условиям а) и б), доказано для любого порядкового числа а. Постро­
им трансфинитную последовательность множеств { Q a } по формулам: 
Qo = Т; Qa = c o / ( Q a - i ) , если a — порядковое число первого рода; Q a = 
= П Qp, если a — порядковое число второго рода. 

Нетрудно видеть, что все эти множества лежат в Т, выпуклы, замкну­
ты и инвариантны относительно /: / ( 'Qa) ^ Qa. Очевидно также, что с не­
которого момента последовательность {Qa} становится стационарной: 
Q T + 1 = Qy. Это значит, что c o / ( Q v ) = Q v , т. е. множество Q v \ c o / ( Q Y ) 
пусто. Отсюда и из определений обобщенно уплотняющего оператора / вы­
текает бикомпактность множества Q v . Если мы покажем, что Qy не пусто, 
то доказательство можно будет завершить ссылкой на теорему Шаудера — 
Тихонова ( ( 3 ) , стр. 493), согласно которой непрерывный оператор /, пере­
водящий выпуклое бикомпактное множество локально выпуклого линей­
ного топологического пространства в себя, имеет в этом множестве 
неподвижную точку. 

Для того чтобы доказать непустоту Q v , мы рассмотрим обобщенную 
последовательность g: Ау-+Т, существование которой доказано выше, и 
проверим индукцией по а, что g(a) е Q a при а ^ у. Очевидно, g(0) е 
е fin = Г. Далее, если a — порядковое число первого рода, то из 
g(a — 1) е Q a - i вытекает 

8(a) = / [ * ( « - 1 ) ] S / ( Q a - i ) S C O / ( Q a - i ) = f l a . 
Пусть a — порядковое число второго рода и пусть g($) е Qp при 

Р < а. Согласно б), g(a) есть обобщенная предельная точка последова­
тельности g: Аа-+Т. Зафиксируем любое р < а и покажем, что g(a) е 
^ Qp. Отсюда немедленно будет вытекать включение g(a) е Q a , так как 
Q a — П Qp. Пусть U — произвольная окрестность точки g(a). По опреде-

лению обобщенной предельной точки, найдется Р' ^ Р такое, что g(P') е 
е U. Так как g($') е Qp/, то ф ф. Но тогда и подавно ф. 
Итак, любая окрестность точки g(a) пересекается с Qp, т. е. g(a) е Qp = 
= Qp. Теорема полностью доказана. 
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