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АСИМПТОТИКА СПЕКТРА ПСВДОДИШРЕЩИАЛЬНОГО 
ОПЕРАТОРА С ПЕШОДИЧЕСКИМИ БИХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

Настоящая работа является продолжением £5] * \ В первых 
двух параграфах доказываются более точные и более общие, нежели 
в [б] , результаты об асимптотике функции распределения собст­
венных значений (см.замечание 2). В § 3 приводится несколько про­
стых результатов, связанных с обратной спектральной задачей. 

В отличие от [б] в данной работе рассматриваются только опе­
раторы на многообразии без края. Это делается для того, чтобы 
избежать технических усложнений. Все результаты с помощью микро­
локального разбиения единицы переносятся на дифференциальные опе­
раторы на многообразии с краем, удовлетворяющие условиям из [i] . 
При этом меняется лишь определение фазового сдвига (см. [б] ). 

§ I . Обозначения. Основные результаты. 

Пусть И - замкнутое компактное d-мерное (̂ "-многообразие, 
. Рассмотрим самосопряженный эллиптический классический 

псевдодифференциальный оператор Д , действующий в пространстве 
полуплотностей на М (определения см. в [2,4\ ) . Для простоты 
будем считать, что А > 0 и <ги1А=1 (в противном случае сле­
дует рассмотреть оператор (A +d) 3 S , эе_1=0г<£А ) . Обозначим 
через Xj, , 0 < . . . , собственные значения оператора А с 
учетом их кратности, через N(A) - функцию распределения собствен­
ных значений, N (A)= # I J: Xj,«s А} 

Пусть а - главннй символ оператора А , &4 - субглавный 
символ, 5*М = {т)еТ*Г1: < l (V)= 1 } . Обозначим через $ га-
мильтонов поток в $*И , порожденный главным символом оператора 
А . Точка t t e$ *M называется абсолютно t -периодической, если 

график отображения &̂  в точке (V, G^i)) имеет касание бесконеч­
ного порядка с графиком тождественного отображения. Точка V на­
зывается абсолютно периодической, если для некоторого t > 0 она 
абсолютно t -периодическая. Обозначим множество абсолютно пери­
одических точек через П а , множество абсолютно t -периодических 
точек - через П * . Тогда S * M = > П а = ^ и П £ . 

х ^ Работа [б] на русском языке готовится к печати в 179 
томе Трудов МИАН СССР. 
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Стандартную меру в И будем обозначать тел , ее элемент 
- (iv . Для каждого х& Е + объединение Щ по t«эе замкнуто 
в #*1Ч . Поэтому множество измеримо. Пусть T(V) - примитив­
ный период траектории гамильтонова потока, выпущенной из точки 
-у'еП"' (тогда Ve Пгр(̂ , ) . Нетрудно показать, что функцияТ(г') , 

заданная на П * • измерима и что T(V) г emit > 0 для всех 

Обозначим через <J,UC»" индекс Маслова периодической траек­
тории длины T(V) , выпущенной из точки Ve Л*1 ,через <J,4 (V) -ин­
теграл субглавного символа оператора А по этой траектории. 
Пусть ^(Vj=^ c CV)- j , cV) ; i£(V) можно интерпретировать как 
сдвиг фазы при обходе по замкнутой траектории (см. [5 ] ) . Так 
как < (̂"1" = /S(T(D),V) , где £ 4 - (Г-функция наR,.*jS*M , 
то функция fyjC-O) , заданная на П 4 , измерима. Из определения 
индекса Маслова следует (см., например, [ 5 , § 2} ) , что если 
V 4-»-i) и T(VH)« co-nit , то • Поэтому измерима 
и функция 'fo.cv') . Следовательно, а(т>) - измеримая функция 
на П * . 

Для f e R через будем обозначать вычет т по мо­
дулю %% , т.е. -it<[V] и [V]j f f=Ti-JlCK для некоторого 
к е 2 • Положим 

о ч и - « > r * i 

Функция Q непрерывна справа и ограничена, 

| TH(V,clv . 

Из теоремы Фубини следует 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть +оо , не Ц\Г . Будем говорить, что 
функция Q асимптотически непрерывна в точках % , если для 
любого е>0 найдутся <Г̂ 0 и m<sH такие, что |Q(TH,)-U(jw|<e 
при н,*ы, Iv^-fll^f . Будем говорить, что функция Q асимпто­
тически непрерывна, если для любого е > 0 найдутся <Г> 0 , ^ > О 
такие, что I Q ( ^ ) - * s s при ̂ >ju, , JL^JL »1/,->Ц,|«<Г • 

Положим 

Y ( X ) = t e X ( l - с<\^+Ы)\^ . 
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В силу предложения I (см.ниже) для любого £?'0 

YcA) - V(X+ е)$ осги/it (А Н ) , А> о . 

ТЕОРЕМА I. Для любого £ > О 

YcA+&) + о с V й ) * NiA) > VcX-ej-o(A d "S (1.2) 

( 0(Л ) , вообще говоря, зависит от Ь ). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы I см. в § 2. 
СЛЕДСТВИЕ I. Если функция Q асимптотически непрерывна, 

то NcA) имеет "квазивейлевскую" асимптотику: N(A)=Y(A)+0(A('4). 
Если функция Q(\) асимптотически непрерывна в точках jh% , 
J** ->" + w . то N (/*») = Y(^)+0Cj4/i"V 

СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть Ji^—*• -юо . Предположим, что функция (3(A) 
асимптотически непрерывна в точках ^ н ± 6 . Тогда 

СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть jhn—>- + оо . Для любой сходящейся к ну­
лю положительной последовательности \ £^} найдется последова­
тельность {i.r

n) , 6^5 > С — 0 , такая, что 

V ^ + & . ) - Y ( / ( t r e w ) - 0 ( ^ ) < # i r - l A - 4 ^ & U • С 1 - 4 > 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Следствия I и 2 легко выводятся из (1.2) и 
определения асимптотической непрерывности. Докажем (1.3) и (1.4). 

В силу (1.2) для любого е>0 

У с л + Ьь1%)-V(j^-3&/&>+ 0(/*tV#U:|/Srty«*i> 
^ Vcju^t &/D - У ( ^ _ &/а)- 0 ( j u ^ - 1 ) . 

Поэтому по любой последовательности { £ н } можно построить после­
довательность { ь*ъ} вида[ \ , ь 3 } •, для 
которой 

У ( ^ + з & ; / г ) - ^ - 3 & ; / й ) + о ( ^ 1 ) > # 1 г . | Л - Л ] И ч } ̂  
» У с ^ + О - У ^ - * ; / г ) - о ( / ; 1 ) 
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(подробности см. в £b, § 4] ) . Так как in—*- О , можно считать, 
что б-н̂ ИЬ̂  при больших я . Отсюда следует 11.3) с&^Зь*/! 
и (1.4) с <==ь* . И 

В силу (1.3) и (1.4) функция Q не является асимптотиче­
ски непрерывной в точках Jfr^-*- + оо тогда и только тогда, когда 
собственные значения образуют кластеры, стягивающиеся к точкам 

Положим i y = {V«T1 :jU-TlV)+^CV)= 0'(ntwl ton j , 

Л * К = { П*". - ET(V)«/TCV ) + уд)- < ьТ(л>) } 

и обозначим через индикатор множества . В связи 
со следствиями 2 и 3 может оказаться полезным 

1РЕДЛ0ЖЕНИЕ I (оно вытекает непосредственно из определения 
функции Q ) . Для любых ŷ eTR.1 , £ > О 

+ (^T)" d + 4 j Т-\л))1 7 t K c t t < H , ( I , 5 ) 

Q ( j U + 0 ) - Q ( / _ 0 ) = ( ^ j " < l + 1 J r \ i ) t o . ( I ' 6 ) 

ЗАМЕЧАНИЕ I . Используя (1.6), можно показать, что функция 
Q непрерывна всюду за исключением не более чем счетного мно­

жества точек. В этих точках функция Q имеет разрывы первого 
рода. л 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. В случае, когда mei П = 0 , формула N(A) = 
=VtA)+ИЛ*"1) бвша доказана Дж.Дейстеряаатом и В.Гийемином в [4]' . 
Там же получены значительно более точные, нежели следствие 3, 
результаты об асимптотике спектра операторов, для которыхП=£*М, 
T(V) = с&иЛ , cj,(V)=.&o+wt . Эти результаты были еще более 
усилены Коленом де Вердье в [з] . В [б] для оператора Шрединге-
ра с магнитным потенциалом на сфере доказано следствие 2. След­
ствие 2 и формула N(.M=Y(A) + 0(А*14) из следствия I доказаны 
в [б] для дифференциального оператора второго порядка на много­
образии с краем в предположении, что те1{т>еПЛ:Т(т))=£ Т, } = 0 
для некоторого Т 0 > 0 . В [б] предполагалось также, что коэффи­
циенты оператора вещественны. По недосмотру в [5] это предполо­
жение явно не сформулировано. 
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§ 2 . Доказательство теоремы I . 

Введем функцию /eScJl 1) такую, что j? (!?)=»/(-*), ^(ЯгО , 
V r , / W > 0 при | т | « 1 , /(0)=Н , / е С " ( 1 ч ) и имеет 
достаточно малый носитель. Для JVo положим ^(^)= <f'1f(if'1t). 

В дальнейшем через С обозначаются различные константы, 
зависящие только от оператора А и функции f . 

ТЕОРЕМА 2 . Пусть е(Х) - неубывающая функция не более чем 
степенного роста, Gf=e*ff , <Г^1 . Предположим, что 

e [ t M < С с Ш ^ + О . Тогда при £ е ( 0 , 1 ] 

e ( r tX-6)-6 H Ccd"IM ( i- 1+1)'S е ( А ) * ( 2 Л ) 

< e f i X i - & ) + е- 10 ( ( Г |А | , 1 ' и + 1) • 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку функция ^ отделена от нуля на 

отрезке [Н,13 и неотрицательна, имеем 

C(IX|Hl)>e'(A)-= J / iA- / r t<U ( j i t j » С j de(^j = 

= G C « i X + u - e < A ) ] . X 

Поэтому 

l ^ x + M - e i M l ^ C c i + h l H U l ^ l i l ^ ) - ( 2 ' 2 ) 

Так как j fy(jll) (AjU, = 1 , то 

— Jjff>I4iX±b-<fc) - e(A)] Ac. 
Поскольку функция j> быстро убывает, используя ( 2 . 2 ) , получаем 

*j / < * ) [ к А ± е - < Г с ) - e ( X ) J * ± j j>cc) j } (A±fc-r fV)-c(A) ] 
, <Г|т|*е 

9 - C / w H ^ l T | ) ( | A r + | T | d - 1

+ o a t r > - e - V O ( | A | ' * - 1 + ' ( ) . 
Отсюда следует ( 2 . 1 ) . 0 л 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . Пусть gdR,1) , ^ e G f W ) > o ' e »upp<p . 
Тогда 

i 9 ( X - j u ) A N c / ) = (iJrr , lJ ,

t t r | I e u a T ^ ) + * ( V ) ) *. 

x c p c K T c w d v A ' 1 - 1 + < к Х А н > , A - ^ + oo, 
J f ( X - j i ) A N c ^ = о ( Х - и ) , VneK , A — « . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО получается повторением рассуждений Со, § з] . 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 (см. [4, стр.46] L Пусть <f«S(tJ>, $eC 0°U 1), 

СрСО>=4 , H .̂ipW) = 0 . Если носитель if достаточно мал, то 

j^-^)^(/) = do eA c l- 1-((i-i)c <A ( i-4o(A^b + 

Из предложений 2 и 3 следует, что 

J / < f ^ Л (2.3) 

xw4(ttAT(»)+-w<j.(-i>>)dVA'i~< + 0(A<1"<b A-^+oo, 

j ft (A-j»)<tN</w= ocA~H>, VnefJ", А-*--» .. (2.4) 

Заметим, что в условиях предложения 2 

JJ<p(jlt-T)(lN(wd>. = J>(A - / ) < M ( / ) + С , 
о т 

где ф№ = j WjioAjW' . Так как fleju-ррф , то l|/e£(ffi4). 

При этом фф=(1Т) фсИ . Поэтому из предложений 2 и 3 сле­
дует также, что 

N * frCX) = o.A*1- c ^ i - H l T f 1 ( T~ 1(V) х 

х £ w1}(Л»T(Mпн(иАТ(т))+1*9сV)) civА^"1+ о ( А 4 4 ) . 

Пусть бд н ( т » = 0CAT(V)+<J,(T>) - fcrc«), где 6("Ь) = 0 при 
t < 0 и 9(Ь)=4 при • Заметим, что при фиксированных 
А , -0 и « e f f лишь конечное число 0^ H ( t f ) отлично от нуля 

и 
00 

2 б и ( т » = ATcv) + <^v)-3r + 
+ [ar-AT(Ti)-^i)0 ! L T 

при А » 1 (здесь и далее А » 1 означает, что А» А 0 , где А 0 

определяется функцией T(V) ) . Обозначим через 1^ (т)) интег­
рал функции / по отрезку [ -ZJCKTV, (АТ+^-ХТГК ) *Г< <Г"1] 
и положим I^"° ) = =

K5 2 - ^ A , K C V ) • 

99 



ЛЕММА I. При всех £ £ ( - o , l ] , S > 0 . А>М , е П а 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду (2.6) достаточно показать, что 

Ц ) + ь ^ С Т ^ ) + ^ » IAV) » 
^ ' (2 7) 

Для этогс нам понадобится следующее очевидное неравенство: 

оо ~ 

\ е (T)«LT ^ зе 1 С , V * > 0 . (2.6) 

Так как L . М)« 5^ \ 9 (t Ы Т . где t^ZiCf ft) £ , 
k=-l Л к K^Ck <*> _oo ^ г ч p 

то из (2.8) следует У L ^ СТ(Г • Поскольку 1о(<Пс1Т= 
и/ k =" 1 ' 4/ 0 

= /2-» точно так же оценивается и разность 1^ — '/2, • Остает­
ся оценить сумму 1 ^ k rto к € М . ' 

Предположим, что 9д+£ к кИ,...,иг. и 0 л + & к (л)) = О 
при к > т , . Тогда в силу (2.8) 5 3 1^ k("v )4£ SСТ (у ) • Оценив 

теперь сумму ~[\ ^ ) п 0 к=4> - - *^\tv через т- , получим оцен­
ку сверху в (2.7). 

Предположим теперь, что фд_£ к(т»)Ц k=4;...,in и 0д_£ к(^)~° 
при к>иг. Тогда ' _4к ' 
оо С ^ _о" ^2, Г 

£ i M - > - S . \ j w * - ( 2 . 9 ) 

где |) = ЯТиТ~\^) о"" , 4К= \аЧ> + & • Аналогично предыдущему 
правая часть (2.9) оценивается снизу через-£ §ХТ ("0) . Отсю­
да вытекает оценка снизу в (2.7). Ш 

Из (2.3) и (2.4) следует , 

Поэтому согласно теореме 2 для любого £ > О 
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> X* § s ( Х - г / 2 ) - Г 1 С ( 8 |А|^+0-
Из ( 2 . 5 ) , используя формулу Пуассона, получаем 

+ 0 ), уи—• + «> . 
Отсюда и из леммы I следует, что 

V (>+t)4- f Ч С |Х ^ + о ( А Д н ) > -К (А) > 

V (Х-с) -Е -Ч .С | Х | ^ - о ( Х ^ ) 
Поскольку может быть произвольно малым, из (2.10) выте­

кает ( 1 . 2 ) . 

§ 3. Обратные результаты. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. При u,__* + ^ 
Л J . . , 

(2.10) 

i ' ^ < L - < А 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу (IЛ) \ Q(X) X Д = 0 ( м Г ) 

Поэтому, интегрируя (1.2) по отрезку [ 0 , ^ ] , получаем (3.1). 
Формула (3.1) позволяет, зная функцию М (А) с точностью 

до о (А ) , определить константы С 0 и . В случае, когда 
X ( Х^ имеет квазивейлевскую асимптотику, это дает возможность 

определить функцию Q с точностью до 0 ( 4 ) . 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5 . Предположим, что существуют константа * >О 

и положительные последовательности £—-»• 0 , At —*• + «» такие, что 

НУ-\Ь-Ч*Ф*К1
 - Т О Г Д А 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно (1.3) существует положительная, 
последовательность &^-*0 , для которой 

2- X 
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В силу (1.5) отсюда следует, что 

{ll^^Um, [ T ~ V v ) Ц РС^ЬН)^ > X . (3.3) 

Из определения функций / ^ k C ^ ) ВИДО°« ч т о 

Поэтому из (3.3) вытекает (3.2). л d сЙ d-< 
Давно известно, что если ш$П = 01 Tojf (А)»С0К-С4Х +о(А ). 

Как показывает следующий пример, обратное утверждение, вообще 
говоря, неверно. ^ 

ПРИМЕР. Пусть М - единичная трехмерная сфера S со стан­
дартной метрикой, М={х€ IR : |х| = 1 } • Обозначим через 
oL (х) векторное поле в , компоненты которого в точке х = 
j= ( Х ъ Х г , Х 3 , Х 4 ) равны ( - X a J x l " 1 , \ c c \ ~ \ X s l x l " 1 ) . 
Векторное поле «.(х) касается М в каждой точке хеМ . Обозна­
чим через ^ дифференциальный оператор первого порядка на М , 
порожденный полем oL (поскольку М - риманово многообразие, мож­
но считать, что операторы действуют в пространстве функций, а 
не полуплотностей). 

Пусть $C=-&+(i-)*-i$}/2 , где Д - оператор Лапласа на М . 
Тогда ^ = _ Д _'(.•) с точностью до оператора умножения на гладкую 
функцию. Оператор $ самосопряжен в L Й Х М ^ и полуограничен снизу. 
Выберем константу СУ 0 так, чтобы было ^ > - С , и положим А=0г+-

•f-cl) .Главный символ а оператора А равен корню из главного сим­
вола оператора Лапласа. Поэтому все бихарактеристики оператора 
А периодичны, а их проекции на М совпадают с геодезическими 

на М . Субглавный символ & s оператора А равен произведению 
ГИаГ1и субглавного символа оператора $ . В точке(ХЛ\еТ*М, 

где через <0t(oc.)>\ > обозначено значение ковектора £ на векто­
ре oi(x)eT^ М • Если (_X(t\ Ч СП) - единичная бихарактерис­
тика оператора А (т.е. траектория потока G. ) , то 

где х Ct̂ - касательный вектор к геодезической x(tU(", - ) х -ска­
лярное произведение в слое Т х М • Нетрудно показать, что величи­
на (ci (x(t)l, x("t))x постоянна вдоль любой геодезической 
на М (это является следствием групповой структуры ) . Поэ­
тому субглавный символ &g постоянен на траекториях потока Q . 
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4 

s (afltT^^jf-^iHe* S* М, - $ 4 ' х < 4 з е , г 4 

В силу (1.5) равенство (3.4) означает, что Qscon^t. Ввиду 
(I.I) отсюда следует, что Q = О 

Таким образом, для оператора А 

Х(к)=сУ-сУ~\ о О & * ) Щ \ о ( А 1 ) , 

несмотря на то, что П = S . 
З̂АМЕЧАНИЕ 3. Для дифференциального оператора $t на полусфе­

ре S + с краевым условием Дирихле или Неймана также верна "вей­
левская" формула асимптотики (к) . При этом все траектории 
биллиардного потока, соответствующего оператору jt на S + , 
периодичны. 

Автор благодарит профессора М.З.Соломяка за внимание к ра­
боте. 
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Поскольку для сферы S C^J^l'j—O » получаем отсюда 

Заметим теперь, что в любой системе координат на М при 
- 1 4 X,, < з е а * 4 

Ы ( " И $ £ М : * 4 < <«1 С*»-**) ̂  (X) , 
где ф ( х ) - риманова плотность на JVJ . Следовательно, 



grad, 1986. 
6. K u w a b a r a R. Spectrum and holonomy of the line 

bundle over the sphere. - Mathematische Zeitschrift, 1984, 
187, p.481-490. 

Safarov Yu.G. Asymptotics of the spectrum of pseudo-diffe­
rential operator with periodic Dicharacteristics. 

Let Xj be the eigenvalues of positive elliptic pseudo-
differential operator of order m, > 0 o n compact closed ci-d±-
mensional (/""-manifold, Ц j : Х- >̂ Л*11, J • It is 
shown that for each £ > 0 ^ 

> C a (X- с / * + Q (X- £ ) X<K о (Л"4 - 1), 
where C 0 and C.j are standard Weyl constants, is some 
bounded function on . The function Q ^^t) describes the in­
fluence of periodic bicharacteristics on the asymptotics of 
-N" (X) • Under assumption of simple reflection of bicharacteris­
tics this result is valid for differential operators on compact 
manifold with boundary too. 
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