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ПРОСТОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТОЖДЕСТВ МАКДОНАЛЬДА 
ДЛЯ СЕРИИ А 

3 . Л. Л е й б е н 3 о н 

1. В работе [1] И. Макдональд сопоставил каждой системе корней R 
некоторое замечательное тождество в кольце формальных степенных рядов 
от нескольких переменных. С тех пор тождества Макдональда получили 
ряд различных интерпретаций и доказательств (см. [2—7]). Целью настоящей 
работы является простое доказательство серии тождеств Макдональда для 
системы корней типа Ai, использующее лишь комбинаторные и элементар­
ные алгебраические средства. 

Тождество Макдональда для системы А^ сводится к классическому тож­
деству Гаусса — Якоби. Оно имеет вид 

/ {у. z)= П (1 + г/2-1) (1 + y-^zr-) (1 _ 2-) ^ 2 У"^''^'^ (1> 

(здесь и далее мы пользуемся обозначением h (г) = г {г — 1)/2). Простое ком­
бинаторное доказательство (1) было получено автором в [8]. Оно лежит 
в основе дальнейших рассуждений. 

Для формулировки тождеств Макдональда в нужном нам виде введем ряд, 
обозначений. Положим Мп = {а = (а^, . . ., а^) ^ Z'^ \ а^ -{- , , , + а^ = 
= 1 + ... + Аг}. Для а е Z и натурального п через res^ а ^ Z/nZ обозна­
чим вычет числа а по модулю п. Для каждой последовательности (v^, . . . 
. . ., v^) вычетов по модулю п определим число е (v^, . . ., v^), равное О' 
или +1» следующим образом: если все v̂  различны, т. е. (v^, . . ., v^) — 
перестановка последовательности (res^ 1, res^ 2, . . ., res^ /г), то е (v^, . . . 
. . ., v^) есть знак этой перестановки; в противном случае полагаем 
8 (vi, . . ., v^) = 0. Для каждого а = (а^, . . ., а^) ^ Z'^ положим е (а) = 
== 8 (res^ а^, . . ., res^a^) и ф (а) = (ai + • • • + ^п — 1^ — . . . — п^)/2п.. 
Запишем в этих обозначениях тождество Макдональда. 

Т е о р е м а 1. Для каждого п'^ 2 имеем тождество 

(П (1 - хп^-') П П (i - ^ х-^-А (i 
rri^l I'^JKi^^n m>l 

X. 

= У г (a) а:Ф(̂ 0х1-"̂  . . . . . x'^'^'n (2) 

в кольце формальных степенных рядов от х с коэффициентами из кольца 
многочленов Лорана от Xi, . . ., х^. 

З а м е ч а н и я , а) Формула (2) получается простыми преобразования­
ми и заменами индексов и переменных из формул теорем 1.29 и 1.61 в [?]• 
Она также близка к теореме 3.2.4 в [6], в формулировке которой, однако,, 
допущены неточности. 
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в) Нетрудно проверить, что при а GE Мп и 8 (а) =7̂  О число ф (а) явля­
ется целым неотрицательным, причем ф (а) = О только для а = б^ = 
= (1, . . ., п). 

2. Перепишем формулу (2) в виде 

П 11-Л,х]=11 fl-ГС-)"("-!) У г (а) тУ<-)х1-"'.. ... хТ"^. (3) 
71 

Оставшаяся часть работы посвящена доказательству формулы (3). 
Мы проведем его в два этапа. Прежде всего из соображений однородности 
по .Ti, . . ., Xj^ левая часть (3) имеет вид ^ Е (а; :г) о^^^^ • . . . • xi^^'^t 

где все Е (а; х) — формальные степенные ряды от о: с коэффициентами из Z. 
Таким образом, формула (3) эквивалентна следующей: 

Е(а;х) = г{а)х^(^) Д (1 _x^)Mn-i ) . (3') 
m>l 

На первом этапе доказательства мы установим равенство 

Е (а; х) = г (а) х^^^Ш (б^; х). (4) 

Эта часть доказательства носит чисто комбинаторный характер. Она будет 
проведена в п. 3. После этого нам останется лишь установить формулу (3') 
в случае а = б^; это будет сделано в п. 4 с помощью индукции по п, 

3. Доказательство формулы (4). Обозначим через Л̂ ^ множество всех 
целочисленных нижних треугольных {п X ^)-матриц R = (г ,̂ j) с нулями 
по диагонали; таким образом, г̂ , / ̂  Z может быть отлично от О, лишь если 
i ^ j <С i ^ п. Для каждой i? G Л^ определим ее знак г (Л) = + 1 , 
высоту h (R) е Z^ и {0} и вектор а {R) = (ai (Л), . . ., а^ (Л)) G Z^ 
.формулами 

e{R)= (—l)2'^i,7, 

h{R) = ^h{r,,j), (5) 

ai (R) = i —Цгг , J + S^fe, i. 

Легко видеть, что a (R) G Mn для всех i? e Л^. Для a e M^ положим 
A^{a) = {R^ An\a{R) = a}. 

П р е д л о ж е н и е 1. Для всех a e Mn 
E{a]x)= 3 E{R)X^W, (6) 

Для доказательства предложения 1 достаточно записать тождество (1) 
для / (—Xijxp х) при всех i, / (1 ^ / < i ^ п), перемножить все эти тож­
дества и раскрыть скобки в правой части. • 

Для к = i, . . ., п определим преобразование t^: Мп~^ Мп формулой 

% {а) = а + пе^ — {е^ + , , ,+ ^^), (7) 

где ^1, . . ., вп — стандартный базис в решетке Ъ'^, Кроме того, для к = 
= 1, . . ., Аг — 1 обозначим через s^\ Мп —̂  Мп перестановку /с-й и (/с + 1)-й 
компонент вектора а. 

Мы покажем, что Е (а; х) как функция от а «почти инвариантна» отно­
сительно преобразований ifĵ  и 5̂ .̂ 



Доказательство тождеств Макдональда для серии А 21 

Т е о р е м а 2. Для всех а ^ Мп справедливы равенства 
Е {t^ (а); X) = ( - i^-^x'^-^E (а; х), (8) 

E{s^{ay, х) = —Е{а;х). (9) 
З а м е ч а н и е . Легко видеть, что 8 (t^ (а)) = (—1)''"^8 (а), ф {t^ (а)) — 

~ ц) (а) = а^ — 1, г {s^ (а)) = —г (а), ф {s^ (а)) = Ф (а). Таким образом, 
формулы (8) и (9) согласованы с (3') и (4). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. В силу (6) достаточно постро­
ить биекции ?|е* Л^ -> Л,, и s^: Л^ -^ Л^ со следующими свойствами: 
h (К Н ) -= л , ih (а)), 8 ih {Щ -= {-1Г-'г (/?), h (?, (Л)) = 

- /̂  (Л) + а, {R) - 1; (10) 
.?, ( Л , (а)) ^ Л , ( . , (а)), 8 (^, (/?)) - - 8 (i?), /. (^, (/?)) = h (Л) . ( И ) 

Положим t^ ( / ? ) = / ? + Г'̂ , где матрица Г'̂  = {у1 j) е Л^ имеет вид 
YIJ, ; = —1 при 7 < /с, 7У, К = 1 при j ^ к и. 7г\ j = О для остальных пар {i, /) . 
Далее, для R = {п, j) е Л , , и А: = 1, . . . , w — 1 определим матрицу 
^j^ (Д) :г̂  (г̂ ' у) следующими формулами: 

гп. j = n-ui, j , /fc+i.; = п, j при 7 < A; 

О, /v = О, /c+i» О, ?г-м = г J, ^ при 7 > ^ + 1; 

^к+1, К = ^ — ^к+1, к', 

Гг, j = Гг, j для вссх остальных Пар {1, j). 
Равенства (10) и (11) проверяются непосредственно, что и доказывает 

теорему 2. | ^ 
Пусть W — группа преобразований множества Мп, порожденная всеми 

t^ и s^. Очевидно, W содержит подгруппу S^ всех перестановок координат 
вектора а е Мп, причем в силу (9) имеем Е (s (а); х) = г (s) Е (а; х) для 
всех S ̂  Sn, где 8 (s) — знак перестановки s, (На самом деле, группа W 
есть полупрямое произведение S^lx Р, где Р — абелева группа, порожден­
ная образующими ti, . . ., ta с единственным соотношением ^^-...-t^ — 1, 
а S^ действует на Р перестановками ti, , . ., t^. Группа W по существу сов­
падает с аффинной группой Вейля для серии А.) 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть а ^ Мп- Тогда если г {а) Ф О, то су­
ществует W ^ W такой, что w (а) = S ;̂ если же г (а) = О, то существует 
w ^ W такой, что вектор w (а) имеет две одинаковые компоненты. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При к Ф I положим t^^, i — t^ о tj ; ясно, что 
%, I действует по формуле h, i (а) = а -^- пе^ — nci. Действуя на а операто­
рами h^n и tn,]i^ мы, очевидно, можем добиться того, чтобы i ^ а^ ^ п 
{i ~ i, . . ., п — 1). Если 8 (а) Ф О, то все числа а ,̂ . . ., a^-i различны; 
но тогда в силу равенства а̂  + ... + <̂п = 1 + . . .+ п мы видим, что (а ,̂ . . . 
. . ., an) есть перестановка чисел (1, 2, . . ., п). Применяя эту перестановку, 

'МЫ найдем элемент w ^ W о, w {а) = Ьп> Если же s (а) == О, то мы видим, что 
среди чисел ai, . . ., а^ должны быть два совпадающих и предложение дока­
зано. Hi 

Формула (4) сразу вытекает из теоремы 2 и предложения 2. В самом 
деле, в силу замечания после теоремы 2 нам достаточно доказать (4), когда 
вектор а пробегает множество представителей И -̂орбит в Мп- В силу пред­
ложения 2 мы можем считать, что либо а = б ,̂ либо а имеет две одинако-
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вые компоненты. В первом случае формула (4) является тавтологией, а во 
втором найдется транспозиция s ^ S^ такая, что s (а) = а. Но тогда Е {а; 
х) = Е (s (а); х) = —Е (а; х), откуда Е (а; х) = О, что и требуется. 

4. Для завершения доказательства теоремы 1 нам осталось установить 
тождество 

Е (б,,; х) = П (1 — :с̂ )̂ (̂̂ -1>. (12) 

Применим индукцию по п. При п = 2 наше утверждение очевидно. Пусть 
/г ^ 3, и предположим, что тождество (12) (а значит, в силу уже доказанной 
формулы (4), и более общее тождество (3')) справедливо при замене nnsin — 1. 

Для R = {Гг, j) ^ Л^ обозначим через R' е Л„„1 «урезанную» мат­
рицу i^i, j)i^j<:i^n-i- Из определений сразу вытекает 

Л е м м а 1. а) Отображение R -^ R' задает биекцию между Л^ (6^) 
и Л^_1. При этом элементы r^^i восстанавливаются через R' по формуле 
Гп,г = i — Щ {Ю (i = 1, . . ., Аг — 1). 

Ь) Справедливы равенства 
e{R) = e {R'), h {R) = h (i?') + (^ - 1) ф (a (i?')) + L {a (Л')), (13) 

еде функция L: Z^~^ -> Z определяется формулой 

L ( 6 i , . . . , & n - i ) = S tii-bi). (14) 
Ir^i^n—1 

В силу (6), (13) и предположения индукции мы можем переписать Е (6^; х) 
в виде 
Е (бп; Х) = S е (Ю :г:^(^')И^-1)Ф(о^(Л0)+Ь(а(Н0)_ ^ ^(n-l)ф(b)fL(b)£' ф. ^ ) ^ 

= ( 2 8(6)а:^^(Ь)+^(^)) • П (1—х^)^(^-2). (15) 

Снова применяя предположение индукции, мы можем записать для всех 
b е Мп-1 
г (Ь) а:̂ Ф<ь) ̂  £' (ft. ^п) П (1 — :г^^)-^("-2) = 

tn>l 

= ( S е (^') :г̂ (̂̂ '>) • П (1 — а:̂ )̂-М -̂2). (16) 

Подставляя (16) в (15), мы получаем 

Е (б^; х)= ^ е {R') ^пмдо-ьЬ(а(ло). Д (1 — :ir^)^(^-2). (17) 

Л е м м а 2. Справедливо равенство 

21 е ( Д ' ) ;Г^^(ДО+Да(ЛО) = П П ( 1 — Х^(^-1)+^--^*) ( 1 — л : ^ ^ + М ) ( 1 _ ;^nw)^ 

( 1 8 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко видеть, что L (а (Л'))== 2 J (̂  " -

- 7) Гг,;, так что nh {R') + L {а {R')) =^ n^ih (г ,̂ ,•) + ^ {i - j) г,,,-. Те-
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перь для доказательства (18) достаточно для i^j<ii^n — i записать 
тождество (1) для / (—х̂ ~̂ , х'^), перемножить все эти тождества и раскрыть 
скобки в правой части. Щ 

Подставив правую часть (18) в (17), мы убедимся, что каждый член (1 — х^) 
при т ^ i входит в получающееся произведение с показателем степени 
h (п — 1). Это доказывает формулу (12), а значит, и теорему 1. 

Автор глубоко признателен А. В. Зелевинскому, чьи советы и помощь 
способствовали улучшению первоначального варианта этой статьи. 
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