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НЕКОТОРЫЕ НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
ПОЛИНОМОВ В МЕТРИКЕ Lp, 0<p<\ 

Введение 
Главной задачей данной работы является исследование некото­

рых экстремальных свойств тригонометрических полиномов в ме­
трике пространств Lp(0, 2ic), 0 < / ? < 1 . Как известно, подобные 
вопросы для случая 1</><оо в основном решены, причем имеется 
обширная литература. Основным нашим источником является моно­
графия [1], где также приведены дальнейшие литературные ссылки. 

Центральное место среди экстремальных свойств занимает 
замечательное неравенство Бернштейна, связывающее нормы триго­
нометрического полинома и его производной. Приведем его. 

Н е р а в е н с т в о Б е р н ш т е й н а — З и г м у н д а . Пусть Тп(х)— 
тригонометрический полином- степени не выше п, п. —О, 1,... 
Тогда Г) 

\\T'Jp<n\\TJp, 1<р<оо. (0.1) 
Заметим, что случай p=oo(Loo=C) доказан С. Н. Бернштейном [2], 

случай 1</7<оо — А. Зигмундом [3]. Мы изложим в § 2 аналог 
(0.1) для 0 <р < 1. Основной идеей является использование пред­
ставлений тригонометрических полиномов с помощью обобщенных 
ядер Джексона 

/ • — 

Kr,n(t)^\ ^~- S • г==1> 2,. . . , (0.2) 

которые при г = 1 переходят в ядра Фейера Кп (t), а при г — 2 — 
в классические ядра Джексона. Подобные представления получены 
в § 1 и имеют своим исходным пунктом формулы М. Рисса и ин­
тегральное представление Ю. А. Брудного [4] 
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где r = 0, 1,..., « = 1, 2,.. . , a Hr n{t) — тригонометрический поли­
ном, удовлетворяющий условию \'Hrtl{t)\<\. 

Эти формулы дают возможность получить целый ряд неравенств 
для тригонометрических полиномов. Часть из них имеется в § 3, 
где рассматривается обобщение некоторых результатов С. М. Ни­
кольского [5]. Прием использования ядер (0.2) оказывается пло­
дотворным и в других вопросах, напр., при исследовании тригоно­
метрической аппроксимации в пространствах Lp (см. [6], [7], 
а также [1]). 

Заметим, что в основном все полученные здесь результаты 
для тригонометрических полиномов можно перенести на целые 
функции экспоненциального типа. Мы на этом обобщении не оста­
новимся, т. к. оно получается почти автоматически (ср. с [1]). 
Возможно также перенести оценки данной работы на некоторые 
tp-расстояния, для которых порождающая функция ср (t) близка в не­
котором смысле к \t\p, 0 < / ? < 1 . По поводу этого обобщения мы 
отсылаем к работе [7], где и имеются соответствующие опреде­
ления. 

Часть изложенных здесь результатов опубликована в статьях 
[6], [7], однако, в основном, с другими доказательствами. Ряд 
полученных оценок (в частности, теорема 1 из § 2) независимо 
доказаны Э. А. Стороженко, которой и принадлежит постановка 
задач, затронутых в данной работе. 

§ 1. Некоторые интерполяционные формулы 

Для получения результатов следующих параграфов мы здесь 
выводим ряд интерполяционных соотношений и интегральных пред­
ставлений, являющихся аналогами приведенного во введении тожде­
ства (0.3). Всюду ниже мы будем понимать под Г я = Тп{х) триго­
нометрический полином степени не выше и, где /г, вообще 
говоря, — произвольное натуральное число. Кроме того, обозначим 

%)^Л±±ъъ £ = 0, 1,..., 2 л - 1 . 

Лемма 1. Для любого г = 1,2, ... имеет место представление 
2гп-\ 

г«<*) = -Г" £ тЙ(х + $-1я))й,.Й(Яп))К,п(# я)), ал) 

где Kr:n(t) — ядро (0.2), а Н' п(t) — тригонометрический. полином, 
причем \Hr<n{t)\<\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проводим его по индукции. При г = 1 
следует обратиться к известному тождеству М. Рисса [8] 

2 п - 1 

^ - ^ Ё ^ * ^ - ^ ' (L2) 
ft=0 # \ 2 

2 ) 
'* \ 

sin ' 

которое совпадает с (1.1), если положить Hl>n{t) = sin nt. В самом 
деле. 
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n(2k + 1) те 
2/2-1 / s i n -
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f Sr» (x+4'0) s in (2fe + 1) " I 4re_ 
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( s i n ^ ) *"° ( s i n - A 4 

Итак, при г = 1 представление (1.1) доказано для всех « = 1 , 2 , ... 
Пусть (1.1) справедливо при г = /?для всех п = \, 2 , . . . Рассмотрим 
при фиксированном X тригонометрический полином 

Nx N 2 

sin -
, (х )=Г л ; (х + Х)' 

л ' • х 
iVsin—-

порядка меньше 2N (как известно, Kiin(x) есть полином порядка 
я — 1). Применяя (1.1) согласно предположению индукции..при r = R 
п = 2/V, я = 0, имеем 

R 2H1N-\ / S i n * 

Г;(X) = ,' (0) = 2 Ж у , ^ + ^2«-i2Л0) з j х 

\ JVsinJ? _ 
2 

x ^ л , 2/v Vk ) KR, IN У* ) = 

-J-rL £ ух+лг.д/ч/с.^х 
x^+ 1 ,A , (42 %) . 

Полагая 
M \ 2 « я * + 1 . * О = ^ ? , 2/v(0 ( c o s Y Y 

убеждаемся в справедливости леммы. 
З а м е ч а н и е 1.1. Соответствующее интегральное представ­

ление, которое доказывается совершенно аналогично, имеет вид 
2тс 

К(х) = ^Г$Тп(х + *)Я.яУ)Кг.п«)М,г=1,2,... (1.3) 
о 

З а м е ч а н и е 1.2. Явный вид полиномов Hr n(t) следующий: 

Я , , „ (0 = ( c o s fj(r~V> (cos nt)2(r-2K.. (cos.2 ( '-8W)2 sia2r-lni. .:.....,-
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З а м е ч а н и е 1.3. Таким же путем, Екак и в лемме 1, можно 
доказать следующее неравенство: 

2 ' - 1 

s in-

(1.4) 

2 У 
Обобщая другое тождество М. Рисса [8] (см. также [1], с. 191) 

'• 2 я + 1 

где rki и (х) = sin л (л" — 4"') ctg —̂ , мы приходим к следующим 
представлениям, являющимся аналогами (1.1) и (1.3). 

Л е м м а 2. При г = 2, 3 , . . . имеет место представление 

и (х — £) 
sin 

^(•0 = ̂  j тп (/) Д., „ ( V ) V^T dK (L6) 

0- также 

/ n{x-4~ln)) \2r~l 
2»_ 1 л/_ 1л) / sin о пи^^ГЧ,^) ^ -

\ nsm^-^ 
2 

(1.7) 
где Hr n (t) — тригонометрический полином, причем | Hr n (t) | < 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем (1.6). Положим 
nt \ 

sin— \ 

Д,.»( ' )^| 7 
« s i n - ^ 

2 r - l 

, r = l , 2 , . . 

Имеет место 
2- sin ( л + - ) ( * - 0 

7 ' п ( л : ) в = 1 Г 7 ,
п ( 0 — Л ^ 7 dt = 

0 2 sin —-— 

2-Е 2 K 

=~ Д. Г 7„ (0 cos — cos I ^ L O . Dj. „ (x -t)dt+ ~ [ T„ (() cosn (x-t)dt. я J 2 2 2JC J о о 
Рассмотрим тригонометрический полином 
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t(x)=TN(x)\ 
N(X — x) ч 2 

sin 

Х — х 
N s in—-— 

степени не выше 2/V—1 и применим предыдущее тождество при 
« = 2/VB точке х=Х: 

= — J V ) Y^T I c o s~~c o s —H—LA,»(^-0^+ 
о \ TV sin 

-]~ - f 7{t) cos 2/V (X - I) di = 2% J 
о 

= — 7дг (/) cos —;— cos \ — cos -±—c - D,, N (X — t) dt. 
о 

Итак, тождество установлено при г = 2 . Дальнейший ход рассуж­
дений такой же, как и в лемме 1. Соотношение (1.7) доказывается 
аналогично. 

З а м е ч а н и е 1.4. Полином Hrn{i) имеет явный вид 

Я,_ „ (t) = cos t cos 2г_1л/ cos 2'~2л/ (cos г'-'л*)3... (cos ntf'-*. 

§ 2. Неравенство Бернштейна при 0 < р < 1 

Перейдем непосредственно к формулировке и доказательству 
аналога неравенства (0.1) при 0 < / > < 1. 

Т е о р е м а 1. Пусть 0 < /? < 1. Тогда1) 

\\Га\р<С/1\\Тп\\р, п = \, 2,... (2.1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем число /?, 0 < / ? < 1 . Из (1.1) 
при г — \, 2 , . . . следует, что ' 

2 г я - 1 

i ^ ) i < v - S 17,«̂  + ^"1я))| /(2 ' л ) , о , 
sin — ) 

Отсюда вытекает , что 

') Здесь мы обозначаем через А, В, С, Ср, Ср,г>... положительные постоянные, 
зависящие лишь от указанных параметров, и, вообще говоря, разные в разных фор­
мулах и оценках. 
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Т'п%=[\ T'n(x)\pdx< 

< 
'2'РпР 

'АРпУР 

2Гп-\ 2и 

£ Tn(x + tf ln)\". 
k=0 0 

sin-
4 1П) 2ГР 

dx = 

2гРпР 
4РП2ГР 

2 л + 1 

2] 
7г=0 

ttf~l* <2rp 
1 п IIP-

s i n -

Далее, имеем согласно sin t^ — t при 0 < ^ < 

2 'л-1 
1 < 2 

d2 "' 
sm-

Irp 

2'п \*" = 2ш2*г\ъ 
2k •+ 1 

й=0 А=0 

1 
(2/г + \)2ГР 

Фиксируем сейчас г = г(р) так, чтобы 2гр > 1. Тогда 

2i (2ft+ 1 
А=0 

2Гр 
< ОО 

и, подставляя, имеем 
\\T:i<cp

p,np)tf\\Tjp = tpy\Tnfp, 
что и требовалось доказать. 

С л е д с т в и е 1. В условиях теоремы 1 имеет место 
\\Т^\\р<Срп\\Тп\\р, v = l , 2,... 

- З а м е ч а н и е 2.1. Приведем оценку для Ср. Легко устано­
вить, что Ср>1, если рассмотреть 7„ (х) = cos ях. С другой сто­
роны, из хода доказательства видно, что 

(2.2) 

С„< in! (2 
г : 2rp>\ \ Ami (2k + l ) 

А==0 
2 ^ 

Р п^+г-2 

При использовании вместо (1.1) соотношения (1.4), оценка для Ср 
немного улучшается: 

Ср< inf (2V 
г : 2га>1 \ LU :1rp>\ \ iad (2k +. 1) 

/г=0 
2ГР 

р п''2 + 2/--~3 

Например, при Р = — имеем 

1 < C i < ( 2 
6=0 

1 
(2ft + 1) 

25 = 2и4 < 200. 
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З а м е ч а н и е 2.2. Весьма вероятно, что в (2.1) можно поло­
жить Ср = \. В связи с этим возникает задача более точного иссле­
дования распределений значений тригонометрического полинома 
и его производной. Э. А. Стороженко поставила задачу выяснения 
справедливости следующего неравенства: 

\T'J{x)<n-\TJ(x), х£[0, 2т,), (2.3) 

где через /* (х), как обычно, обозначается невозрастающая пере­
становка измеримой на [0, 2-я) функции f(x) (см. [9], с. 54). 

З а м е ч а н и е 2.3. В. И. Коляда заметил, что (2.1) можно вы­
вести более элегантно из (0.3) с помощью неравенства Николь­
ского — Тим'ана ([1], с, 243). 

§ 3. Некоторые другие неравенства для тригонометрических 
полиномов в Lp, 0 < р < 1 

Введем несколько новых обозначений. Пусть Xj ) = —, / = 0, 
1,..., Л/ — 1. Далее, пусть 

/V—1 \_ 

( ( 7 ; ) Г - з и р ( ^ £ \Тп(х + хГ)УУ, (3.1) 
; = 0 

JV-1 

sr(Tn)^(^-%\Tn(xr)\p)p 

7=0 

при 0 < / ? < о о . В случае 1 < / > < с о символ (О))^ называется ин­
терполяционной нормой. Тогда имеются оценки С. М. Николь­
ского [5] 

\\TJp<((Tn)fU(l + ^)Vrn\\p. (3.2) 

Следует также отметить неравенства 

A\\Tn\\p<Sf)(Tn)<BlTn\\p (3.3) 

при 1<уэ<оо для больших N, 0 < Л </3 < со (Зигмунд, Марцин-
кевич [10]). Мы здесь получим несколько оценок указанного типа 
для случая 0 < р < 1. 

П р е д л о ж е н и е 1. При 0 <Ср < 1, /V= 1, 2,... имеют место 
неравенства 

2/--1 

\\Тп\\р<{{Тп))р<Ср(\ + ^ ) 2 \\Тп\р, (3.4) 

где г — г (р) — наименьшее целое число, для которого - > 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Левая часть неравенства (3.4) очевидна, 

для получения правой части используем (1.7): 
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2к_ 
N 

Л ' - 1 

< ¥ £ Б' г«(/Г 1п)) р' ̂  - { х + ^ Г ) - 42"1й)) i"= 
ЛГ-1 2 ' я - 1 

/ = 0 * = 0 

2 я - 1 J V - 1 

А=0 у'=0 

sin 
«(*-4/~I«>+;tf>) N2 < ^ 

( * - # Л ) + ^ ) 
< 

я-sm 

2 r - l у , 2 ' /г-1 

<{<(АГ1>я)Со • V ir„(42 Л))Г. 
A=0 

Фиксируем сейчас r = r(p) согласно условиям, т. е. — — > 1. 
Тогда из (3.2) имеем дальше 

_2я 
7 V - 1 

£|т ; (* + .*П1'< 
7=0 

2/--1 

<(1 + Ю* 'I 
я£ (2г-1)р 

sin-

я sin • 

2/1-1 

<«• J] 1^(42 л))Г 
й=1 

Так как (2г — !)/>>-2 > 1, то постоянная 

Срр = sup 
2л 

я£ 
sin-

п sin — 

(2/--1) р 

dt \, г = г(р), (3.5) 

конечна, т. е. Ср < со. В этом легко убедиться. Переходя к sup 
по л; в предыдущем неравенстве, имеем 

ШТп)ГГ<Ср
Р(1 + ^ ^ ' £ 2 ] | 7 ^ ~ V . 

А=0 

Рассматривая 7"/г (х + t) вместо Тп (х), получим 

{((Tn)iNy-{((Tn(x+t))iNY< 
2lzlp 1rn 

< ci ( i + 2 ^ ) 2 ^ J] 17*. (гГ,,г) + о г, * a to, 2.). 
ft=0 

После интегрирования от 0 до 2% по t получается правая часть 
(3.4). Предложение доказано. 
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З а м е ч а н и е 3.1. Оценка (3.4), как мы полагаем, может быть 
улучшена. Она, однако, достаточна во многих вопросах приложе­
ния. Так, напр., можно сразу же извлекать в качестве следствия 
неравенство типа (3.3). Сформулируем его в виде леммы. 

Лемма 3. Пусть 0 < / ? < 1 а а > 0 — некоторая постоянная.. 
Тогда при N> а« имеет место оценка 

Sf\Tn)<CPt,\\Tn\\p. (3.6) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, согласно предположению 

леммы и (3.4) имеем 

SP
N)(Tn)<((Tn))™<Cp(l + ^) 2\\Т, 

2г—\ 

т „ 
nil/)' 

что и требовалось доказать. 
Для левой части (4.3) ограничение на /V существенно, требу­

ется по крайней мере выполнение условия N > 2п + 1 (см. по этому 
поводу [5]). Для случая 0 < / ? < 1 мы здесь выводим более частный 
результат, а именно, справедлива 

Лемма 4. Пусть 0 < р < 1. Тогда 

\\Tn\P<Cp,r'Sfn){Tn), r>r(p), (3.7) 

где г (р) — наименьшее целое число с (2г —-1) р > 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (1.7) имеем 

2* 2rn-l 

WUK £ 
й=0 

nt 
sin — 

t 
п sin — 

(2r-l)p 

dt-

Tn{tr4))\P-\\Dr.n{x~t{rn))Tdx-

2£f I т-.crV «£r£8ffi rn{tVn)) r, 
ft=0 ft=0 

где С совпадает с константой (3.5). Утверждение леммы полу-
чается, если рассмотреть полином ТАх — ) вместо Тп(х). 

Выведем еще одно неравенство из результатов §§ 1 и 3, кото­
рое, однако, можно получить и исходя из оценки (2.1) (см. [7]). 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть 0 < р < 1. Тогда при 8 < а/я, где 
а, < со — некоторая постоянная, справедлива оценка 

<•$(«. Тп)<Ср,ьЦТ'п\\р, (3.8) 

2л 

*(S, Tn)^ sup l\\Tn{x + h)-Tn{x)\"dx\p 
0<ft<o \« / 

•модуль непрерывности в Lp(0, 2к). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, из (1.7) имеем 
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2-гс 2л x+h 

тп(х + h) - тп(х) \рdx = J | J г; (о л г Ле < 
О 0 .г 

x + h 
2те2 л--1 

<J Е | г ' ( * 
О ft=0 

« « - # "О 
sin 

л sin 

2* /лг+Л 

t-tff'1») 

2/---1 \ ^ 

of/ I aU = 

2 п - 1 

5]|г.(/г* :^ 1^. 

*=о 
О \х 

s in-
л£ 

л sin — 
2 

2r—1 ', /> 

dt I oOc. 

Фиксируем r=r{p) так, чтобы (2r—1)/>>1. Тогда легко убе­
диться в том, что величина 

Ср, а = sup 
л, я < 

я£ 
s i n • 

* 
л sin 

2 г - 1 \ Р 

dt I dx 

О \лг 

конечна, т. е. Ср,«< оо. В самом деле, имеем 

2* / х + л ^ 
s i n -

О \ л 

< 
л sin 

л - 1 

sin — 
2 _ 

л sin — 
2 

2/--1 \ Р 

dt \ dx < 

max 
*<л)<лс*(я) ,+л 

У 7 + 1 /=о 

nt 
sin-— 

2 

л sin • 

Jn) 
(2r-l)p\ ' 7+1 x+h 

dt] dx< 

<c« 1 

; = 1 

2ir/^> 

( 2 / ) ( 2 ' - - I ) P я 
<a **"-

2гл 

Учитывая все это, согласно (3.4) имеем 
2* 2 ' л - 1 

т„ (x + h ) - тп (х) \р dx < ср
р, л р ^ - У] I К ($ ~"'г)) \р < 

2 п *=о 

' \\('2 ") \Р <Ср,Лр{({Т1г))Р
1П)}р<Ср

Р,Лр\\Т, \\р 

п\\р-
3.9) 

Остается перейти к sup при 0 < h < В. 
З а м е ч а н и е 3.2. Отметим, что Ср, а > 1 . В этом можно убе­

диться, если рассмотреть Тп (х) = cos nx. 
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С л е д с т в и е 2. В условиях предложения 2 имеет место 
оценка 

<•>;*(§, Tn)<(Cp.bbf\f*%, A = l , 2, ..., (ЗЛО) 
где coj, й (S, Tn)= sup || Д* 7"„ ||. — модуль гладкости k-го порядка в L . 

0<ft<5 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Оно сводится к последовательному при­

менению (3.9). 
В заключение мы без доказательства приведем обратную тео­

рему для тригонометрического наилучшего приближения в Lp, 
0 < / > < 1 . При 1</><оо имеется результат М. Ф. Тимана, изло­
женный в [1]. Сформулируем его: если Еп = Е%,р (/, Т) = Inf \\f— Tjp— 

п 
наилучшее тригонометрическое приближение п-го порядка для 
функции f(x)(^Lp(0, 2тс), то при 1 < / ? < с о , п = 0, 1,... справедлива 
оценка 

v=0 

В случае 0 < р < 1 справедлива следующая 
Т е о р е м а 2. Пусть 0 < р < 1 к функция f(x)£Lp(Q, 2u). 

Гогда /г/?и я = 0, 1, 2,... 

•*'(d-i-/)<(^V(.S('+1)'""eF- (ЗП) 

Доказательство этой теоремы опирается на (2.2) и (ЗЛО) и сле­
дует схеме, предложенной в [1]. В случае k = \ его можно 
найти в [7\. 
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