
В. А . Б ы к о в с к и й 

Ф О Р М У Л А С Л Е Д А Д Л Я С К А Л Я Р Н О Г О 

П Р О И З В Е Д Е Н И Я Р Я Д О В 

Г Е К К Е И Е Е П Р И Л О Ж Е Н И Я 

В В Е Д Е Н И Е 

П у с т ь f(z) - новая голоморфная параболическая ,форма веса 2Аг, 
автоморфная о т н о с и т е л ь н о конгруэнц подгруппы To(iVi) с Фурье-
разложением 

оо 

f(z) = ^ A / ( n ) n f c - 1 / 2 e x p ( 2 7 r m z ) , 
n = l 

где для (п) N\) — 1 числа А / ( п ) с о в п а д а ю т с собственными значе­
ниями о п е р а т о р о в Гекке при их действии на / . Лелинь ( с м . [1, 2]) 
доказал гипотезу Рамануджана-Петерсона , согласно к о т о р о й 

\Xf(n)\ ^ т ( п ) , 

где т ( п ) - ч и с л о делителей натурального п. Для примитивного 
х а р а к т е р а Д и р и х л е x ( m o d А^г) ряд Гекке / , скрученный с х , опре­
деляется р а в е н с т в о м (1 < Res < с о ) 

« У м = 
п = 1 

Функция 7i^\s) п р о д о л ж а е т с я г о л о м о р ф н о на в с ю п л о с к о с т ь 
комплексного переменного s. О с о б ы й интерес вызывает ее поведе­
ние на к р и т и ч е с к о й прямой s = 1/2 + й, i G 1 . С п о м о щ ь ю функ­
ционального уравнения и принципа Фрагмена-Линделефа сравни­
тельно п р о с т о доказывается оценка 

W y ( l / 2 + ft)<iitiWl.(l + | < | ) 1 / 2 + f ^ 2

1 / 2 + f , ( 0 . 1 ) 

Уб > 0. В р а б о т е [3] впервые было получено улучшение (0 .1 ) по 
N2 в виде 

Tif (1/2 +it) < l i k t N l (1 + \t\)2Nl

2

/2~1/22+c. ( 0 .2 ) 

Ранее п о д о б н о г о р о д а результат был доказан в [4] для квадратич­
ного характера \ . Правда , в м е с т о 1/22 там фигурировало с у щ е ­
ственно меньшее ч и с л о . 

14 
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В настоящей р а б о т е доказывается формула следа ( т е о р е м а 1 ) , 
в к о т о р о й средние вида (2 $ < с о ) 

Г ( 2 * - 1 ) V А ^ У * У ~ \уЫ(*п\ 

( с у м м и р о в а н и е ведется по нормализованному ортогональному ба­
зису ) в ы р а ж а ю т с я через н е к о т о р ы е арифметические средние на 
группе i~b(jVi). С ее п о м о щ ь ю м ы доказываем с л е д у ю щ у ю оценку 
( т е о р е м а 2) 

£fHl?(1/2 + it) < t i t i W (1 + \t\Y'^N3

2

/8+s, (0 .3 ) 

где / = 0 , 1 , 2 , . . . . Э т о т результат улучшает (0 .1) и ( 0 . 2 ) . 
В р а б о т а х [5, 6] было доказано , что квадраты коэффициентов 

Фурье параболических форм полуцелого веса к-{-1/2 в ы р а ж а ю т с я 
через значения 7i^x\s) в точке s ~ 1/2 с квадратичным характером 
X ( с м . также р а б о т ы [ 7 , 8 , 9 ] ) . Если н о в у ю п а р а б о л и ч е с к у ю форму 
д в е с а к+ 1/2, а в т о м о р ф н у ю относительно Го(4М\), записать в виде 

схз 

g(z) = c(n)nk^~^4exp(27rinz), 
n = l 

то из (0 .3 ) п о л у ч а е м с л е д у ю щ у ю оценку 

c(n)<tik,Nl п 1 ' ^ 1 ^ . 

Э т о неравенство у л у ч ш а е т давно известный результат с 1/4 -f £ 
в показателе (непосредственно с л е д у ю щ и й из оценок с у м м К л о с -
термана-Салье ) и недавний результат Иванца из [10] 

с(п) п 1 / 4 - 1 / 2 8 ^ . 

В связи с последними публикациями, относящимися к гипотезе 
Б е р ч а и С в и н н е р т о н а - Л а й е р а , интерес представляют и оценки 
производных H^\s) в точке s = 1/2 ( с м . [11, 7, 8 ] ) . 

О т м е т и м , ч т о оценку (0 .3 ) м о ж н о получить и для рядов Гекке, 
о т в е ч а ю щ и х формам М а а с с а , о б о б щ и в с о о т в е т с т в у ю щ у ю ф о р м у ­
лу следа из [12]. 

О б р а т и м также внимание на т о , ч т о (0 .3) при / = 0 с о о т в е т с т в у ­
ет оценке Х и с - Б р а у н а из [13] 

g > ^ < , ( l + . | t | ) l / 4 + . J V 3 / " + ' 
1 П 

п = 1 
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в т о ч к е s = 1/2 + И для о б ы ч н ы х рядов Дирихле . 
А в т о р благодарен А . И. В и н о г р а д о в у и Н. В. Кузнецову за 

внимание и поддержку. 

§ 1. С В О Й С Т В А НЕКОТОРЫХ АРИФМЕТИЧЕСКИХ С У М М 

П у с т ь g Е N, га Е Z . П о л о ж и м 

1 ^ - ^ / , гаа \ Г 1, если га = O(modg), 
h(m) = l- ]Г exp fci™) = { 

x g / I 0, если га = O(modo) . 
a(modg) 4 ' 

Д л я л ю б ы х m b ra2, m 3 E Z определим с у м м у 

5 ( r a i , ra2j ra3; g) = У"У <Sg(ab + ra3) exp Г2тгг^—i-H^j = 
a,6(modg) ^ 

1 v-^ / Л .абс -f raia -f ra26 -f ra3c\ 
= - ^ exp I 2™ J. 

4 a,b,c(modq) 4 f / 

Значение 5 ( ra i , m 2 , ra3; g) не меняется при л ю б о й перестановке чи­
сел т ь га2, га3. В случае га3 = — 1 получаем 

5 ( m b r a 2 , - l ; g ) = 5 ( r a i , r a 2 ; g ) = 2^ exp I 2тгг I 
a(modg) 

- о б ы ч н у ю с у м м у Клостермана . При э т о м суммирование ведется 
по в с е м a ( m o d g ) , для к о т о р ы х (a, g) = 1 и a ( m o d q) определя­
ется из сравнения аа = 1( mod q). С л е д у ю щ а я лемма, принадле­
жащая Х и с - Б р а у н у ( с м . [14]), и грает важную роль в настоящей 
р а б о т е . 

Л е м м а 1. Пусть m i , га2 Е Z , d, q G N. Тогда 

5 ( r a l 5 r a 2 , - c f ; g ) = ] Р dlS(m1d/d2

1,m2] q/d). 

<*l|(?>mL<*) 

П у с т ь x(modiV) - примитивный характер Дирихле . Х о р о ш о 
известно ( с м . [15]) , ч т о Vra G Z 

a(modN) 

где 

Е X ( a ) e x p / 2 W ^ = e(x)x(m)V37 , ( 1 .1 ) 

a(modiV) 
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- с у м м а Г а у с с а для Х- Х о р о ш о известно , что 

|е(х)| = 1 и е(х) = ХЫШ • 
П у с т ь 

Г = { д = ( т > ПЛ 

{ \Пг 7712 ) 

m i , m 2 , n i , n 2 Е 7L 
} • 

(1.2) 

а для cf 6 Z 

mi п 2 

т 2 6 Г det д = d; n x = O(modiV) > . 

Д л я л ю б о й матрицы # £ Г, заданной в виде (1.2), положим 

Ф х($0 = " 53 ^ ( m i + п ха)х(т 2 + n 2 a ) . 
a(modN) 

Л е м м а 2» Пусть q,N £ N, d, m i , m 2 £ Z , причем q = 0 ( m o d i V ) ; 

(d, TV) = 1, a % - примитивный характер Дирихле с периодом N. 
Тогда 

61,b2(modg) 

где 

J2 S(bub2j~d;q)X(b1)x(b2)exp ^2тгг 

2 / 

= ^ < W ( W l m 2 - d ) * X f 

m i m 2 — d 

.mi6i -f- m 2 6 2 

mi n 2 

ni m 2 

ni = - , n 2 

(1 .3 ) 

Доказательство . С п о м о щ ь ю (1.1) находим 

х ^ е х р (2ж{—) = 

= £ Х ( * ) е х р ( 2 « ^ ) £ е х р ( 2 « ^ ) = 

Выделяя с у м м и р о в а н и я по 6i и 6 2 , с п о м о щ ь ю э т о г о равенства 
п р е о б р а з у е м и н т е р е с у ю щ у ю нас с у м м у к виду 

X t - 1 ) ^ £ V N ( ^ i ^ i ) ^ ( m 2 4 < i 2 ) x ( ! ! | ^ ) x ( ! ! ^ i ) -
a 1 a 2 = d( modg) 

2 Заказ 227 
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Из сравнений^ 

mi Н- = 0 ( m o d q/Щ) га2 + а2 = 0(raodig/iV) 

следует , ч т о 

ах = -mi + ci g/7V, a 2 . .= - m 2 -f c 2 g /N, (1 .4 ) 

где ci и c 2 п р о б е г а ю т к л а с с ы ) вычетов) no roodiV. Далее , ввиду 
условия (d, TV) i = 1 сравнение a i a 2 = cf(modg) для ai и a 2 из (1 .4 ) 
эквивалентно с и с т е м е 

Г т\гп2 = d(mod q/N), 
\ n 2 — m i c 2 — m 2 e i + ^ i c i c 2 = O ( m o d i V ) . 

С л е д о в а т е л ь н о , с у м м а из леммыi2 совпадает с выражением 

х(~1)-д^ Sq/N(mim2--d) ^ x ( ^ i ) x ( ^ 2 ) ^ i v ( n 2 - - m i c 2 - m 2 c i + n i c i c 2 ) . 
cj ,c2(modiV) 

Х о р о ш о известно ( с м . [15]) , ч т о для л ю б о г о N\ \ N с I ^ N\ < N 
и Vao Е Ъ 

Y.' X(a) = 0 . 
a(modiV) 

a=a 0(modNi) 

С л е д о в а т е л ь н о , в предыдущей с у м м е можно выделить внешнее 
с у м м и р о в а н и е по c i ( m o d N), предполагая, ч т о 

(mi — n i c i , N) — 1. 

П о э т о м у во внутреннем суммировании c2(modN) определяется 
однозначно из сравнения 

c 2 ( m i — n i c i ) = п 2 — m 2 c i ( m o d N). 

И с п о л ь з у я замену сх = —а, п о л у ч и м п р а в у ю часть доказываемого 
т о ж д е с т в а . Л е м м а 2 п о л н о с т ь ю доказана. 

Из ре зультатов А . В е й л я [16] ( с м . также [17]) о числе точек кри­
вой над конечным полем в ы т е к а ю т с л е д у ю щ и е две оценки (леммы 
3 и 4 ) , п о д р о б н ы е детали доказательств кот орых см . в [14, 13] для 
леммы 3 и в [18] для леммы 4. 

Л е м м а 3 . Пусть q Е N, d) тх, т2 Е 7L. Тогда 

| S(mx, m 2 , d] q) j <C r2{q)ql^{mlm2r g ) 1 ' 2 . 

Л е м м а 4 . Пусть TV E N, mx, m 2 , ni , n2 E Ъ и x ( m o d i V ) - прими­
тивный характер. Тогда Уе > О 

\ ^1 ^ 2 / 
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§ 2. ОБОБЩЕННЫЕ ДЗЕТА-ФУНКЦИИ И ИХ С В О Й С Т В А 

О б о б щ е н н ы е дзета-функции для s £ С, а £ R, при 1 < Re s < со 
о п р е д е л я ю т с я а б с о л ю т н о сходящимися рядами: 

п£Е;п + а>0 
со 

• •= 5 3 ехр(2тгшп). 
п = 1 

Д л я а £ Ъ C(a)(s) и C ^ ( s ) с о в п а д а ю т с о б ы ч н о й дзета-функцией 
Римана 

w 1 

Х о р о ш о известно ( с м . [19]) , ч т о 

п = 1 

C)W=C(a)W 1 

и ((a\s) для а ^ 7L п р о д о л ж а ю т с я г о л о м о р ф н о по s на в с ю плос­
кость комплексного переменного . При э т о м Vs £ С 

C ( a )( S) = ( 2 ^ ) ' - 1 r ( l - i ) ( - i e x p ^ ^ ( « ) ( 1 _ 8 ) + 

+ i e x p ' ( - ^ ) c < - e ? ( l - . ) ) . 

(2 .1 ) 

Лемма 5. Пусть а Е Ш и 6 - любое положительное число. Тогда 
для 2 <̂  Т < со : 

а) при 1/2 6 < <т < с о 

т 

- Т 

+ I2 * < ^ Т ; 

б ) при сг = 1/2 

т 

/ 1Ч«) 
- т 

С?а)(^ + « ) | 2 c f t < T l o g T ; 

в) при 1/6 < а < 1/2 - 5 

т 

/ 
- т 
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Д о к а з а т е л ь с т в о э т о й леммы для а = 0 ( случай о б ы ч н о й дзета-
функции Римана) с м . в [22] . С л у ч а й произвольного а р а с с м а т р и ­
вается т о ч н о так ж е . 

П у с т ь x ( m ° d A 0 - произвольный характер Дирихле , опреде­
ленный на м н о ж е с т в е целых чисел , а 

со 

£ ( x ) ( s ) = £ x ( n ) n - > 

П = 1 

- ряд Д и р и х л е для Если х ~ главный характер , то 

p\N 4 ^ 7 

где произведение б е р е т с я по всем п р о с т ы м делителям N. Для не­
главного х а р а к т е р а х Р-ЯД Дирихле с п о л о с ы а б с о л ю т н о й с х о д и ­
м о с т и (1 < Re 5 < с о ) продолжается г о л о м о р ф н о на в с ю плос ­
к о с т ь комплексного переменного , при э т о м в случае примитивного 
X имеет м е с т о функциональное уравнение ( с м . [15]) 

£<*>(s) = 

= e(X)N^-<r(l~s)(-iexp ^ + X ( - I ) i e x p ( - ^ ^ £ ( Я ( 1 - в ) . 

П о л о ж и м для л ю б о г о натурального п : 

тДп) = г 1 _ 3 ( п ) = Y, ( » i / » 2 ) ' - 1 / 2 ; 

тЫ(п) = т™(п)= х(п1)Ж)(щ/па)'- 1 / 2-
П1Пз=П 

П у с т ь d, g € И, t t , u 6 C . Определим а б с о л ю т н о сходящийся для 

1 < Re (s /2 + tc ± (v - 1/2)) < со 
ряд 

A^(u,v]S) = S(bub2^d]q)X(bl)^(b2)x 
bi)b2(modq) (2 .2 ) 

*<(bi/«) (* /2 + ti + 1/2 - v)C(b a/,)(s/2 + ti + i; - 1/2). 

Э т о т ряд п р о д о л ж а е т с я г о л о м о р ф н о на в с ю п л о с к о с т ь комплексно­
го переменного за возможным исключением двух п о л ю с о в первого 
порядка в точках 

wx/2 + и + 1/2 - v = 1, гу 2 /2 + и + v - 1/2 = 1. (2 .3 ) 

Для f(s) с п о л ю с о м п е р в о г о порядка в точке s = гу по определению 
Resu, ( / ) - в ы ч е т функции / в точке w. 
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Л е м м а 6. Пусть d, q) N £ N, q = 0 ( m o d N ) , x ( m o c ^ ) ~ прими­
тивный характер. Тогда для любых u}v £ С, v ф 1/2, 

ResWl(A^\u,v)) = x(d)e2(X)q2N2v-1C^\2v)6q/N(d), 

ResW2(A^(u,v)) = X{d)e2{x)q2Nl-2vC^\2 - 2v)6q/N(d), 

где w\ и w2 определяются из (2.3). 

Доказательство. В т о р о е т о ж д е с т в о леммы 6 получается из пер­
в о г о при замене v — * I — v. П о э т о м у д о с т а т о ч н о доказать только 
первое . М ы р а с с м о т р и м случай 1/2 < Re v < оо . Для остальных 
значений v нужное т о ж д е с т в о п о л у ч а е т с я путем аналитического 
продолжения по v. 

С п о м о щ ь ю ( 1 . 3 ) находим 

£ 5 ( b 1 , b 2 , - d ; q ) x ( b a ) ^ ) C ( 6 2 / g ) ( 2 v ) = 

bi ,b2( modqr) 
= q Z ^ i ^ T 2 ^ 6ч(ага2-<1) exp ( 2тп — » J X ( 6 1 ) = 

m=l m ai ,a2,b1(modg) ^ 
= - M * ^ £ M - ^ - ^ W ^ X ^ ) exp ( ^ - f . ) . v m=l ai ,a2(mod<7) 
В н у т р е н н ю ю с у м м у no ai , a2 можно записать в с л е д у ю щ е м виде: 

53 М ~ ^ ) x ( c i ) e x p f 2 7 r i ^ J = ci(modN) a2(mod<j) 4 ' \ Ч / 
= jj^q/N(d)Sq/N(m) J2 6 м ( с г с 2 - 7 ^ v ) ^ ( c i ) e X p ( 2 ™ ~ ~ J F * ) = cx ,c2(modN) 

( — d m 

= ^ * . / * W « . / * M v ^ . ( x ) x ( ^ ) x ( ^ ) . 

Следовательно , 

R e s u , , ( y l ( ; ' ) ( « , V ) ) = 

= W<0 £2(X) x (d ) g2 N2v-4^\2v). 

Л е м м а 6 п о л н о с т ь ю доказана. 
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П о л о ж и м 

Л е м м а 7. Пусть d, q, N £ N, x ( n iod iV") - произвольный характер, 
uyv £ С, Re v = 1/2, v ф 1/2, 2 ^ T < oo, 6 - любое положительное 
число. Тогда Ve > 0 : 

а) при 1/2 -f 8 < а/2 -j- Re ti < со 

т 

Я*\и,ь;(т-+Щ] dt д 5 / 2 + г л / г а ^ ; 

- т 

б ) при <т/2 + Re и = 1/2 

т 

- Т 

в) при 1/6 < а/2 -f Re ti < 1/2 - 6 

т 
J \&*>(u,v;<r + it)\ dt < м , „ , „ ^ / ^ V ^ T 1 ^ " 2 1 1 ^ . 

- T 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 7 д о с т а т о ч н о п р о с т о е . Нужно оценить 
в с е слагаемые в ( 2 . 2 ) по м о д у л ю и в о с п о л ь з о в а т ь с я леммами 3 и 
5. 

Д л я характера x ( m ° d i V ) , m £ ' Z H t i £ C c l < R e t i < o o п о л о ­
жим 

(2 .4 ) 

Л е м м а 8* Пусть x(niod7V) - примитивный характер, т £ Z. Тогда 
М m (̂ti) продолжается голоморфно по и на всю плоскость комплекс­
ного переменного, за исключением точки и = 1, и 

R e s W l ( Л у (ti, г>)) R e s i y 2 (Ay (ti, v)) 

s — tx;i s — u>o 

/ 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, ч т о Vn £ Z 

b(modN) a(modN) ^ ' 

a(modN) b(modiV) ^ 7 

a(modiV) ^ ^ 

e (x ) \ / iVx(n ) ^ - 2тп^р J = 
a(modiV) 

= X(m) I х(п) | ; Ж 

Далее , для 1 < Re и < оо 

6(modiV) a(modJV) n£S 
6+n7V>0 

lL ( 12* x(rn + ba^((b/N)(2u-l). Д г 1 - 2 « 

b(modiV) 4 a(modiV) 

С л е д о в а т е л ь н о , M m (w) п р о д о л ж а е т с я г о л о м о р ф н о по и на в с ю 
п л о с к о с т ь комплексного переменного, за исключением точки и — 1. 
Применяя функциональное уравнение ( 2 . 1 ) , для — оо < Re и < 1/2 
с п о м о щ ь ю (2.5) находим 

М ( * } Н = Кг-2и J2 YT + b a ) ( - t ) ( 2 * ) 2 - t t - 2 r ( 2 - 2и)х 
6(modiSr) a(modiV) 

X [ e x p | 2 ^ Z 2 ) ) C ( b W ( 2 _ 2 u ) _ e x p ( - " ^ - ^ ( - b W ^ _ 2 „) 

= - 2 i V 2 - 2 u x 7 ^ c o s ( ™ ) ( 2 * ) 2 u - 2 r ( 2 - 2 « ) П ( l - ^ : ) C ( 2 - 2 « ) . 

Теперь о с т а л о с ь только в о с п о л ь з о в а т ь с я т о ж д е с т в о м 

Г(8)Г^-з) = - ^ - . (2.6) 
Sin 7Г5 

Л е м м а 8 доказана. 

§ 3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
С П Е Ц И А Л Ь Н Ы Х Ф У Н К Ц И Й И И Х О Ц Е Н К И 

Д л я н а т у р а л ь н о г о к 

Jn-iiv) = ^ Г{гги+1)Г(т + 2к) \2) 
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- обычная функция Б е с с е л я . Х о р о ш о известно, что 

< . 1 / 2 (3 .1 ) 

L у i / z для 1 < y < с о . 

Нам п о н а д о б и т с я интегральное представление Меллина-Барнса 

т 1 / Н ^ - 1 / 2 + /̂2) Г2У̂  
J 2 i - l ( 3 / ) = 4^7 J Г(к + 1/2-s/2){y) d 8 ' ( 3 ' 2 ) 

R e s = 5 
где -2Ar + 1 < 6 < 0. Так как для 0 < <т\ < а < сг 2 < с о , £ £ М, 

| / > + « ) ( 1 + 11 I f - ^ e x p ( - iHl) , (з .З) 

то для s = 6 + it в ( 3 . 2 ) 

Г(к-1/2+ s/2) ^ Г о 4 ч 

Э т а оценка о б е с п е ч и в а е т а б с о л ю т н у ю с х о д и м о с т ь интеграла в 
( 3 . 2 ) . 

П о л о ж и м 

и для 0 Ь 0 2 е { - 1 , 1 } 

- exp ^£i£ 4. тгш^ для 0 < 01 < с о , 0 < 02 < с о ; 

гехр(—7иг>) для 0 < 0\ < с о , —со < 0 2 < 0; (3 .6 ) 

—гехр(тпи) для — со < #i < 0, 0 < 0 2 < с о ; 

- exp ^ - ^ - iciuj для - со < 01 < 0, - с о < 0 2 < 0 . 

Определим для 0 < х < с о функции 

Q < ' j ; ^ ( * ; * ) = ^ / ^ ; * а ) ( « ) ^ . в ( * ; * ) * - / 2 ^ - (3-7) 
Re 5=5 

Если 

Rev = 1/2, 1/2 < Re ti < lb+ 1/2, -2k + К 8 < 2 - 2 Re и , (3 .8 ) 
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то для 5 = 5 + it, t € М, 0 . < | Im и \ + | Im v |^ U , 

Я ( Э Д а ) (*) ГиАк; s) < м , с / ( 1 + | * | Г 2 Е € и . (3 .9 ) 

Следовательно , интеграл (3 .7) определяет г о л о м о р ф н у ю по u,v и 
вещественно-аналитическую по х функцию для значений параме­
т р о в , у д о в л е т в о р я ю щ и х ( 3 . 8 ) . Используя интегральное предста ­
вление Б а р н с а 

SCO 
Г(а)Г(Ь) т ? / j \ 1 / r{a + s)r(b + s)r(~-s) S J 

—у,vVl2Fi (a ,b;c; -g) = — / г ^ . . ч x d s 

Г(с) 2тп J 1 (c+ s) 
—too 

для г и п е р г е о м е т р и ч е с к о й функции Г а у с с а 

при 0 < х < со п о л у ч и м 

Q{lu7vl)(k'^x) = 2texp(-7rfv)ti; t l | V(*;a?), (ЗЛО) 

Q ( - ^ 1 } ( f c ; x ) = -2 iexp(7Ti i ; ) t i ; t i ) t ; ( l r ;x ) , (3 .11) 

где 

" " • " l * ' * ' - F(2ib) X (3 .12) 

X 2 F i ( H v - w , H l - t ; » i i ; 2 l : ; —x). 

Теперь вычислим интеграл (3 .7) для 6\ = в2- Сначала р а с с м о ­
т р и м с л у ч а й 0 < х < 1. Б у д е м двигать п р я м у ю интегрирования 
влево , в —со. При э т о м м ы пройдем п о л ю с ы первого порядка 
Г (к + s/2 - 1/2) в точках 

+ ^ / 2 - 1 / 2 = - / 

с в ы ч е т а м и 2(—1) ' /" Для / = 0 ,1, 2 , . . . . В результате получаем 

<?W*; = 2 ( - 1 ) * exp + тг,̂ ) х 
^ T ( f c + t ; - t x + / ) r ( f c + l - t ; - « + /) fc_1/2+, 

X Z . Г (1 + / ) Г ( 2 * + /). 

х 2F\(k-\-v-~u) к + \ — у — и\2к\х). (3 .13) 
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В с л у ч а е 1 < х < оо двигаем п р я м у ю интегрирования вправо, в 
- f с о . При э т о м м ы пройдем п о л ю с ы 

F(l - s/2 - и + v - 1/2) Г(1 - s/2 - и + 1/2 - v) 

штгочках 

1 - w\/2-u + v - 1/2 = - / , 1 - iu{'/2 - г/ + 1/2 - v = -/ 

с / = 0 , 1 , 2 , . . . . В результате для v ф 1/2 находим 

( 7гг# \ / j \ l -w+v-l /2 

Е 
Г (к + v - u + I) Г(1 - 2v - I) / 1 

0 U 
l-u+l/2-v 

( = о Д 1 Н - 0 Г ( А - « + и - 0 \х 

^ Г(к + 1 - у - и + 1) Г(2У - 1 - 1 ) ( Г \ " 

Х ыо Г ^ + 0 + « + « - 1 ~ 0 W ' 

С п о м о щ ь ю ( 2 . 6 ) окончательно находим 

„ v , ч „/ , , l /7Ti'0 . „ \ sin(7rt> —7ги) 
Q ^ ) ( t ; x ) = 2 ( - l ) * e x p x 

Г ( ) Ь + т ; - ц ) Г ( 1 - 1 Ь - И ; - ц ) / 1 \ 1 - u + w " 1 / 2 

ад w 

x ; 2 F i (k+v-u, l - j f c + v - i z ; 2 т;; - 2 ( - l ) * exp (^ — -TtiOv^x (3 .14) 

sin(7ri; + тш) t/T(A + 1 — .v — и)Г(1 — к + 1 — у — и) 
X sin 2тги r ( 2 - 2 v ) ~ X 

xf - J • 2 F i f ifc + l - v - u , l - i + l - v - t i ; ' 2 - 2 t j ; -

Из а с и м п т о т и ч е с к и х разложений для производной логарифма 
гамм а-функции (см . [20 ] ) следует неравенство (/ = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

^П<т+И) « U l , „ 2 (l + | * i r - 1 ^ ( l o g ( 2 + | t | ) ) ' exp (-Щ , (3 .15) 
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где 0 < <т\ < а < <т2 < оо , t 6 Ш. Оценивая с его п о м о щ ь ю подынте­
гральное выражение в (3 .7 ) для , t2 £ М, 

w = a + _ + 2 _ _ _ 5 ( З Л б ) 

с 1 / 2 < а < Н 1/2, получим оценку ( / i , / 2 = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

<*,«A»i ,b ( 1 + I *i | ) - a - i / 2 b g ' ' ( 2 + | <г | ) ( 1 + | f2 | ) - « - г / 2 х ( 3 ' l i 7 ) 

x l o g ' 2 ( 2 + | < 2 \)х-"г. 

В ы ч и с л и м значение Q^UTL\K\X) при х = 1. В с о о т в е т с т в и и с фор­
м у л о й Г а у с с а 

И я ft.r..,4_ Г ( с ) Д с - а - б ) 
^ 1 ( « . * . « . 1 ) - г ( ^ _ а ) г ( с _ 6 ) 

из (3 .13 ) находим 

Q < # > ( i ; 1) = - 2 ( - l ) f c exp + тгЮи) х 

Г(А + v - ti) Г ( * + 1 - v - ti) Г(2г; - 1) 
(3.18) 

Г(к + и - v) Г(к + и + v - I) 

§ 4. О Б О Б Щ Е Н И Е Ф О Р М У Л Ы СЛЕДА д л я К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В 

Ф У Р Ь Е Г О Л О М О Р Ф Н Ы Х П А Р А Б О Л И Ч Е С К И Х Ф О Р М 

П у с т ь к - натуральное ч и с л о . О б о з н а ч и м через H2k(N) э р м и ­
т о в о п р о с т р а н с т в о голоморфных параболических форм / веса 2к, 
к о т о р ы е инвариантны относительно действия 

f(z)*-^(cz + d)
 2kfl 

группы ro(N) = r^\N). Э р м и т о в о произведение форм fi, /2 £ 
H2k{N) в ы ч и с л я е т с я по формуле 

( / ь / 2 > = / / / , ( « f c ^ . 
Го(ДГ)\Ж 

О б о з н а ч и м через 02k(N) н а б о р параболических форм, с о с т а в л я ю ­
щих нормализованный ортогональный базис в H2k(N). Нормали-
зованность , / Е 02k(N) означает, ч т о 

со 

f{z) = Y^^f{n)nk-1/2exp{2mnz) 
n = l 
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и для л ю б о г о н а т у р а л ь н о г о п с (n, JV) = 1 

- ' - ' * Е ч* Е t № £ = ) = 
тп2—п m(modn 2) 

= ( T 2 f c ( n ) o / ) ( z ) = A / ( n ) / ( z ) , 

где A / ( n ) G 1 - с о б с т в е н н ы е значения операторов Гекке Т2к(п). 
С л е д с т в и е м с о о т н о ш е н и й мультипликативности о п е р а т о р о в Гекке 
является т о ж д е с т в о 

м»ом«)= Е л/(т?)' ( 4 Л ) 

d|(n,m) 4 7 

с п р а в е д л и в о е для л ю б ы х ra,n£flc(n,JV) = l . 
Х о р о ш о известно с л е д у ю щ е е т о ж д е с т в о (см. [21] ) 

Г(2Аг — 1) ^ A / ( m 1 ) A / ( m 2 ) _ 

(4 .2 ) 

g = 0 ( m o d i V ) 

( " ф о р м у л а следа" для коэффициентов Фурье параболических 
ф о р м ) . З д е с ь m i , m 2 € N, 5 m i ) f n 2 - символ Кронекера, a J2k-i(y) ~ 
функция Б е с с е л я п е р в о г о р о д а . М ы о б о б щ и м (4 .2 ) в с л е д у ю щ е м 
виде . 

Л е м м а 9. Пусть d, N, m i , m 2 G N, (d, N) ~ l. Тогда 

Г ( 2 * - 1) A / ( m i ) A / ( m 2 ) W / I x V 4 л . 

+ 2 * < - l ) E - J 2 i-4 5 J ' 
9 = 0(modN) 

Доказательство. С п о м о щ ь ю леммы 1 запишем п р а в у ю часть д о ­
казываемого т о ж д е с т в а в виде 

V 4 S(mid/dl1m2;q/di) ^ ^ / \^ \J {m x d jd \ )m 2 

g = 0 ( m o d i V ) 
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Применяя к внутренним слагаемым т о ж д е с т в о (4.2), получим вы­
ражение 

к о т о р о е п р е о б р а з у е т с я к нужному виду с п о м о щ ь ю (4.1). Л е м м а 
9 доказана. 

§ 5. ФОРМУЛА СЛЕДА д л я СКАЛЯРНОГО 

ПРОИЗВЕДЕНИЯ РЯДОВ ГЕККЕ 

В дальнейшем предполагается , ч т о N\,N2 Е N, N = N\N2, 
(N\, N2) = 1 и x ( m o d JV2) - примитивный характер . Для 1 < Re 5 < оо 
ряды Гекке ф о р м ы / Е 02k{Ni), скрученные с х 5 о п р е д е л я ю т с я 
равенствами: 

оо 
< W = E x ( n ) A ; ( n ) n - ' ; 

П = 1 

ОО 
W * / ^ ) = £ * ( « ) * / ( « ) « " • 

п = 1 
Функции 7i^x\s) и T?f\s) п р о д о л ж а ю т с я голоморфно на в с ю плос ­
кость комплексного переменного ( с м . [22]) и если / - новая форма, 
то 

{yfN~iN2/2it)sr{s + к - l/2)H{f{s) = (5.1) 

= ^ / ( ^ l ) ' x ( i V i ) e 2 ( x ) ( V ^ ^ 2 / 2 7 r ) 1 " 5 r ( l - « + * - l / 2 ) K ( f ( l - * ) . 

З д е с ь fij £ { —1,1} - с о б с т в е н н о е значение инволюции Фрикке 

/ — * ( л ^ 2 ) - * / ( - 1 / В Д -

У м н о ж и м о б е ч а с т и т о ж д е с т в а леммы 10 на 

X ( m i ) x ( w 2 ) / r a i V ~ ~ 1 / 2 

( m i m 2 ) u \ ш 2 / 

и п р о с у м м и р у е м по в с е м натуральным т\, т2. Для 2 ^ < 00 и 

Rev = 1/2, 1 4-1/4 < Re и < к - 1/2 , (5.2) 
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п о л у ч и м равенство 

Г(2к - 1) ^ ? ^ У ( Ц + 1 / 2 - ^ У ( ц + ^ - 1 / 2 ) л 

r4\d) 
( l ! - ^ r ) a 2 U ) H - 2 ^ - l ) * x (5 .3 ) 

d 

9 m . t ^ = i (™1™2)U V 9 J 
g=0(modiV) 

поскольку 

v - 1 / 2 

E x ( m i ) x ( m 2 ) / m i y ( я \ -

mi =0(moddj ) 

= i ( S * № № / , ) ( ^ r , ! ) J : 

, d 2 4 « - 1 / 2 

Оценка (3 .1 ) и лемма 5 г а р а н т и р у ю т а б с о л ю т н у ю с х о д и м о с т ь 
с у м м ы по g и m i , Ш 2 в правой ч а с т и (5 .3 ) для значений п а р а м е т р о в 
и и v, у д о в л е т в о р я ю щ и х у с л о в и ю ( 5 . 2 ) . При э т о м ряды 

W ( }P ( t i+ 1 / 2 - 1 ; ) , W ( f ( t x + u ~ l / 2 ) 

также а б с о л ю т н о с х о д я т с я . 
С п о м о щ ь ю интегрального представления М е л л и н а - Б а р н с а 

(3 .2 ) запишем с у м м у из правши ч а с т и (5 .3 ) в виде 

,(-1? Т 1 - 1 - / ffl~V2 + * / 2 ) x ( 5 4 ) 
1 ' frt q 2m J Г(к + 1 / 2 - s / 2 ) X ( 5 ' 4 ) 

q = 0(modN) R e 

E°° S ( r a b m 2 , - d ; g ) , т / m i V ' ^ V g 
- 4 ^ — Х Ш 2 — 7 — / , ds, 

(mim2)u \ m 2 / \2-KyJrnirri2d J mi ,rri2 = l 

где 
l - R e ^ < < 5 / 2 < - ! / 4 . (5 .5 ) 

file:///2-KyJrnirri2d
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Принимая во внимание оценку ( 3 . 4 ) , заключаем, что в (5 .4 ) с у м м ы 
и интеграл в с о в о к у п н о с т и а б с о л ю т н о сходятся , если выполнены 
условия (5 .2 ) и ( 5 . 5 ) . Заметим, ч т о внутриинтегральная с у м м а в 
(5 .4 ) совпадает с выражением 

{2^VD)~sq2uA^{u,v;s). ( 5 .6 ) 

Перенесем контур интегрирования в (5 .4) влево на п р я м у ю Re s = S 
с 

• - - * + l / 2 < « / 2 < - R e t i . (5 .7 ) 

При э т о м м ы пройдем п о л ю с ы первого порядка в точках s = w\, w2 

из ( 2 . 3 ) , а оценки леммы 7 о б е с п е ч и в а ю т а б с о л ю т н у ю с х о д и м о с т ь 
интегрирования по s и суммирования по q. С п о м о щ ь ю функцио­
нального уравнения (2 .1 ) и леммы 2 подынтегральное выражение 
в (5 .4 ) п р е о б р а з у е т с я к виду 

1 ( 2 7 Г ) 2 Ц ~ 2 n (и. ~\ V х ' " I т т . u + 5 / 2 - l , m 2 iv-1/2 V 

QZu ds'2
 m i 

^ mj ,7Ti2 = — oo 
x B ( m

u % m a ) W £ s(bub2,-di9)x(h)^)^p(^bimi+b2m2) = 
f b l v b 2 ( modq) ^ 4 J 

oo v-1/2 

N 2 \ q J 
2u-R2 

rri; ,m2 = - o o 

7П2 
771} 

X 

x # x ( 0 m i , ^ ^ *) f 7 — Ф , (5 .8 ) 
VI m i m 2 I / 

где с у м м и р о в а н и е ведется нею-всем целым m i , т2 € Z с m i m 2 ^ 0 и 

7 7 1 1 д / Я 2 

g/iV2 ^ 2 

Выделяя из с у м м ы (5 .8 ) слагаемые, для к о т о р ы х m i m 2 = cf, и 
принимая во внимание очевидное - т о ж д е с т в о 

/ m i - " Л = ф f » 4 « 2 

* т 2 у л \ ni т 2 

для (5 .8 ) п о л у ч а е м представление 

1 / 2 т г \ 2 и - 2 1 ^ F ^ F ^ Y ' 1 ' 2 

d l d 2 " d ( 5 .9 ) 

х £ * x ( d i + ^ J r U l v ( t ; * ) ( ^ ; i ) ( e ) + J E ? ( u ) ; - 1 ) ( * ) ) + 
a(modJV2) 
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1 / 2 т г \ 2 ц - 2 

+ 2ДГ2 V q ) 6q/N2(mlm2 - d)6n1,±q/N2

 х 

X \ m1m2 Г " 1 / 2 7722 
771] 

" " 1 / 2 Ф х Ы s ( - - ) { s ) r u „ ( , ; s ) ( _ l _ ) -
V I m l w 2 I V I m l m 2 I / 

s/2 

З д е с ь с у м м и р о в а н и е в е д е т с я по в с е м д Е Г^(М\)У для к о т о р ы х 
т\т2П\П2 ф 0. 

В о з в р а щ а я с ь к ( 5 . 3 ) , с п о м о щ ь ю лемм б и 8 и равенства (3 .18 ) 
п о л у ч а е м с л е д у ю щ е е т о ж д е с т в о 

Г ( 2 / с - 1) + 1 /2 - + v - 1 / 2 ) 

0 Г ( * ) ' 

P\N2 

Г(к + v - u ) Г(к + 1 - v - u ) 

Г(к -{• и — v) Г(к + v + и — 

( - 1 ) * ( 2 ^ 2 и ~ х 

+• 4W 2 ViV2 

( mi П2 

Г(к + v + и - 1) 

л/1 m i m 2 

(5.10) 

u - 1 / 2 v - 1 / 2 
Ш 1 Ш 2 

u - 1 / 2 v - 1 / 2 

П1П2 mi 

u - 1 / 2 

Q ( - ; > M 2 ) ( * ; 
m i m 2 

Принимая во внимание равенства ( 3 . 1 0 ) , ( 3 . 1 1 ) , ( 3 . 1 3 ) , ( 3 . 1 4 ) , с 
п о м о щ ь ю аналитического продолжения по ti распространяем э т о 
равенство на с л е д у ю щ и е значения параметров 

Rev = 1/2, 1/2 ^ Re и < к - 1/2. (5.11) 

При э т о м возникающие п о л ю с ы в первых четырех слагаемых пра­
вой ч а с т и (5 .10 ) взаимно п о г а ш а ю т с я . В конечном итоге м ы дока­
зали с л е д у ю щ у ю т е о р е м у . 

Теорема 1 . Пусть k,d,NuN2 G N, где 2 < к < оо, (Ni,N2) = 1, 
N = NiN2} (dy N) = 1, и x ( m o c l i V 2 ) ~ примитивный характер. То­
гда для любых u,v Е С, для которых выполнено (5.11) ; справедливо 
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тождество ( 5 .10 ) (формула следа для скалярного произведения ря­
дов Гекке). 

Замечание. Д л я N\ = JV2 = 1 т е о р е м а 1 впервые была доказана в 
[12] . 

§ б . ОЦЕНКА РЯДА ГЕККЕ НА КРИТИЧЕСКОЙ ПРЯМОЙ 

Теорема 2. Пусть k,Nu N2 € N, где 2 ^ k < o o ; (NUN2) = 1, 
I = 0 , 1 , 2 , . . . , t еШ, f £ 02k(Ni) - новая форма и x ( m o d i V 2 ) - при­
митивный характер. Тогда Ve > 0 

^ ( f ( l / 2 + й) < . ( 1 + 11 | ) 1 / 2 + £ < 8 + £ . 

Доказательство. Положим в т е о р е м е 1 

1 • , М-Ч 1 Лх+Ц 
и = - + е 1 + г - Т - , ^ - - . - j -

с 0 < е\ < 1/8, ^i ,<2 € Ш. Т о г д а левая часть (5 .10) приобретает 
вид 

Г(2к - 1) ^ П{х,\1/2 4- 6i + « i ) ? f f i ( l / 2 + 6i - i t 2 ) 

v ; heo2k(N) N ' 7 

Дифференцируя о б е части (5 .10 ) по ti ш t2 I раз и опираясь на 
лемму 4, с п о м о щ ь ю оценки (3 .17 ) при ti = t2 = t, 0 < €\ < 1/8, 
находим 

Afc(d) J ' 2 

ч ( М ) 
^ < г ) ( 1 / 2 + £ 1 + й ) 

i Vrf 
(6.1) 

При э т о м для 0 < х < 1 в (3 .17 ) полагаем S = —2fc + 2, а для 
1 < х < о о < 5 = 1 — £ ь 

П у с т ь М - н е к о т о р о е натуральное , 

7(d) ( < * = ! , . . . , М ) 

3 Заказ 227 
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- произвольный н а б о р комплексных чисел , для к о т о р ы х j(d) — О 
при (d"'--N) > 1 . С п о м о щ ь ю ( 6 . 1 ) п о л у ч а е м 

heo2K(N) 
(h,h) 

S м 
53-y(d)Afc(d) 

м 
Е - v ( * h № ) Е 

^ € 0 2 f c ( i V ) (Л, Л) 
^ ( 1 / 2 + 6! 

d|(d,,d2) 

< м . М > * 1 ( 1 + I * | ) M 3 " N 2 ' 1 £ I -Y (d ,h (d 2 ) I x 

E ( ( ^ ) " " " + 5 ) ' V " ) c 

« £ l ( 1 + I t | ) M 3 ^ ' ( l (JT 17(d), I2 ) - (6-2) 

поскольку 
M 

£ I t № ) t № ) | 2 
di,d2 = l 

M 

£ £ 
I 7(dd'i)7(dd'2) I 

£ j)( £ ь « 1 2 ) « е 

« £ l M ^ £ I 7(d) Is 

£ l r (*h№) l £ 

2 M ( \ _ _ 

2 I 7(d) I < М 2 + ^ Д | ^ И 1 2 • 
d=l ' d=l 

П у с т ь / G 02k(Ni) - новая форма и No - наименьшее на­
т у р а л ь н о е , б о л ь ш е е 1 , для к о т о р о г о (TVq, N2) = 1 . Базисы в 
H2k(Ni)) H2k(N0Nl), H2k(NoNiN2) выберем так, ч т о б ы 

02к(т) С 0 2 *(W>Ni) С O2k(N0NlN2). (6 .3) 
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П о л о ж и м 7(d) = Л/(d) для 1 ^ d ^ М с (d,N) = 1, где N = N0NiN2. 
В ы б и р а я в (6..2) iVo^i в м е с т о N\ и NqN\N2 вместо N\N2, получим 

2 \ / М ч - 1 (6 .4) 
<<е1Л^Л1 + И ) М 4 ^ ^ Ч / ) / > ( 1 + ^ ) ( £ Aj(d)) 

d=l 
(d,N)=l 

Из результатов Ранкина ( с м . [23]) следует , что 

м 
^ ) > t l t k t N l M ( M N 2 y ^ . (6 .5 ) 

d=l (d,N)=l 

Положив М = [Л^ 2^ 4] и принимая во внимание равенство 

</ , /}= / / l/(*)lV*-2<te<*y = 
T0(iV)\M 

= ( О Д : Г о № ) ) I / ( * ) | 2 y2k~2dxdy, 

r0(JVi)\H 

с п о м о щ ь ю (6 .4 ) и (6 .5 ) находим 

| < ( l / 2 + f i + « ) « м , * ^ (1+ | < l ) 1 ' 2 ^ 3 ' 8 * 2 " . (6 .6 ) 

В ы б и р а я в (6 .6 ) положительное €\ д о с т а т о ч н о малым, а также 
используя функциональное уравнение (5 .1 ) и т е о р е м ы выпуклости , 
получим утверждение т е о р е м ы 2. 

Замечание. И с п о л ь з у я дополнительно м е т о д ы р а б о т [ 2 4 - 2 5 ] , с по­
м о щ ь ю т е о р е м ы 1 можно получить равномерную по N\ оценку 

^•H{f (1/2 + it) « £ ) М ( 1+ 11 \ y ^ N l / 3 + ' N * / l 2 + c . 
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